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Plan prednasky 1/2

e Uvod

1. Trocha historie, “paradoxy”, logika jako jazyk matematiky, rozdil a vztah
syntaxe a sémantiky, pfedbéznosti.

@ Vyrokova logika

2. Zakladni syntax a sémantika, univerzalnost logickych spojek, normalni tvary,
2-SAT a Horn-SAT.

3. Sémantika vzhledem k teorii, vlastnosti teorii, algebra vyroku, analyza teorii
nad kone¢né mnoha prvovyroky. Tablo metoda pro VL.

4. Tablo metoda pro VL: systematické tablo, korektnost, Uplnost, kompaktnost.

5. Rezoluéni metoda, korektnost a Uplnost, linearni rezoluce, rezoluce v
Prologu. Hilbertovsky kalkul.
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Plan prednasky 2/2

@ Predikatova logika
6. Zakladni syntax a sémantika, instance a varianty. Struktury a modely teorii.

7. Vlastnosti teorii. Podstruktury, oteviené teorie. Expanze a redukt. Booleovy
algebry. Tablo metoda pro PL.

8. Tablo metoda pro PL: systematické tablo, korektnost, Uplnost, kompaktnost.
Rovnost v PL.

9. Extenze o definice. Prenexni tvar, skolemizace, Herbrandova véta.

10. Rezoluéni metoda v PL: korektnost a Uplnost. Linearni rezoluce a
LI-rezoluce. Hilbertovsky kalkul.

@ Teorie modelt, rozhodnutelnost, nelplnost

11. Elementarni ekvivalence, kompletnost. Isomorfismus struktur. Kone¢na a
oteviena axiomatizovatelnost. Zakladni teorie.

12. Rozhodnutelné teorie, rekurzivni axiomatizovatelnost. Nerozhodnutelnost
PL. Véty o nelplnosti - Gvod.

13. Aritmetizace syntaxe, princip self-reference, véta o pevném bodg,
nedefinovatelnost pravdy. Véty o nedplnosti, disledky. Zavér.
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Koncepce prednasky

@ logika pro informatiky

+ rezoluce v predikatové logice, unifikace, “pozadi” Prologu
- méné teorie modelq, ...

@ tablo metoda namisto Hilbertovského kalkulu

+ algoritmicky intuitivnéjsi, mnohdy elegantnéjsi diikazy

- nedostupnost literatury (zejména v &j), omezeni na spocetné jazyky
@ nejprve samostatné vyrokova logika

+ idedlni “hfisté” pro pochopeni zékladnich konceptl

- zpocatku volnéjsi tempo vykladu
@ nerozhodnutelnost a netplnost méné formalné

+ dudraz na principy
- nebezpedi nepresnosti
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Trocha historie

@ Aristotelés (384-322 pi.n.l.) - sylogismy, napf.
z Zadny Q neni R’ a ‘kazdy P je Q" odvod ‘Zadny P neni R’

Eukleidés: Zaklady (asi 330 pt.n.l.) - axiomaticky pfistup ke geometrii
“Pro kaZdou pfimku p a bod x, ktery neleZi na p, existuje
pfimka skrze x neprotinajici p.” (5. postulat)

Descartes: Geometrie (1637) - algebraizace geometrie

Leibniz - sen o “lingua characteristica” a “calculus ratiocinator” (1679-90)

De Morgan - zavedeni logickych spojek (1847)
~(pvVaq) < -pA-q
=~(PAq) < —pV—q
@ Boole - vyrok jako binarni funkce, algebraizace logiky (1847)

@ Schroder - sémantika predikatové logiky, koncept modelu (1890-1905)
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Trocha historie - teorie mnozin

@ Cantor - intuitivni teorie mnozin (1878), napt. princip zahrnuti

”

“Pro kaZdou vlastnost ¢(x) existuje mnoZina {x | ¢(x)}.

@ Frege - logika s kvantifikatory a predikaty, pojem dikazu jako odvozeni,
axiomaticka teorie mnozin (1879, 1884)
@ Russel - Fregeho teorie mnozin je sporna (1903)
Proa={x|-(xex)} jeaca?
@ Russel, Whitehead - teorie typt (1910-13)
@ Zermelo (1908), Fraenkel (1922) - standardni teorie mnozin ZFC, napf.

“Pro kaZdou vlastnost ¢(x) a mnoZinu y existuje mnoZina {x € y | o(x)}.”

@ Bernays (1937), Godel (1940) - teorie mnozin zaloZzena na tridach, napf.

”

“Pro kaZdou mnoZinovou viastnost ¢(x) existuje tfida {x | o(x)}.
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Trocha historie - algoritmizace

@ Hilbert - kompletni axiomatizace Euklidovské geometrie (1899),
formalismus - striktni odpro$téni se od vyznamu, mechani¢nost

. musi byt moZné misto o bodu, pfimce a roviné miuvit
o stolu, Zidli a pallitru.” (Grundlagen der Geometrie)

Brouwer - intuicionismus, ddraz na konstruktivni dikazy
“Matematické tvrzeni je myslenkova konstrukce ovéfitelna intuici.”

Post - Uplnost vyrokové logiky (1921)

Godel - Uplnost predikatové logiky (1930), véty o nelplnosti (1931)

Kleene, Post, Church, Turing - formalizace pojmu algoritmus,
existence algoritmicky nerozhodnutelnych problém( (1936)

@ Robinson - rezoluéni metoda (1965)

@ Kowalski; Colmerauer, Roussel - Prolog (1972)
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Jazyk matematiky

Logika formalizuje pojem diikazu a pravdivosti matematickych tvrzeni.
Lze ji postupné rozclenit dle prostiedki jazyka.
@ logické spojky

vyrokova logika
Umoznuji vytvaret sloZzena tvrzeni ze zakladnich.

@ proménné pro individua, funkeni a relaéni symboly, kvantifikatory 7. fadu
Tvrzeni o individuich, jejich vlastnostech a vztazich. Teorii mnozin, ktera
je “svétem” (témér) celé matematiky, Ize popsat jazykem 1. fadu.

V jazyce vy$Sich fadi mame navic
@ proménné pro mnoziny individui (i relace a funkce)

@ proménné pro mnoziny mnozin individui, atd.
® ---

logika 2. fadu
logika 3. fadu
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Rle gl
Priklady tvrzeni v jazycich riznych radu

@ “Nebude-li prset, nezmoknem. A kdyZ bude prset, zmokneme, na

sluni¢ku zase uschneme.” vyrok
(=p—=-2)A(p— (z2/w)
@ “Existuje nejmensi prvek.” 1. fadu
JIxVy (x<y)
@ Axiom indukce. 2. fadu
VX ((X(0) AVX(X(x) = X(x+1))) — Vx X(x))
@ ‘Libovolné sjednoceni otevienych mnoZin je oteviena mnoZina.” 3. fadu
VAVY (VX (X(X) — O(X)) AVx(Y(x) < AX(X(X) A X(x)))) = O(Y))
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Syntax a sémantika

Budeme studovat vztahy mezi syntaxi a sémantikou:

@ syntax: symboly, pravidla vytvareni termd a formuli, odvozovaci

pravidla, dokazovaci systém, diikaz, dokazatelnost,

@ sémantika: pfitazeni vyznamu, struktury, modely, splnitelnost, pravdivost.
V logice zavedeme pojem dikazu jako presny syntakticky koncept.
Formalni dokazovaci systém je

@ Kkorekini, pokud kazdé dokazatelné tvrzeni je pravdivé,

@ Upliny, pokud kazdé pravdivé tvrzeni je dokazatelné.

Uvidime, Ze predikatova logika (1. fadu) ma dokazovaci systémy, které jsou
korektni a zaroven Uplné. Pro logiky vySSich fadl to neplati.
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Paradoxy

“Paradoxy” jsou inspiraci k pfesnému zadefinovani zakladu logiky.

@ paradox krétana
Krétan rekl: “VSichni krétané jsou lhari.”
@ paradox holice
V mésté Zije holic, jenz holi vSechny, ktefi se neholi sami.
Holi sam sebe?
@ paradox lhare
Tato véta je IZiva.
@ Berryho paradox
Vyraz “nejmensi pfirozené Cislo, které nelze definovat méné nez
jedenacti slovy.” ho definuje pomoci deseti slov.
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Mnozinové pojmy
Veskeré pojmy zavadime v rdmci teorie mnozin pouze pomoci predikatu
nalezeni a rovnosti (a prostfedki logiky).
@ Mnozinova vlastnost ¢(x) definuje tfidu {x | ¢(x)}. Tfida, ktera neni
mnozinou, se nazyva viastni, napf. {x | x = x}.
@ x ¢y, x # yjsou zkratkou za —(x € y), ~(x = y).

@ {xo,...,Xp—1} 0znaCuje mnozinu obsahujici pravé xo, ..., Xxn_1, {x} se
nazyva singleton, {x,y} neusporadana dvojice.

@ 0, U, N, \, A znaci prazdnou mnoZinu, sjednoceni, pranik, rozdil,
symetricky rozdil mnozin, napfr.

xAy=x\y)Uy\x)={z|(zexAhz¢y)V(z¢ xNzey)}
X,y jsou disjunkitni pokud x Ny = . x C y znadi, Ze x je podmnoZinou y.
Potencni mnozina (potence) x je P(x) = {y |y C x}.
Sjednoceni (suma) xjeJx={z|Jy(ze y Ay e x)}.

Pokryti mnoziny x je mnoZina y C P(x) \ {0} s Uy = x. Jsou-li navic
kazdé dvé (rdzné) mnoziny v y disjunktni, je y rozklad x.
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Relace

usporadana dvojice je (x,y) = {x,{x,y}}, tedy (x, x) = {x, {x}},
usporadana n-tice je (xo, ..., Xn—1) = ((X0,...,Xn—2), Xn—1) Pro n > 2,
kartézsky souCinje a x b= {(x,y) | x € a,y € b},
kartézska mocnina je x° = {0}, x' = x, x" = x*! x x pro n > 1,
disjunktni sjednocenije x Wy = ({0} x x) U ({{0}} x ),
relace je jakakoliv mnozina R usporadanych dvojic,

namisto (x,y) € R piSeme obvykle R(x,y) nebo xRy,
definicni obor (doména) R je dom(R) = {x | 3y (x,y) € R},
obor hodnot R je tng(R) = {y | 3x (x,y) € R},
extenze prvku x v R je R[x] = {y | (x,y) € R},
inverzni relacek Rje R™' = {(y,x) | (x,y) € R},
restrikce Rnamnozinuzje R [ z={(x,y) € R| x € z},
sloZenirelaci Ra Sjerelace Ro S ={(x,z) | 3y ((x,y) € RA(y,2) € S)},
identita na mnoziné z je relace Id, = {(x,x) | x € z}.
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Ekvivalence

@ Relace R je ekvivalence na X, pokud pro v8echna x, y, z € X plati

R(x,x) (reflexivita)
R(x,y) — R(y,x) (symetrie)
R(x,¥) NR(y,z) — R(x, z) (tranzitivita)

@ R[x] se nazyva tfida ekvivalence (faktor) prvku x dle R, znagime i [x].
@ X/R = {R[x] | x € X} je faktorizace mnoziny X dle R.
@ Plati, ze X/R je rozklad X, nebot tfidy jsou disjunktni a pokryvaji X.
@ Naopak, je-li S rozklad X, ur€uje ekvivalenci (na X)
{(x,y) | x € z,y € z pro néjaké z € S}.
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AT
Usporadani
Necht < je relace na mnoziné X. Rekneme, ze < je
@ castecné usporadani (mnoziny X), pokud pro vSechna x,y,z € X

x<x (reflexivita)
X<y AN y<x — x=Yy (antisymetrie)
x<y N y<z — x<z (tranzitivita)

@ linearni (totalni) usporadani, pokud navic pro vSéechna x,y € X
x<y Vv y<x (dichotomie)

@ dobré usporadani, pokud navic kazda neprazdna podmnozina X
obsahuje nejmensi prvek.
Oznatme ‘x < ¥y’ za ‘x < y A x # y'. Linearni uspofadani < na X je
@ husté usporadani, pokud X neni singleton a pro vSechna x,y € X
X<y — Fz(x<zNhNz<Y) (hustota)
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Funkce

Relace f je funkce, pokud pro kazdé x € dom(f) existuje jediné y s (x,y) € f.
@ Pak fikame, Ze y je hodnotou funkce f v x, piSeme f(x) =y,
@ f: X — Y znati, ze f je funkce s dom(f) = X arng(f) C Y,
@ funkce f je na (surjektivni) Y, pokud rng(f) = Y,
@ funkce f je prosta (injektivni), pokud pro vdechna x, y € dom(f)

x#y — fx)#fY)
@ f: X— YijebiekceXaV,jeliprostaanaV,
@ je-li f: X — Y prosta, pak f~! = {(y,x) | (x,y) € f} je inverzni funkce,
@ obraz mnoziny A pres f je f[A] = {y | (x,y) € f pro néjaké x € A},
@je-lif: X—>Yag: Y — Z pakprojejich slozeniplati (fog): X = Z a
(fog)(x) =g(f(x)

@ XY zna&i mnozinu véech funkci z X do Y.
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Zadacni pojmy
Cisla
Uvedeme pfiklady explicitnich konstrukci.
@ Prirozena Cisla definujeme induktivné vztahem n = {0,...,n — 1}, tedy
0=0, 1={0} = {0}, 2={0,1} = {0, {0}}, ...

@ mnozina prirozenych Cisel N je definovana jako nejmensi mnozina
obsahuijici ) uzaviena na S(x) := x U {x} (naslednik).
@ mnozina celych &isel je Z = (N x N)/ ~, kde ~ je ekvivalence definovana
(a,b) ~ (c,d) pravé kdyz a+d=b+c
@ mnozina raciondlnich Cisel je Q = (Z x (Z\ {0}))/ =, kde ~ je dana
(a,b) = (c,d) pravé kdyz a.d = b.c
@ mnozina redlnych Cisel R je mnozina fezu raciondlnich Cisel, tj.

netrividlnich, dol( uzavfenych podmnozin Q bez nejvétsiho prvku.
(A C Q je dolu uzaviena, pokud y < x € A implikuje y € A.)
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Zaktadn pojmy
Velikosti mnozin

@ x ma stejnou nebo mensi velikost nez y (x je subvalentni y),

pokud existuje prosta funkce f: x — y, (x=<y)
@ x ma stejnou velikost jako y, existuje-li bijekce f: x — y, (x=y)
@ x ma mensi velikost nez y, pokud x < y aneni x ~ y, (x=<y)

Véta (Cantor) x < P(x) pro kaZzdou mnoZinu x.
Dukaz f(y) = {y} proy € x je prosta funkce f: x — P(x), tedy x < P(x).
Pro spor pfedpokladejme, ze existuje prosta g: P(x) — x. Definujme
y={8(2) | zC xng(2) ¢ z}
Dle definice, g(y) € y praveé kdyz g(y) ¢ y, spor. [
@ pro kazdé x existuje kardinalni ¢islo k s x =~ , znacime |x| = &,
@ X je konecnd, pokud |x| = n pro néjaké n € N, jinak je nekonecna,
@ x je spocetna, pokud je konecna nebo |x| = |N| = w; jinak je nespocetna,
@ x ma mohutnost kontinua, pokud |x| = |[P(N)| = c.
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n-arni relace a funkce

@ Relace arity (Cetnosti) n € N na X je libovolnd mnozina R C X", tedy
pron=0jeR=0=0neboR={0} =1,pron=1je R C X,

o (Caste&na) funkce arity (éetnost) n € Nz X do Y je libovolna funkce
f C X" x Y. Rekneme, Ze f je totélni na X", pokud dom(f) = X",
znaime f: X" — Y. Je-li navic Y = X, je to operace na X.

@ Funkce f: A" — B je konstanini, pokud rng(f) = {y} pro néjaké y € Y,

pron=0jef={(0y)} af ztotoziiujeme s konstantou y.

@ Aritu relace ¢i funkce znac¢ime ar(R) ¢i ar(f) a mluvime o nularnich,
unarnich, binarnich, obecné n-arnich relacich a funkcich (operacich).
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Stromy

_ kofen <— troven 0

* list
vetev .~

L K N ‘<— droven 4
@ Stromje mnozina T s ¢asteCnym usporadanim <r, ve kterém existuje
(jedine€ny) nejmensi prvek, zvany kofen, a mnozina predki libovolného
prvku je dobfe usporadana,
@ vétev stromu T je maximalni linearné uspofadana podmnozina T,
@ adoptujeme standardni terminologii 0 stromech z teorie grafl, pak napf.
vétev v konecném stromu je cesta z kofene do listu.
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Stromy
Kdnigovo lemma

Budeme pracovat (pro jednoduchost) obvykle s kone¢né vétvicimi se stromy,
ve kterych ma kazdy vrchol kromé kofene bezprostredniho predka (otce).

@ n-ta droveristromu T pro n € N je dana indukci, obsahuje syny
vrcholl z (n — 1)-ni drovné, 0-ta Urover obsahuje pravé koren,

@ hloubka stromu T je maximalni Cislo n € N neprazdné Urovné;
pokud ma T nekoneénou vétev, je hloubka nekonecna &i w.

@ strom T je n-arnipro n € N, pokud kazdy vrchol ma nejvyse n syn(.
Je konecne vétvici se, méa-li kazdy vrchol kone¢né mnoho synd.

Lemma (K6nig) KaZdy nekonecny, konecné vétvici se strom T obsahuje

nekonecénou vétev.

Dukaz Hledani nekoneCné vétve zaCneme v kofeni. Jelikoz ma jen konecné
mnoho synu, existuje syn s nekone¢né mnoha potomky. Vybereme ho a
stejné pokraCujeme v jeho podstromé. Takto ziskdme nekone€nou vétev. [
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Usporadané stromy

@ Usporadany strom je strom T, s kterym je dano linearni usporadani
synl kazdého vrcholu, toto usporadani se nazyva pravolevé a znaci <;.
Oproti tomu, usporadani <7 se nazyva stromoveé.

@ znaceny strom je strom T s libovolnou funkci (znacici funkce),
kterd kazdému vrcholu T pfifazuje néjaky objekt (znacku).

@ znacené usporadané stromy napf. zachycuji strukturu formuli

(pVaq)—r
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Na zavér

@ Lze celou matematiku pfevést do logickych formuli?
programovani, Al, strojové dokazovani, Peano: Formulario (1895-1908)

@ Proc to lidé (vétsinou) nedélaji?
@ Priklad Lze Sachovnici bez dvou protilehlych rohu perfektné
pokryt kostkami domina?

Snadno vytvofime vyrokovou formuli, ktera je splnitelna, pravé kdyz
to Ize. Pak ji mUZzeme zkusit ovéfit napf. rezoluci.

Jak to vyfeSime elegantnéji? V Eem néas postup spociva?
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Jazyk
Vyrokova logika je “logikou spojek”. Vychazime z (neprdzdné) mnoziny P
vyrokovych proménnych (prvovyrokd). Napf.

P = {p',plapZa'"’q7q17q27"'}
Obvykle budeme predpokladat, ze P je spocetna.

Jazyk vyrokové logiky (nad IP) obsahuje symboly

@ vyrokové proménné z P

@ logické spojky —, A, V, =, <

@ z&vorky (,)
Jazyk je tedy uréen mnozinou P. Rikame, Ze logické spojky a zavorky jsou
logické symboly, zatimco vyrokové proméenné jsou mimologické symboly.
Budeme pouzivat i konstantni symboly T (pravda), L (spor), jez zavedeme
jako zkratky za p VvV —p, resp. p A —p, kde p je pevny prvovyrok z P.
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Zakiadni syntax
Formule

Vyrokové formule (vyroky) (nad P) jsou dany induktivnim predpisem

(i) kazda vyrokova proménna z PP je vyrokovou formuli,
(ii) jsou-li ¢, ¥ vyrokové formule, pak rovnéz

(@) s (@A) (V) , (0 = ¥), (0 ¢)
jsou vyrokové formule,
(iii) kazda vyrokova formule vznikne kone¢nym uzitim pravidel (i), (ii).
@ Vyrokové formule jsou tedy (dobfe vytvorené) konecné posloupnosti
symbolll jazyka (fetézce).

@ Vyrokovou formuli, ktera je soucasti jiné vyrokové formule ¢ nazveme
podformuli (podvyrokem) .

@ Mnozinu v8ech vyrokovych formuli nad P zna¢ime VFp.

@ Mnozinu vSech vyrokovych proménnych s vyskytem ve ¢ znaCime var(p).
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Konvence zapisu

Zavedeni (obvyklych) priorit logickych spojek umoziuje v zkraceném zapisu
vypoustét zavorky okolo podvyroku vzniklého spojkou s vyssi prioritou.

(1) =,

(2) AV

(3) =
Rovnéz vnéjsi zavorky miizeme vynechat. Napf.

(p)Ag) = (=(pV(=q)))) Ize zkrdtitna —pAq— —(pV -q)

Poznamka Nerespektovanim priorit mGze vzniknout nejednoznacny zapis
nebo dokonce jednoznaény zapis neekvivalentni formule.

DalSi moznosti zjednodusSeni zapisu vyplyvaji ze sémantickych vlastnosti
spojek (asociativita v, A).
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Vyrokova logika Zakladni syntax

Vytvorujici strom

Vytvorujici strom je kone€ny usporadany strom, jehoz vrcholy jsou oznaceny
vyroky dle nasledujicich pravidel
@ listy (a jen listy) jsou oznaCeny prvovyroky,
@ je-li vrchol oznacCen (—), ma jediného syna oznaceného o,
@ je-li vrchol oznagen (¢ A ), (p V1), (¢ — ) nebo (p + 1), ma dva
syny, pfi¢emz levy syn je oznaen ¢ a pravy je oznacen 1.

Vytvorujici strom vyroku ¢ je vytvotujici strom s kofenem oznacenym .
Tvrzeni Kazdy vyrok ma jednoznacné uréeny vytvorujici strom.

Dukaz Snadno indukci dle poc¢tu vnoreni zavorek (odpovidajici hloubce
vytvorujiciho stromu). [

Poznamka Takovéto dikazy nazyvame dikazy indukci dle struktury formule.
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N C STl Zaiadnisémantica
i .
Sémantika

@ Uvazujeme pouze dvouhodnotovou logiku.

@ Prvovyroky reprezentuji atomicka tvrzeni, jejich vyznam je uréen
pritazenim pravdivostni hodnoty 0 (nepravda) nebo 1 (pravda).

@ Sémantika logickych spojek je dana jejich pravdivostnimi tabulkami.

\plal-rlpralpvalp—aq|peaq]

0|0 1 0 0 1 1
01 1 0 1 1 0
110 0 0 1 0 0
111 0 1 1 1 1

Ty jednoznacné ur€uji hodnotu kazdého vyroku z hodnot prvovyrokd.

@ K vyrokuim tedy miizeme také pfiradit “oravdivostni tabulky”. Rikame, ze
reprezentuji Booleovské funkce (az na uréeni pofadi proménnych).

@ Booleovska funkce je n-arni operace na 2 = {0,1}.
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Hodnota vyroku

@ Ohodnoceni prvovyroku je funkce v: P — {0,1}, tj. v € F2.

@ Hodnota v(y) vyroku ¢ pfi ohodnoceni v je dana induktivné

v(p) = v(p) jestlize pcP V(=) = —1(U(0))
(e A1) = Ai(D(9), (V) V(e V1h) = Vi(0(p), (¢))
V(e = ) = =1(U(p), V() V(e < ) = <1 (V(p), 0())

kde —1, A1, V1, —1, <1 jsou Booleovské funkce dané tabulkami.

Tvrzeni Hodnota vyroku ¢ zavisi pouze na ohodnoceni var(y).
Dikaz Snadno indukci dle struktury formule. [

Poznamka Jelikoz funkce 7: VFp — 2 je jednoznacnou extenzi funkce v,
mUlzeme psat v misto v aniz by doslo k nedorozuméni.
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Sémantické pojmy

Vyrok ¢ nad P je
@ spinén (plati) pfi ohodnoceni v € ¥2, pokud 7(p) = 1.
Pak v je splriujici ohodnoceni vyroku ¢, znacime v = .

@ pravdivy ((logicky) plati, tautologie), pokud T(p) = 1 pro kazdé v € F2, tj.
v je spInén pfi kazdém chodnoceni, znacime = .
@ /Zivy (sporny), pokud T(p) = 0 pro kazdé v € F2, tj. —¢ je pravdivy.
@ nezavisly, pokud T1(¢) = 0 a T2 (¢) = 1 pro néjaka vy, v, € F2, 1.
© neni ani pravdivy ani 1Zivy.
@ splinitelny, pokud T(y¢) = 1 pro né&jaké v € F2, tj.  neni 1zivy.
Vyroky ¢ a v jsou (logicky) ekvivalentni, pséano ¢ ~ v, pokud 7(p) = U(¢))
pro kazdé v € F2, tj. vyrok ¢ « ¢ je pravdivy.
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Predchozi definice ekvivalentné preformulujeme v terminologii modeld.
Model jazyka nad P je ohodnoceni z 2. Ttida véech modell jazyka nad P
se znaci M(P), tedy M(P) = 2. Vyrok ¢ nad P (je)
@ plati v modelu v € M(P), pokud 7(¢) = 1. Pak v je model vyroku o,
znadime v = o a M*(¢) = {v € M(P) | v = »} je tfida model .

@ pravdivy ((logicky) plati, tautologie), pokud plati v kazdém modelu
(jazyka), znacime |= ¢.

@ /Zivy (sporny), pokud nema model.
@ nezavisly, pokud plati v néjakém modelu a neplati v jiném.

@ splnitelny, pokud ma model.

Vyroky ¢ a v jsou (logicky) ekvivalentni, psano ¢ ~ 1, pokud maji stejné
modely.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - Il ZS 2016/2017

9/18



Univerzalnost spojek

Jazyk vyrokové logiky obsahuje zakladni spojky =, A,V , =, <.

MlzZeme zavést obecné n-arni spojku pro libovolnou Booleovu funkci. Napf.
plq “anip aniqg” (NOR, Peirceova spojka)
ptqg “ne(pagq)” (NAND, Shefferova spojka)

Mnozina spojek je univerzalni, pokud Ize kazdou Booleovskou funkci
reprezentovat néjakym z nich (dobfe) vytvorenym vyrokem.

Tvrzeni {-,A,V} jeuniverzaini.
Dikaz Funkei f: "2 — 2 reprezentuje vyrok \/,cq /\,’.’:_01 p!Y kde p'” je
prvovyrok p; pokud v(i) = 1, jinak vyrok =p;. Pro f~![1] = () zvolime L. [

Tvrzeni {-,—} je univerzaini.
Dikaz (p A q) ~=(p—~q), (pvVq)~(-p—q). O
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CNF a DNF

@ Literal je prvovyrok nebo jeho negace. Je-li p prvovyrok, oznaéme p°
literal —p a p' literal p. Je-li [ literél, oznaéme 1 literal opacny k L.
@ Klauzule je disjunkce literal(, prazdnou klauzuli rozumime L.

@ Vyrok je v konjunktivné normalnim tvaru (CNF), je-li konjunkci klauzuli.
Prazdnym vyrokem v CNF rozumime T.

@ Elementarni konjunkce je konjunkce literald, prazdnou konjunkci je T.
@ Vyrok je v disjunktivné normalnim tvaru (DNF), je-li disjunkci
elementarnich konjunkci. Prazdnym vyrokem v DNF rozumime L.
Poznamka Klauzule nebo elementarni konjunkce je zaroven v CNF i DNF.

Pozorovani Vyrok v CNF je pravdivy, prave kdyz kaZda jeho klauzule
obsahuje dvojici opacnych literald. Vyrok v DNF je splnitelny, pravé kdyz
aspori jedna jeho elementarni konjunkce neobsahuje dvojici opacnych literald.
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Prevod tabulkou

Tvrzeni Necht' K C ¥2 pro P kone¢né. Oznacme K =2\ K. Pak

MV AP?) =Kt (A V)

veEK peP veK PEP
Dikaz Prvni rovnost plyne z W(A ,cp p*P)) = 1 pravé kdyz w = v, kde
w € "2. Druh& obdobné z w(\/ ,cp pr(P)) =1 pravé kdyz w # v. [
Napf. K = {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0), (1,1, 1)} namodelujeme
(PA=gA=T)V(PAGA=T)V (P AGA=T)V (PAGAT) ~
(pvVavr)A(pVaqVv-r)A(pV-qV-r)A(=pVqV-r)
Dusledek KaZdy vyrok je ekvivalentni néjakému vyroku v CNF/DNF.

Dikaz Hodnota vyroku ¢ zavisi pouze na ohodnoceni jeho proménnych,
kterych je konecné. Lze tedy pouzit tvrzeni pro K = M¥(¢) a P = var(p). [
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Prevod Upravami
Tvrzeni Necht ¢’ je vyrok vznikly z vyroku ¢ nahrazenim nékterych vyskyti
podvyroku + za vyrok i)' . Jestlize ¢ ~ ', pak o ~ ¢'.
Dikaz Snadno indukci dle struktury formule. [
(1) (e=¥)~ (V) (o)~ (e Vo)A (V)
@) ~mo~p (e AY) ~ (mpV ), (e V)~ (mp A )
B) (eV@AX)~((LAX)Ve)~((pV)A(pVX))
@) (eA @ VX))~ ((WVX)Ae)~((AY)VI(eAX))
Tvrzeni KaZdy vyrok Ize pomoci (1),(2),(3)/(3)’ pfevést na CNF / DNF.
Dikaz Snadno indukci dle struktury formule. [

Tvrzeni Necht vyrok ¢ obsahuje pouze spojky —, A, V. Pak pro vyrok o*
vznikly z ¢ zaménou A a Vv a znegovanim vsech literald plati —¢ ~ ¢*.

Dikaz Snadno indukci dle struktury formule. [
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@ Vyrok je v k-CNF, je-li v CNF a kazda jeho klauzule ma nejvyse k literald.
@ k-SAT je nasledujici problém (pro pevné k > 0)
INSTANCE: Vyrok ¢ v k-CNF.
OTAzKA: Je ¢ splnitelny?
Zatimco uz pro k = 3 jde o NP-Uplny problém, ukadzeme, Ze 2-SAT lze fesSit
v linearnim ¢ase (vzhledem k délce ¢).

Vynechame implementacni detaily (vypocetni model, reprezentace v paméti)
a vyuzijeme nasledujici znalosti, viz [ADS T].

Tvrzeni Rozklad orientovaného grafu (V, E) na silné souvislé komponenty
Ize nalézt v ¢ase O(|V| + |E|).

@ Orientovany graf G je silné souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u a v
existuji v G orientované cesty jak z u do v, tak i z v do u.

@ Silné souvisla komponenta grafu G je maximalni silné souvisly podgraf G.
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2T
Implikaéni graf

Implikacni graf vyroku ¢ v 2-CNF je orientovany graf G, v némz
@ vrcholy jsou proménné vyroku ¢ nebo jejich negace,
@ klauzuli I; v L, vyroku ¢ reprezentujeme dvojici hran i) — b, I, — 1k,
@ klauzuli I; vyroku ¢ reprezentujeme hranou I, — 1.

~t =

s/r \]) ‘—/> ’ / | —s R
l / / \ l/ Yy—>x
ﬁ(/ H t S Nl i

¢
PA(=pV QA (=g —r)ANPVT)ATV=s)A(—pVE)A(gVE)A—sA(xVy)

Tvrzeni ¢ je spinitelny, pravé kdyZz Zadna silné souvisla komponenta v G,
neobsahuje dvojici opacnych literalu.

Dikaz Kazdé splnujici ohodnoceni ohodnoti vSechny literaly ze stejné
komponenty stejné. Implikace zleva doprava tedy plati.
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Nalezeni ohodnoceni

Naopak, oznatme G}, graf vznikly z G, kontrakei silné souvislych komponent.
Pozorovani G} je acyklicky, ma tedy topologické usporadani <.
@ Orientovany graf je acyklicky, neobsahuje-li orientovany cyklus.

@ Linearni usporadani < vrcholll orientovaného grafu je topologické,
pokud p < g pro kazdou hranu z p do q.

Nyni pro kazdou komponentu v rostoucim pofadi dle <, nejsou-li jeji literaly
dosud ohodnocené, nastav je na 0 a literaly v opacné komponenté na 1.

Zbyva ukazat, Ze takto ziskané ohodnoceni v splfiuje . Kdyby ne, existovaly
by v G hrany p — gagq — psv(p) =1av(q) =0.To je ve sporu s
poradim nastaveni komponentna O resp. 1, nebot p<gag<p. 0O

Duisledek 2-SAT je fesitelny v linedrnim Case.
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Horn-SAT

@ Jednotkova klauzule je klauzule obsahujici jediny literal,

@ Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvySe jeden pozitivni literal,
-p1V---Vaop,Vq o~ (Pl/\'“APH)%q

@ Hornuv vyrok je konjunkci Hornovych klauzuli,

@ Horn-SAT je problém splnitelnosti daného Hornova vyroku.
Algoritmus
(1) obsahuje-li ¢ dvojici jednotkovych klauzuli I a 1, neni spinitelny,

(2) obsahuje-li ¢ jednotkovou klauzuli I, nastav I na 1, odstrari vsechny
klauzule obsahujici I, odstrari | ze véech klauzuli a opakuj od zadatku,

(3) neobsahuje-li ¢ jednotkovou klauzuli, je spinitelny ohodnocenim 0
vSech zbyvajicich proménnych.

Krok (2) se nazyvé jednotkova propagace.
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Jednotkova propagace

(=pV ) A (=pV =gV T)AN(-TV=S)A(DEVS)AS v(s) =
(=pV @) AN (=pV-qVr) A= v(=r) =
(=pVaq) AN (=pV —q) v(p) = v(q) = v(t) =

Pozorovani Necht ¢! je vyrok ziskany z o jednotkovou propagaci. Pak
ol je spinitelny, pravé kdyZ o je spinitelny.

Dusledek Algoritmus je korektni (fesi Horn-SAT).

Dikaz Korektnost 1. kroku je zfejma, v 2. kroku plyne z pozorovani, v 3.kroku
diky Hornové tvaru, nebot kazda zbyvajici klauzule obsahuje negativni literal.

Poznamka P¥imocara implementace vyZaduje kvadraticky ¢as, pfi vhodné
reprezentaci v paméti Ize dosahnout linearniho Casu (vzhledem k délce ).
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Teorie

Neformalne, teorie je popis “svéta”, na ktery vymezujeme svij diskurz.

@ Vyrokova teorie nad jazykem P je libovolnd mnozina T vyroku z VFp.
Vyrokdm z T fikame axiomy teorie T.

@ Model teorie T nad PP je ohodnoceni v € M(P) (tj. model jazyka),
ve kterém plati véechny axiomy z T, znacime v |= T.

@ Tridamodeld T je M*(T) = {ve M(P) | v= ¢ prokazdé ¢ € T}.
Napf. pro teorii T = {p, -pV —q, g —r}nad P = {p,q,r}je
MF(T) = {(1,0,0),(1,0,1)}
@ Je-li teorie T konecn4, Ize ji nahradit konjunkci jejich axiom(.
@ Zapis M(T, ) znali M(T U {¢}).
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Sémantika vzhledem k teorii

Sémantické pojmy zobecnime vzhledem k teorii, respektive k jejim modellim.
Necht T je teorie nad P. Vyrok ¢ nad P je

@ pravdivy v T (plati v T), pokud plati v kazdém modelu T, znaime T | ¢,
Rikame také, Ze ¢ je (sémantickym) disledkem teorie T.

@ Zivy v T (sporny v T), pokud neplati v zadném modelu teorie T,
@ nezavisly v T, pokud plati v néjakém modelu teorie T a neplati v jiném,
@ spinitelny v T (konzistentni s T), pokud plati v néjakém modelu T.

Vyroky ¢ a v jsou ekvivalentni v T (T -ekvivalentni), psano ¢ ~ 1, pokud
kazdy model teorie T je modelem ¢ pravé kdyz je modelem .

Poznamka Jsou-li vSechny axiomy teorie T pravdivé (tautologie), napt. pro
T = (), vSechny pojmy vzhledem k T se shoduji s pivodnimi (logickymi)
pojmy.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - Il ZS 2016/2017 3/19



Dusledek teorie

Dusledek teorie T nad P je mnozina 6 (T) vSech vyroku pravdivych v T, tj.

0"(T) = {p € VFe | T |= o}.
Tvrzeni Pro kazdé dvé teorie T C T’ a vyroky ¢, ¢, .- ., on nad P plati
(1) T Co™(T)=0"(6"(T)) < 0"(T"),
(2) pe b ({p1,...,pn}) pravé kdyZ |= (o1 A... Apn) = .

Dukaz Dle definic, T = ¢ < M(T) C M(v)a M(T") C M(T) = M(0(T)).

(1) el = MT) CMy) © TEp e pcd(l) &
M@O(T)) S M(p) & 0(T)Fp & pcd(T)) =
M(TYCM(p) & T'Ep & ¢cd(T)

Cast (2) plyne obdobné z M(¢1,...,¢n) = M(o1 A...App)al=1y — ¢
prave kdyz M(¢) € M(p). O
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Vlastnosti teorii
Vyrokova teorie T nad P je (sémanticky)
@ sporna, jestlize v ni plati L (spor), jinak je bezesporna (splnitelna),
@ kompletni, jestlize neni sporna a kazdy vyrok je v ni pravdivy &i IZivy, tj.
zadny vyrok v ni neni nezavisly,
@ extenzeteorie T' nad P, jestlize P’ C P a 0% (T") C 6% (T),
o extenzi T teorie T’ fekneme, Ze je jednoducha, pokud P =, a
konzervativni, pokud 6% (T") = 6 (T) N VFp/,
@ ekvivalentni s teorii T', jestlize T je extenzi T’ a T’ je extenzi T,

Pozorovani Necht' T a T’ jsou teorie nad P. Teorie T je (sémanticky)
(1) bezespornd, pravé kdyZz ma model,
(2) kompletni, pravé kdyZz ma jediny model,
(3) extenze T', pravé kdyz M*(T) C MF(T"),
(4) ekvivalentni s T', pravé kdyz M®(T) = MF(T").
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Algebra vyroku

Necht T je bezesporna teorie nad P. Na mnoziné VFp/ ~r Ize zadefinovat
operace —, A, V, L, T (korektné) pomoci reprezentantu, napr.

[Plnr A [lny = [0 Ay
Pak AVF(T) = (VFp/~7, -, A, V, L, T) je algebra vyroku vzhledem k T.
Jelikoz p ~7 ¢ < M(T,p) = M(T,), je h([¢]~,) = M(T, ) korektné

definovana prostéa funkce h: VEp/~r — P(M(T)) a plati
h(=lgl~r) = M(T) \ M(T, ¢)
h(l)ar A []~r) = M(T, ) N M(T, )
h([@}wl‘v[w]f\ﬂ)_ ( @)UM(T w)
h([L~r) =0, h((T]~p) = M(T)

Navic h je na, pokud M(T) je konecna.

Dusledek Je-li T bezesporna nad kone¢nou PP, je AVF(T) Booleova algebra
izomorfni s (kone¢nou) potenéni algebrou P(M(T)) via h.
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Analyza teorii nad kone¢né prvovyroky

Necht T je bezesporna teorie nad P, kde |P| = n € N* a m = |[M*(T)|. Pak

neekvivalentnich vyroki (popt. teorii) nad PP je 2%,

neekvivalentnich vyroki nad P pravdivych (IZivych) v T je 22",
neekvivalentnich vyrokii nad P nezavislych v T je 22" — 2.22" -,
neekvivalentnich jednoduchych extenzi teorie T je 2, z toho sporna 1,
neekvivalentnich kompletnich jednoduchych extenzi teorie T je m,
T-neekvivalentnich vyrokd nad PP je 2™,

T-neekvivalentnich vyrok( nad P pravdivych (Izivych) (v T) je 1,
T-neekvivalentnich vyrokd nad P nezavislych (v T) je 2™ — 2.

Dukaz Diky bijekci VFp/ ~ resp. VFp/ ~1 8 P(M(P)) resp. P(MF(T)) stadi
zZjistit po¢et podmnozin s vhodnou vlastnosti. [
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Formalni dokazovaci systémy

Nasim cilem je pfesné formalizovat pojem diikazu jako syntaktické procedury.

Ve (standardnich) formalnich dokazovacich systémech,
@ diikaz je kone¢ny objekt, muze vychazet z axioml dané teorie,
@ T+ ¢ znati, ze ¢ je dokazatelnaz T,
@ pokud diikaz dané formule existuje, Ize ho nalézt “algoritmicky”,
(Je-li T “rozumné zadana”.)
Od formalniho dokazovaciho systému obvykle oéekavame, Ze bude
@ Kkorekini, tj. kazda formule ¢ dokazatelna z teorie T je v T pravdiva,
@ nejlépe i Upiny, tj. kazda formule ¢ pravdiva v T je z T dokazatelna.

Priklady formalnich dokazovacich systém( (kalkuld): tablo metody,
Hilbertovské systémy, Gentzenovy systémy, systémy pfirozené dedukce.
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Tablo metoda - Uvod

Budeme predpokladat, ze jazyk je pevny a spocetny, tj. mnozina prvovyroku
P je spocCetna. Pak kazda teorie nad PP je spocetna.

Hlavni rysy tablo metody (neformalné)

@ tablo pro danou formuli ¢ je binarni znackovany strom reprezentujici
vyhledavani protipfikladu k ¢, tj. modelu teorie, ve kterém ¢ neplati,

@ formule mé& dukaz, pokud kazda vétev pfislusného tabla selze, tj. nebyl
nalezen protiptiklad, v tom pfipadé bude (systematické) tablo konecné,

@ pokud protipfiklad existuje, v (dokonceném) tablu bude vétev, ktera ho
poskytuje, tato vétev mize byt i nekonecna.
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Tablo metoda

Uvodni piiklady

F(((p—a) —p) —p)

T((p—q) —p)

Fp

T((p—q) = p)

e
F(p—q)
\
F(p—q)
\
Tp
\

Fq

\
®

S

Tp

\
®
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Gred
Komentar k prikladim

Vrcholy tabla jsou znaceny poloZkami. PoloZka je formule s pfiznakem T / F,
ktery reprezentuje predpoklad, Ze formule v néjakém modelu plati / neplati.
Je-li tento predpoklad u polozky spravny, je spravny i v néjaké vétvi pod ni.

V obou prikladech jde o dokoncéena (systematickd) tabla z prazdné teorie.

@ Vlevo je tablo dikaz pro ((p — q) — p) — p. V8echny vétve tabla
“selhaly”, znaCeno ®, nebot je na nich dvojice Ty, Fy pro néjaké ¢
(protipfiklad tedy nelze nalézt). Formule ma dikaz, piSeme

F((p—=q) —p —p

@ Vpravo je (dokoncené) tablo pro (-qV p) — p. Leva vétev “neselhala” a
je dokon&ena (neni treba v ni pokraCovat) (ta poskytuje protipfiklad
v(p) = v(q) = 0).
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Atomicka tabla

Atomické tablo je jeden z nasledujicich (polozkami znackovanych) stromd,
kde p je libovolna vyrokova proménna a ¢, v jsou libovolné vyrokové formule.

T(p A1) Flo V)
\ \
Tp Fp Ty Fp ) T(p V) Fo
\ VAN VAN \
T Fo Fy | Ty Ty Fip
Flo =) T(p <) Flo <)
\ VAN VAN
T(~y) F(=y) T(p =) Ty Ty Fp | Ty Fop
\ \ VAN \ \ \ \ \
Fy Ty Fy Ty Fy Ty Fiy | Fy Ty

Pomoci atomickych tabel a pravidel, jak tabla rozvinout (prodlouZit), formalné
zadefinujeme vSechna tabla (popiSeme jejich konstrukci).
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Tablo

Konecné tablo je binarni, polozkami znackovany strom dany predpisem
(i) kazdé atomické tablo je kone¢né tablo,

(ii) je-li P polozka na vétvi V kone€ného tabla = a 7’ vznikne z 7 pfipojenim
atomického tabla pro P na konec vétve V, je 7/ rovnéz konecné tablo,

(ii7) kazdé konec¢né tablo vznikne koneCnym uzitim pravidel (i), (ii).

Tablo je posloupnost 79, 71, ..., Ts, ... (koneéna i nekoneéna) kone¢nych tabel
takovych, ze 7,41 vznikne z 7, pomoci pravidla (ii), formalné 7 = Ury,.

Poznamka Neni pfedepsané, jak poloZku P a vétev V pro krok (ii) vybirat.
To specifikujeme az v systematickych tablech.
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Konstrukce tabla

F(((p—q) —p) = p) F((~qVp) = p)
T((p %‘ 9) = p) T(ﬁq‘v )
F‘p F‘p
T((p —‘> 9) = p) T(ﬂqlv p)
F(p %/q) \Tp T(ﬁj \Tp
F(p L q) é‘ﬁ T(ﬁlq) é‘ﬁ
T‘p F‘q
F‘q
:
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Tablo metoda BNELIE

Konvence
F(((p—q) —p) —p) F((~qVp) = p)
T((p —‘> q) = p) T(ﬁq‘\/ p)
4 e

Fp— Q)/ - Tp T(ﬁj \Tp
o : P
F‘q
:

Polozku, dle které tablo prodluZzujeme, nebudeme na vétvi znovu zobrazovat.

Poznamka Jeji zopakovani bude potfeba pozdgji v predikatové logice.
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Tablo dukaz

Necht P je polozka na vétvi V tabla . Rekneme, Ze

@ polozka P je redukovana na V, pokud se na V vyskytuje jako kofen
atomickeého tabla, tj. pfi konstrukci 7 jiz doslo k jejimu rozvoji na V,

@ vétev V je sporna, obsahuje-li polozky T a Fe pro néjakou formuli ¢,
jinak je bezesporna. Vétev V je dokoncena, je-li sporna nebo je kazda
jeji polozka redukovana na Vv,

@ tablo 7 je dokoncené, pokud je kazda jeho vetev dokoncena, a je
sporné, pokud je kazda jeho vétev sporna.

Tablo dukaz (dikaz tablem) vyrokové formule ¢ je sporné tablo s polozkou
Fy v kofeni. ¢ je (tablo) dokazatelna, piSeme F ¢, ma-li tablo diukaz.

Obdobné, zamitnuti formule ¢ tablem je sporné tablo s polozkou T v kofeni.
Formule ¢ je (tablo) zamitnutelnd, ma-li zamitnuti tablem, tj. - —.
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Tablo metoda Duikaz

P¥iklady
F(((mpA=q) Vp) = (—p A—q)) T((p = q) < (pA—q))
\ / S
T((=pA—q) Vp) T(p—q) F(p—q)
\ \ \
F(=p A —q) T(pA—q) F(pA—q)
e N PN \
T(—p A —q) Tp Fp Tq Tp
\ PN \ \ \
® F(=p) F(=q) Tp Tp Fq
\ \ \ PN
Tp T'(~q) T(-q)  Fp F(—q)
\ \ \ \
Vi Va Va ® Fq ® Tq
\ \
a) b) ® ®

a) F(—p A —q) neredukovana na V;, V; spornd, Vs je dokon€end, V3 neni,
b) zamitnuti tablem vyrokové formule ¢: (p — q) <> (p A —q), tedy F —p.
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Tablo z teorie

Jak do dukazu pridat axiomy dané teorie T ?

Konecné tablo z teorie T je zobecnéni kone¢ného tabla pfidanim pravidla
(ii)" je-li V vétev kone€ného tabla (z T) a ¢ € T, pak pfipojenim Ty na
konec V vznikne (také) konecné tablo z T.

Pridanim dodatku “z teorie T” pfirozené zobecnime dalSi pojmy
@ tablo z teorie T je posloupnost 7y, 71, ..., Ty, ... koneénych tabel z T
takovych, Ze 7,11 vznikne z 7, pomoci (ii) Ci (ii)’, formalné 7 = Uy,
@ tablo dukaz formule ¢ z teorie T je sporné tablo z T's Fy v kofeni,
Ma-li ¢ tablo dikaz z T, je (tablo) dokazatelna z T, piSeme T + .

@ zamitnuti formule ¢ tablem z teorie T je sporné tablo z T's T¢ v kofeni.

Narozdil od pfedchozich definic, u tabla z teorie T je vétev V dokoncena,

je-li sporna, nebo je kazda jeji polozka redukovana na V a navic obsahuje
T pro kazdé ¢ € T.
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Tablo metoda Duikaz v teorii

Priklady tabla z teorie

Fpo
|
T(py — po)
/ \
Fp T'py
| |
T(p2 — p1) ®
/ \
Fpy Tp,

®
b)

a) Tablo dukaz formule ¢ z teorie T = {p, » — ¢}, tedy T F ¢.

b) Dokoncené tablo pro formuli py z teorie T' = {p,11 — pn | n € N}.
V8echny vétve jsou dokoncéené, nejlevéjsi vétev je bezesporna a
nekonecna. Poskytuje (jediny) model teorie T, ve kterém p, neplati.
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Tablo metoda (opakovani z minula)

Tablo - priklady

F(((p—q) —p) —p)
\
T((p—q) —p)

Fp
PN
F(p—q) Tp
| |
Tp ®
|
Fq
|
®

F((=qVp)—p)
T(—qV p)
PN

T(—q) Tp

Fq ®
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Atomicka tabla

Atomické tablo je jeden z nasledujicich (polozkami znackovanych) stromi,
kde p je libovolna vyrokova proménna a ¢, v jsou libovolné vyrokové formule.

T(p A1) Flo V)
\ \
Tp Fp Ty F(oAv) T(p V) Fy
\ VAN VAN \
T Fo Fy | Ty T Fip
F(p — 1) T(p < 9) Fp <)
\ VAN VAN
(=) F(=yp) T(p — ) Ty Ty Fo | Ty Fy
\ \ VAN \ \ \ \ \
Fo Ty Fo T Fy Ty Fy | Fy T
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Tablo z teorie

Konecné tablo z teorie T je binarni, polozkami znackovany strom dany
predpisem
(i) kazdé atomické tablo je kone¢né tablo,
(ii) je-li P polozka na vétvi V kone€ného tabla = a 7’ vznikne z 7 pfipojenim
atomického tabla pro P na konec vétve V, je 7’ rovnéz konecné tablo,
(ii)’ je-li V vétev kone€ného tabla (z T) a ¢ € T, pak pfipojenim Ty na
konec V vznikne rovnéz konecné tablo z T.
(iii) kazdé konecné tablo vznikne konecnym uzitim pravidel (i), (i), (ii)’.
Tablo z teorie T je posloupnost 7o, 71, ..., 7n, ... kone€nych tabel z T
takovych, Ze 7,11 vznikne z 7, pomoci pravidla (ii) ¢i (ii)’, formalné 7 = Ur,,.
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Tablo dukaz z teorie

Necht P je polozka na vétvi V tabla r z teorie T. Rekneme, Ze

@ polozka P je redukovana na V, pokud se na V vyskytuje jako kofen
atomického tabla, tj. pfi konstrukci 7 jiz doslo k jejimu rozvoji na V,
@ vétev V je sporna, obsahuje-li polozky T¢ a F¢ pro néjakou formuli ¢,
@ vetev V je dokoncena, je-li sporna, nebo je kazda jeji polozka
redukovana na V a navic obsahuje T pro kazdé ¢ € T,
@ tablo 7 je dokoncené, pokud je kazda jeho vetev dokoncena, a je
sporné, pokud je kazda jeho vétev sporna.
Tablo dukaz formule ¢ z teorie T je sporné tablo z T's Fy v kofeni,
Ma-li ¢ tablo dilkaz z T, je (tablo) dokazatelna z T, piSeme T + .

Zamitnuti formule o tablem z teorie T je sporné tablo z T's Ty v kofeni.
Formule ¢ je (tablo) zamitnutelna z T, ma-li zamitnuti tablem z T, tj. T+ —.
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Tablo metoda (opakovani z minula) Dukaz

Priklady tabla z teorie

Fpo
|
T(py — po)
/ \
Fp T'py
| |
T(p2 — p1) ®
/ \
Fpy Tp,

®
b)

a) Tablo dukaz formule ¢ z teorie T = {p, » — ¢}, tedy T F ¢.

b) Dokoncené tablo pro formuli py z teorie T' = {p,11 — pn | n € N}.
V8echny vétve jsou dokoncéené, nejlevéjsi vétev je bezesporna a
nekonecna. Poskytuje (jediny) model teorie T, ve kterém p, neplati.
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Systematické tablo

Popiseme systematickou konstrukci, jeZ povede vZdy k dokoncenému tablu.

Necht Rje polozkaa T = {9, ¢1,- .. } je (kone€na €i nekonecnd) teorie.
(1) Za 7o vezmi atomické tablo pro R. Dokud to Ize, aplikuj nasledujici kroky.

(2) Necht P je nejlevéjsi polozka v co nejmensi Urovni jiz daného tabla 7,
ktera neni redukovana na néjaké bezesporné vétvi prochazejici skrze P.

(3) Za 7}, vezmi tablo vzniklé z T, pfidanim atomického tabla pro P na
kazdou bezespornou vétev skrze P. (Neexistuje-li P, vezmi 7}, = 7,.)

(4) Za 1p41 vezmi tablo vzniklé z 7, pfidanim T, na kazdou bezespornou
vétev neobsahujici Tp,. (Neexistuje-li ¢, vezmi 7,1 = 75,.)

Systematické tablo z teorie T pro polozku R je vysledkem uvedené
konstrukce, tj. 7 = UTy,.
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Systematické tablo - dokoncenost

Tvrzeni Pro kazdou teorii T a poloZku R je systematické tablo T dokoncené.
Dikaz Necht 7 = Ur, je systematické tablo z T' = {yg, ¢1,... } s R v koreni.
@ Je-li vétev v T bezespornd, je i kazdy jeji prefix v 7, bezesporny.
@ Je-li poloZzka P neredukovana na vétvi v 7, je neredukovana na kazdém
jejim prefixu v 7, (na némz lezi).
@ Do Urovné kazdé polozky P (v&etné jeji) je v 7 jen kone¢né polozek.
@ Kdyby P byla neredukovana na néjaké bezesporné vétvi r, prisla by
na ni fada v néjakém kroku (2) a byla by zredukovana krokem (3).

@ Kazda ¢, € T bude dle (4) nejpozd8ji v 7,41 na kazdé bezesporné vétvi.

@ Tedy systematické tablo = obsahuje pouze dokonCené vétve. [

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - IV ZS 2016/2017 8/19



Konecnost dukazU

Tvrzeni Je-li T = Ut, sporné tablo, je T, sporné konecné tablo pro néjaké n.
Dikaz
@ Necht' S je mnozina vrchold stromu 7, jenz nad sebou neobsahuiji spor,
tj. mezi pfedky nemaji dvojici Tp, Fy pro zadné .
@ Kdyby S byla nekonecna, dle Kénigova lemmatu by podstrom 7 na
vrcholech S obsahoval nekone¢nou vétev, tedy by = nebylo sporné tablo.
@ Jelikoz je S konecné, vSechny vrcholy z S lezi do Urovné m pro néjaké m.
@ Tedy kazdy vrchol v Urovni m + 1 ma nad sebou spor.
@ Zvolme n takové, Ze 7, se shoduje s 7 do Urovné m + 1 vCetné.

@ Pak kazda vétev v 7, je sporna. [

Duisledek Je-li systematické tablo T diukazem (z teorie T), je T konecné.

Dukaz PFijeho konstrukci se prodluzuji jen bezesporné vétve. [
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Korektnost

Rekneme, Ze polozka P se shoduje s ohodnocenim v, pokud P je Ty a

7(¢) = 1 nebo pokud P je Fp a v(¢) = 0. Vétev V tabla se shoduje s v,
shoduje-li se s v kazda polozka na V.

Lemma Necht v je model teorie T, ktery se shoduje s poloZkou v kofeni
tablat = Ur, z T. Pak v tablu T existuje vétev shodujici se s v.

Dikaz Indukci nalezneme posloupnost Vg, V4, ... takovou, Ze pro kazdé n
je V,, vétev v 7, shodujici se s v a V,, je obsazena ve V..
@ Ovéfenim atomickych tabel snadno zjistime, Ze zaklad indukce plati.
@ Pokud 7,41 vznikne z 7, bez prodlouzeni V,,, polozme V,,.; = V.
@ Vznikne-li 7,41 z 7, pfipojenim Ty k V;, pro néjaké ¢ € T, necht V4,
je tato vétev. JelikoZ v je model ¢, shoduje se V;,1 s v.
@ Jinak 7,41 vznikne z 7, prodlouzenim V,, o atomické tablo néjaké polozky
P na V,. Jelikoz se P shoduje s v a tvrzeni plati pro atomicka tabla, Ize
pozadovanou vétev V,,.1 vV 7,41 nalézt. O

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - IV ZS 2016/2017 10/19



Véta o korektnosti

Ukazeme, Ze tablo metoda ve vyrokoveé logice je korekin.

Véta Pro kaZdou teorii T a formuli ¢, je-li ¢ tablo dokazatelna z T,
jeopravdivavT, . T+ = T .
Dikaz
@ Necht ¢ je tablo dokazatelna z teorie T, tj. existuje sporné tablo
s polozkou F v koreni.
@ Pro spor predpokladejme, Ze ¢ neni pravdiva v T, j. existuje model v
teorie T, ve kterém ¢ neplati (protiptiklad).
@ Jelikoz se polozka Fy shoduje s v, dle pfedchoziho lemmatu v tablu +
existuje vétev shodujici se s v.
@ To ale neni mozné, nebot kazda vétev tabla 7 je spornd, tj. obsahuje
dvojici Ty, Fi pro néjaké ¢. [
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Uplnost

Ukazeme, Ze bezesporna vétev v dokon¢eném tablu poskytuje protipfiklad.
Lemma Necht' V je bezesporna vétev dokonceného tabla r. Pro nasledujici
ohodnoceni v vyrokovych proménnych plati, Ze V se shoduje s v.
1 pokud se Tp vyskytuje na V
o(p) = { 0 p p vyskytuj
jinak
Dukaz Indukci dle struktury formule v polozce vyskytujici se na V.
@ Je-li polozka Tp na V, kde p je prvovyrok, je v(p) = 1 dle definice v.

@ Je-li polozka Fp na V, neni Tp na V, jinak by V byla sporna, tedy
7(p) = 0 dle definice v.

@ Je-li T(pAY)naV,je Ty a Ty na V, nebot 7 je dokonCené. Dle
indukéniho pfedpokladu je v(p) = V() = 1, tedy v(p A ) = 1.

@ Je-li F(p Ay) na V, je Fp nebo Fiy na V, nebot 7 je dokonCené. Dle
indukéniho pfedpokladu je 7(p) = 0 nebo 7(y)) = 0, tedy U(p A 3)) = 0.

@ Pro ostatni spojky obdobné jako v predchozich dvou pfipadech. [
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Véta o uplnosti

Ukazeme, Ze tablo metoda ve vyrokové logice je i uplna.
Véta Pro kazdou teorii T a formuli ¢, je-li ¢ pravdiva v T, je ¢ tablo
dokazatelnazT,§. T=¢ = TF .
Dikaz Necht ¢ je pravdiva v T. Ukazeme, ze libovolné dokoncené tablo
(napf. systematické) T z teorie T s polozkou F v kofeni je sporné.

@ Kdyby ne, necht V je néjaka bezesporna vétev tabla 7.

@ Dle predchoziho lemmatu existuje ohodnoceni v prvovyroku

takové, Zze V se shoduje s v, specialné s Fo, tj. 7(¢) = 0.
@ Jelikoz vétev V je dokon&ena, obsahuje T+ pro kazdé ¢ € T.
@ Tedy v je modelem teorie T (nebot’ vétev V se shoduije s v).

@ To je ale ve sporu s tim, Ze ¢ plati v kazdém modelu teorie T.

Tedy tablo 7 je dikazem ¢ z T. [
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Vlastnosti teorii

Zavedeme syntaktické varianty jiz definovanych sémantickych pojmu.

Necht T je teorie nad P. Je-li o dokazatelna z T, fekneme, Ze ¢ je
véta (teorém) teorie T. Mnozinu vét teorie T oznatme

Thm" (T) = {¢ € VFp | T+ ¢}.
Rekneme, Ze teorie T je
@ sporna, jestlize je v T dokazatelny L (spor), jinak je bezesporna,
@ kompletni, jestlize neni sporna a kazda formule je v ni dokazatelna Gi

zamitnutelna, ti. T+ ¢ &i T + - pro kazdé ¢ € VFp,

e extenze teorie T' nad I, jestlize P’ C P a Thm” (") C Thm®(T),
o extenzi T teorie T’ fekneme, Ze je jednoducha, pokud P =, a
konzervativni, pokud Thmpl( T’) = Thm"(T) N VEp/,

@ ekvivalentni s teorii T', jestlize T je extenzi T’ a T’ je extenzi T.
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o
Dusledky

Z korektnosti a Uplnosti tablo metody vyplyva, Ze predchozi pojmy se
shoduji se svymi sémantickymi variantami.
Dusledek Pro kazdou teorii T a formule ¢, 1) nad P,

@ THyoprave kdyZz T = o,

e Thm'(T) = 6%(T),

o T je sporna, pravé kdyZ neni splnitelna, tj. nema model,

@ T je kompletni, prave kdyZ je sémanticky kompletni, tj. ma pravé
Jjeden model,
@ T,pt 1 pravé kdyZ T + ¢ — 1 (Véta o dedukci).

Poznamka Vétu o dedukci Ize dokazat pfimo, transformaci prislusnych tabel.
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Korektnost a tplnost Kompaktnost

Véta o kompaktnosti
Véta Teorie ma model, pravé kdyz kazda jeji konecna ¢ast ma model.
Dikaz 1 Implikace zleva doprava je zfejma. Pokud teorie T nema model,

je sporna, tj. je z ni dokazatelny 1 systematickym tablem 7. Jelikoz je 7
konec¢né, je | dokazatelny z néjaké kone¢né T’ C T, tj. T’ nema model. [

Poznamka Tento dikaz je zaloZen na konecnosti dikazu, korektnosti a
Uplnosti. Uved'me jesté druhy, pfimy dikaz (pomoci Kénigova lemmatu).

Dikaz 2 Necht T = {¢; | i € N}. Uvazme strom S na kone€nych binarnich
posloupnostech o usporadanych prodlouzenim. Pfiéemz o € S, pravé kdyz
existuje ohodnoceni v prodluzujici o takové, Ze v |= ¢; pro kazdé i < Ith(o).
Pozorovani S ma nekoneénou vétev, pravé kdyZ T ma model.

Jelikoz {y; | i € n} € T ma model pro kazdé n € N, bude kazda uroven v S
neprazdna. Tedy S je nekonecny, navic binarni, a dle Kénigova lemmatu
obsahuje nekonecnou vétev. [J
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Aplikace kompaktnosti

Graf (V, E) je k-obarvitelny, pokud existuje c: V — k takové, Ze c(u) # c(v)
pro kazdou hranu {u, v} € E.

Véta Spocetné nekonecény graf G = (V, E) je k-obarvitelny, pravé kdyz
kaZzdy jeho konecny podgraf je k-obarvitelny.

Dikaz Implikace zleva doprava je zfejma. Necht kazdy kone¢ny podgraf v
G je k-obarvitelny. Vezméme P = {p,; | u € V.i € k} ateorii T s axiomy

PuoV -V Puk—1 pro vSechna u e V,
“(Pui N Puj) provechnauc V,i < j< k,
=(Pu,i N Pv,i) pro véechna {u, v} € E,i < k.

Plati, ze G je k-obarvitelny, pravé kdyz T ma model. Dle véty o kompaktnosti
staCi dokazat, ze kazda konecna T’ C T ma model. Necht G’ je podgraf na
vrcholech u takovych, Ze p,, ; se vyskytuje v T’ pro néjaké i. Jelikoz G’ je
k-obarvitelny dle pfedpokladu, ma 7’ model. [
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Hilbertovsky kalkul

@ zakladni logické spojky: =, — (ostatni z nich odvozené)
@ /ogické axiomy (schémata logickych axiomu):

(i) o= (¥ =)
(i) (p—= W —=x) = (p—=9)—=(p—=x)
(iif) (mp = ) = (¥ = )

kde ¢, ¥, x jsou libovolné formule (daného jazyka).
@ odvozovaci pravidlo:

W (modus ponens)
Dukaz (Hilbertova stylu) formule ¢ v teorii T je kone¢na posloupnost
©o, - - -, pn = ¢ formuli takova, Zze pro kazdé i < n

@ o; je logicky axiom nebo ¢; € T (axiom teorie), nebo
@ ¢; Ize odvodit z pfedchozich formuli pomoci odvozovaciho pravidla.

Poznamka Volba axiom( a odvozovacich pravidel se v miiZe v rdznych
dokazovacich systémech Hilbertova stylu lisit.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - IV ZS 2016/2017

18/19



Priklad a korektnost

Formule ¢ je dokazatelndv T, ma-lidikaz z T, zna¢ime T kg .
Je-li T =0, znadime kg ¢. Napf. pro T = {—p} je T -y ¢ — 1 pro kazdé .

1) - axiomz T

2) —p — (—) — =) logicky axiom (i)

3) ) — = modus ponens z 1), 2)
4) (= = =) = (p — ) logicky axiom (iii)

5) o= modus ponens z 3), 4)

Véta Pro kaZdou teorii T a formulip, Tty e = T = .

Dukaz
@ Je-li ¢ € T nebo logicky axiom, je T = ¢ (logické axiomy jsou tautologie),
@ jestize TEpaTlEp— 1, pak T = 9, tj. modus ponens je korekini,
o tedy kazda formule vyskytujici se v dikazu z T plativ T. O

Poznamka Plati i dplnost, tj. T = ¢ = T Fy @ pro kaZdou teorii T a formuli .
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Rezolu¢ni metoda - Uvod
Hlavni rysy rezolucni metody (neformalne)

@ je zadkladem mnoha rliznych systému, napt. interpret Prologu, SAT
feSice, systémy pro automatické dokazovani / verifikovani, . ..

@ predpoklada formule v CNF (pfevod obecné “drahy”),

@ pracuje s mnozinovou reprezentaci formuli,

@ ma jediné odvozovaci pravidlo, tzv. rezolu¢ni pravidlo,

@ nema zadné explicitni axiomy (Ci atomicka tabla), ale jisté axiomy
jsou skryty “uvnit’,

@ obdobné jako u tablo metody, jde o zamitaci proceduru, tj. snazi se
ukazat, ze dana fomule (Ci teorie) je nesplnitelna,

@ ma rlizné varianty liSici se napf. podminkami pro pouziti rezolu¢niho
pravidla.
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Rezoluéni metoda Uvod

Mnozinova reprezentace (formuli v CNF)
o Literdl I je vyrokova promé&nna nebo jeji negace. I zna&i opacny literal k 1.

@ Klauzule C je kone&na mnozina literall (“tvoficich disjukci”). Prazdna
klauzule se znaci O, neni nikdy splnéna (neobsahuje spinény literal).

@ Formule S je mnozina (i nekone¢na) klauzuli (“tvoficich konjunkci®).
Prazdna formule ) je vzdy spinéna (neobsahuje nesplnénou klauzuli).
Nekonecné formule reprezentuji nekonecné teorie (konjunkci axiomu).

@ (Céstecné) ohodnoceni V je libovolna konzistentni mnozina literald,
tj. neobsahuijici dvojici opacnych literald. Ohodnoceni V je totalni,
obsahuje-li pozitivni ¢i negativni literal od kazdé vyrokové proménné.
@ V splriuje S, zna¢ime V = S, pokud CNV # ) pro kazdé C € S.
Napf. (=pV q) A (=pV =gV 1) A (=1 V =8) A (2FV s) A s) reprezentujeme

S= {{_‘pv q} {_‘pv -q, r}7 {_'rv —\S}, {_‘tv S}., {S}} a
VES pro V={s-r -p}
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Rezoluéni metoda Uvod

Rezolu¢ni pravidlo
Necht Ci, G, jsou klauzule a I € Gy, [ € G, pro néjaky literal I. Pak z C, a G,
odvod pres literal [ klauzuli C, zvanou rezolventa, kde

C=(G\{Hu(G\{).
Ekvivalentné zapsano, oznacime-Ili U disjunktni sjednocent,

G u{ly, Gu{ly
CuC

Napt. z {p, q,r} a {—p,—~q} |ze odvodit {q, —q, r} nebo {p, —p, r}.

Pozorovani Rezolucni pravidlo je korektni, tj. pro libovolné ohodnoceni V,
VEGaVvVEG = VEC

Poznamka Rezoluéni pravidlo je speciaini pfipad pravidla fezu
eV, 7oV x
YV X
kde ¢, ¥, x jsou libovolné formule.
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Rezoluéni dikaz

@ rezolucni dukaz (odvozeni) klauzule C z formule S je kone¢na
posloupnost Gy, ..., C, = C takova, ze prokazdé i< nje C; € S
nebo je C; rezolventou néjakych dvou predchozich klauzuli (i stejnych),

@ klauzule C je (rezoluci) dokazatelna z S, psano S - C, pokud ma
rezolu¢ni dikaz z S,

@ zamitnuti formule S je rezolu¢ni dikaz O z S,
@ S je (rezoluci) zamitnutelnd, pokud S g O.

Véta (korektnost) Je-li S rezoluci zamitnutelna, je S nesplinitelna.

Dikaz Necht S g O. Kdyby V = S pro néjaké ohodnoceni V, z korektnosti
rezolucniho pravidla by platilo i V = 0O, coz neni mozné. &
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Rezoluéni metoda Uvod

Rezoluéni strom a uzavér

Rezolucni strom klauzule C z formule S je konecny binarni strom s vrcholy
oznacenymi klauzulemi takovy, Ze

(i) kofen je oznacen C,
(ii) listy jsou oznaceny klauzulemi z S,

(iii) kazdy vnitini vrchol je oznacen rezolventou z klauzuli v jeho synech.

Pozorovani C ma rezolucni strom z S pravé kdyz S+ C.

Rezolucni uzavér R(S) formule S je nejmensi induktivni mnozina definovana
(i) C e R(S) prokazdé C € S,

(ii) jsou-li C, G, € R(S) a C je rezolventa Cy, G,, je zaroven C € R(S).

Pozorovani C € R(S) pravé kdyz S -p C.

Poznamka Vsechny pojmy o rezolucnich diukazech Ize tedy ekvivalentné
zavést pomoci rezolucnich stromu &i uzavera.
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Priklad

Formule ((pV r)A(gV —r)A(=q) A (=pV ) A(=s)A(sV —t)) je nesplnitelnd,
nebot pro S = {{p7 I’}7 {6], ﬁr}v {ﬁq}v {ﬁp7 t}7 {js}7 {S, jt}} je Stgr0.

u
/ \
{r} {-p}
N N
{r,q} {—aq} {-p, s} {=s}
VRN VRN

{p,7} {q,~r} {-p,t} {s,~t}

Rezoluéni uzavér S je

R(S) - {{p7 I‘}, {q’ _‘r}’ {_‘q}7 {_'pa [}7 {_'S}a {Sv _'t}7 {p7 q}7 {—W}, {r7 t}a
{q’ t}a {_'t}v {_‘p7 S}’ {T‘, S}, {t}v {q}) {qv S}, 4, {_‘p}’ {p}v {T‘}, {S}}

o = = = = 9Dac
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Rezoluéni metoda Uplnost

Redukce dosazenim
Necht S je formule a [ je literal. Oznacme
Sl={C\{l}|1¢ Ces}.
Pozorovani
o S!je ekvivalentni formuli, jeZ vznikne dosazenim konstanty T (true, 1)
za literaly [ a konstanty L (false, 0) za literaly I ve formuli S,

@ S! neobsahuje v zadné klauzuli literal [ ani I,
e jestlize {I} € S, pak 0 € S’

Lemma S je splnitelnd, pravé kdyZ S' nebo st je spinitelna.

Dikaz (=) Necht V = S pro néjaké V a predpokladejme (buno), ze [ ¢ V.
@ PakV =S/, nebotprol¢ Cc Sje V\{L,I} E CatudizV = C\ {I}.
@ Naopak (<) predpokladejme (bino), ze V |= S! pro n&jaké V.

@ JelikoZ se [ ani I nevyskytuje v 8%, jei V' = S'pro V' = (V\ {I}) U {I}.
@ Pak V' = S, nebot pro C € S obsahujici Imame Il € V' apro C € S
neobsahujici Lje V' = (C\ {I}) € S". &
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Strom dosazeni

Postupnou redukci literal(l dosazenim Ize reprezentovat binarnim stromem.

S ={{p} {=d} . {-p,~q}}

— i
SP = {{~q}} SP=A{0,{~q}}

Dusledek S neni splinitelna, pravé kdyz kazda véetev obsahuje .

Poznamka JelikoZz S muZe byt nekoneéna nad spocCetnym jazykem, strom
muZe byt nekonecny. Je-li ale S nespinitelna, dle véty o kompaktnosti existuje
konecna cast S’ C S, ktera je nespinitelna. Pak po redukci vsech literalu
vyskytujicich se v S’ bude O v kazdé vétvi po konecné mnoha krocich.
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Uplnost rezoluce

Véta Je-li konecna S nesplnitelnd, je rezoluci zamitnutelna, tj. S g C.
Dukaz Indukci dle poétu proménnych v S ukadzeme, Zze S g 0.
@ Nema-li nesplnitelna S Z4dnou proménnou, je S = {0} atedy Sz O,
@ Necht [ je literal vyskytujici se v S. Dle lemmatu, S' a S7jsou nesplnitelné.
e Jelikoz S'a §! maji méné promennych nez S, dle indukéniho predpokladu
existuiji rezoluéni stromy T! a T! pro odvozeni O z §' resp. S'.
@ Je-li kazdy list T! z S, je T* rezoluénim stromem [ z S, tj. S5 .
@ Pokud ne, doplnénim literalu I do kazdého listu, jenz neni z S,
(a do v&ech vrchold nad nim) ziskame rezoluéni strom {I} z S.

@ Obdobné ziskame rezolu¢ni strom {I} z S doplnénim [ ve stromu T7,
@ Rezoluci jejich kofent {1} a {1} ziskame rezoluéni strom Oz S. W

Dusledek Je-li S nespinitelna, je rezoluci zamitnutelna, tj. S kg O.

Dukaz Plyne z pfedchoziho uzitim véty o kompaktnosti.
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Linearni rezoluce - Uvod

Rezolu¢ni metodu miZzeme znacné omezit (bez ztraty Uplnosti).

@ Linearni dukaz (rezoluci) klauzule C z formule S je kone¢na posloupnost
dvojic (Co, By), - .., (Cp, By) takovd, ze Gy € Saprokazdé i< n

i) B; € Snebo B; = C; pronéjaké j < i, a

ii) Ciy1 je rezolventa C; a B;, kde C,; = C.
@ Cy zveme pocatecniklauzule, C; centralni klauzule, B; bocni klauzule.
@ C je linearné dokazatelna z S, psano S+ C, ma-li linearni dikaz z S.
@ Linearni zamitnuti S je linearni dikaz O z S.

@ S je linearné zamitnutelna, pokud S+, O

Pozorovani Je-li S linearné zamitnutelna, je S nesplinitelna.
Dukaz Kazdy linearni dikaz Ize transformovat na (korektni) rezolu¢ni dikaz.

Poznamka Plati i iplnost, tj. je-li S nesplnitelna, je S linearné zamitnutelna.
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Uvod
Priklad linearni rezoluce

Co By {p,q} {r,~a}  {p,q} {p,~q}

| _— | _— | _—

Cy B {r} {-p,a}y {p} {-p,q}

| _— | __— | __—

Cy {a} {-p,—q} {4} {-p,-¢} {p,¢} {p,~q}
: | __— | _— |

Cy B, {-p} {r} {-p} {r}

| _— | _— /"

C7z+1 O O

a) b) c)

a) obecny tvar linearni rezoluce,

b) pro S ={{p.q},{p.~q}.{-p,a}.{-p,~q}}je St 0,
c¢) transformace linearniho dikazu na rezoluéni dikaz.
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LI-rezoluce

Pro Hornovy formule miZeme linearni rezoluci dal omezit.

@ Hornova formule je mnozina (i nekone¢na) Hornovych klauzuli.

@ Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvySe jeden pozitivni literdl.

@ Faktje (Hornova) klauzule {p}, kde p je pozitivni literdl.

@ Pravidlo je (Hornova) klauzule s prave jednim pozitivnim a aspon jednim
negativnim literdlem. Pravidla a fakta jsou programové klauzule.

@ Cilje neprazdna (Hornova) klauzule bez pozitivniho literalu.

Pozorovani Je-li Hornova formule S nesplnitelna ad ¢ S, obsahuje fakt i cil.
Dikaz Neobsahuje-li fakt (cil), je splnitelna nastavenim v§ech proménnych
na o0 (resp.nal).

Ll-rezoluce (linear input) z formule S je lineérni rezoluce z S, ve které je
kazda bocni klauzule B; ze (vstupni) formule S.

Je-li klauzule C dokazatelna Ll-rezoluci z S, piSeme S +;; C.
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Rezoluce pro Prolog LI-rezoluce

Uplnost LI-rezoluce pro Hornovy formule

Véta Je-li Hornova T spinitelna a T U { G} nesplnitelna pro cil G, Ize O
odvodit LI-rezoluci z T U { G} zacinajici G.

Duikaz Dle véty o kompaktnosti miZzeme predpokladat, Zze T je kone¢na.

@ Postupujeme indukci dle po¢tu proménnych v T.

@ Dle pozorovani, T obsahuje fakt {p} pro néjakou proménnou p.

@ Dle lemmatu je T’ = (T U {G})? = TP U {GP} nesplnitelna, pfic¢emz
GP = G\ {p}.

@ Je-liGP =0, je G={p} atedy Ojerezolventa Ga {p} € T.

@ Jinak, jelikoz T je splnitelna (stejnym ohodnocenim, které splfiuje T)
a ma méné promeénnych, dle indukéniho pfedpokladu Ize O odvodit
LI-rezoluci z T’ zacinajici GP.

@ DoplInénim literdlu p do vSech listd, jez nejsou v T U {G}, a vSech
vrcholt pod nim ziskdme Ll-odvozeni {p} z T U { G} zaCinajici v G.

@ Zavérecnou rezoluci pomoci faktu {p} € T ziskame O. B
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Priklad LI-rezoluce

T = {{p,~r, s} {r,~q¢}, {¢,~s}. {s}}, G ={-p,~q}

T° = {{p,~r}, {r,~a}, {a}} G={-»p-q  {p - s}
.
7% = {{p,~r},{r}} G* ={-p,~q} {p,—r} {=q,~r,=s} {r,—q}
| | _—
T = {{p}} G* = {-p} {p,—r} {=q,=r} {r,~q} {=q¢,=s}  {g,~s}
|~ | | _—
G ={-p} {p} {=r} {r} {—q} {4} {=s} {s}
|~ |~ | _— | _—
Gsrr = [ O O O
s G by, O T34, G% b1, O T5,G% by O T,GFp; O
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Program v Prologu

(Vyrokovy) program (v Prologu) je Hornova formule obsahujici pouze
programové klauzule, tj. fakta nebo pravidla.

pravidlo p:— q,r. gAT =D {p,~q,—r}
pi— s. s—p {p, —s}
q:— s. 5—q {q, s}
fakt 1. T {r}
s. s {s} program
dotaz  ™—pq.  A-p,-q} ol

Zajima nas, zda dany dotaz vyplyva z daného programu.
Dusledek Pro kazdy program P a dotaz (p1 A ... A\ pn) je ekvivalentni, zda

(1) PEpi A...A pp,
(2) PU{=p1,...,—pn} je nesplnitelnd,
(3) O lze odvodit LI-rezoluci z P U { G} zacinajici cilem G = {—-py,...,~pn}.
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Rezoluce v Prologu

1) S klauzulemi interpret pracuje jako s usporadanymi seznamy literald.

LD-rezoluce (linear definite) je LI-rezoluce, pfi které v kazdém kroku
rezolventa aktualniho cile (—py, ..., = pi_1,~pi, = pis1,--.,pn) @ bolni
klauzule (pi, ~q1, ..., =qm) j& (ZP1s- s 2Pi-1, G - - s 2Gms 2 Pis1s - - - Pp)-
Pozorovani Kazdy LI-dikaz Ize transformovat na LD-dukaz stejné klauzule

ze stejné formule se stejnou pocatecni klauzuli (cilem).

2) Vybér literalu z cilové klauzule, pfes ktery se rezolvuje, je uren danym
selekcnim pravidlem R. Typicky, “vyber prvni literal z aktuainiho cile”.

SLD-rezoluce (selection) dle R je LD-rezoluce, pfi které se v kroku (C;, B;)
rezolvuje pres literdl R(G;).

Pozorovani Kazdy LD-dukaz Ize transformovat na SLD-dlkaz stejné
klauzule ze stejné formule se stejnou pocatecni klauzuli (cilem).

Dusledek SLD-rezoluce je Upina pro dotazy nad programy v Prologu.
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Rezoluce pro Prolog SLD-rezoluce

Prohledavaci SLD-strom

Dosud neni urCen vybér programové klauzule pro rezoluci s aktualnim cilem.
SLD-strom programu P a cile G pro selekéni pravidlo R je strom s vrcholy
oznacenymi cily takovy, Ze kofen je oznacen G a je-li néjaky vrchol oznacen
G’, ma tolik synu, kolik je moznosti rezoluci G’ s programovymi klauzulemi

v P dle literélu R(G’). Synové jsou oznaceni pfislusnymi rezolventami.

pi=qr. (1) o Py
pi— s. (2) o T
q. (3) (=g, —r) (—s)
q:i— s. (4) (3)/ %) (6)/ \(7)
. (5) (=) (=8, =) (=) O
s:—t. (6) 5| © 7 N7
5. (7) O (=t,-r) (=)

7—p. | (5)

]
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Zaveérecné poznamky

@ Interpret Prologu prochazi SLD-strom, zpUsob neni predepsan.

@ Implementace, které pouzivaji DFS, nezachovavaji Uplnost.

q—r (1) -q
ri—gq. (2) _i:}/ \(5)
q. (3) @ U
_|q [
7—q. )
(]

@ Jistou kontrolu nad prohledavanim poskytuje !, tzv. fez.
@ P¥i povoleni negace nastanou potize se sémantikou programa.

@ Sila rezolu¢ni metody bude vice patrna v predikatové logice.
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Predikatova logika

Zabyva se tvrzenimi o individuich, jejich viastnostech a vztazich.

“Je inteligentni a jeji otec zna pana rektora.” I(x) N Z(o(x),T)
@ x je proménna, reprezentuje individuum,
@ r je konstantni symbol, reprezentuje konkrétni individuum,
@ o je funkéni symbol, reprezentuje funkci,
@ I, Z jsou relacni (predikatové) symboly, reprezentu;ji relace
(vlastnost “byt inteligentni” a vztah “znat’).

“Kazdy ma otce.” (Vx)(3y)(y = o(x))
@ (Vx) je v8eobecny (univerzalni) kvantifikator (kaZdé x),
@ (Jy) je existencni kvantifikator (néjake y),
@ = je (binarni) relacni symbol, reprezentuje identickou relaci.
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daak
Jazyk

Jazyk 1. fadu obsahuje

@ proménné x,y,z,..., X, X1, ... (spocetné mnoho),
mnozinu vSech proménnych znaCime Var,

@ funkCni symboly f, g, h, ..., v€etné konstantnich symboll ¢, d, ... .,
coz jsou nularni funkéni symboly,

@ relacni (predikatové) symboly P, Q, R, ..., pfipadné symbol = (rovnost)
jako specialni relacni symbol,

@ kvantifikatory (Vx), (3x) pro kazdou proménnou x € Var,

@ logické spojky —, A, V, —, <

@ zavorky (,)

Kazdy funkéni i relaéni symbol S méa danou aritu (Cetnost) ar(S) € N.

Poznamka QOproti vyrokové logice nemame (explicitné) vyrokové proménné,
Ize je zavést jako nularni relacni symboly.
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deak
Signatura jazyka

@ Logické symboly jsou proménné, kvantifikatory, logické spojky a zavorky.

@ Mimologické symboly jsou funkéni a relacni symboly kromé rovnosti.
Rovnost (obvykle) uvazujeme zvlast.

@ Signatura je dvojice (R, F) disjunktnich mnozin relacnich a funkcnich
symbold s danymi aritami, pfiemz zadny z nich neni rovnost.
Signatura urcuje véechny mimologické symboly.

@ Jazyk je dan signaturou L = (R, F) a uvedenim, zda jde o jazyk
s rovnosti ¢i bez rovnosti. Jazyk musi obsahovat alespor jeden relaéni
symbol (mimologicky nebo rovnost).

Poznamka Vyznam symbolu neni v jazyce uren, napf. symbol + nemusi
reprezentovat standardni séitani.
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deak
Priklady jazyku

Jazyk obvykle uvadime vycétem mimologickych symbold s pfipadnym
upfesnénim, zda jde o funkcni i relacni symboly a jakou maji aritu.

Nasledujici pfiklady jazykl jsou vSechny s rovnosti.

= () je jazyk Cisté rovnosti,

(ci)ien je jazyk spoCetné mnoha konstant,
= (<) je jazyk usporadani,

= (E) je jazyk teorie graf,

(+, —,0) je jazyk teorie grup,

(+,—,-,0,1) je jazyk teorie téles,

= (—,A,V,0,1) je jazyk Booleovych algeber,
= (S,+,-,0,<) je jazyk aritmetiky,

® 6 6 6 6 6 o6 o
hhhhhhhh
I

kde ¢;, 0, 1 jsou konstantni symboly, S, — jsou unarni funkéni symboly,
+, -, A\, V jsou binarni funkéni symboly, E, < jsou binarni relaéni symboly.
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Termy

Jsou vyrazy reprezentujici hodnoty (sloZenych) funkci.
Termy jazyka L jsou dany induktivnim predpisem
(i) kazda proménnd nebo konstantni symbol je term,

(ii) je-li f funkeni symbol jazyka Ls aritoun>0at,..., t,—1 jsou termy,
pak jeivyraz f(f,..., t,—) term,

(iii) kazdy term vznikne kone¢nym uzitim pravidel (i), (ii).

@ Konstantni term je term bez proménnych.

@ Mnozinu v8ech term0 jazyka L zna¢ime Term;.

@ Termu, jenz je soucasti jiného termu t, fikdme podterm termu t.

@ Strukturu termu mdzeme reprezentovat jeho vytvorujicim stromem.

@ U binarnich funkEnich symbold ¢asto pouzivame infixniho zapisu, napt.
piseme (x + y) namisto +(x, y).
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Z&kladni syntax PL Termy

Priklady termd

(S(0) +z)-y —(zAy)V L
~ . e I

5(0) + z y —(z Ay) L

PN |

S(0) x TAY
| PN
a) 0 b)) = y

a) Vytvotujici strom termu (S(0) + x) - y jazyka aritmetiky.
b) Vyrokové formule se spojkami —, A, V, pfipadné s konstantami T, L
Ize chapat jako termy jazyka Booleovych algeber.
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Atomické formule

Jsou nejjednodussi formule.
@ Atomicka formule jazyka L je vyraz R(fy, ..., t,_1), kde R je n-arni relaéni
symbol jazyka L a &, ..., t,—1 jsou termy jazyka L.
@ Mnozinu v8ech atomickych formuli jazyka L zna¢ime AFm;.

@ Strukturu atomické formule mdzeme reprezentovat vytvorujicim stromem
z vytvotujicich podstromu jejich terma.

@ U binarnich relacnich symboll ¢asto pouzivame infixniho zapisu, napt.
h =  namisto = (11, &) Gi f; < 1, namisto < (11, ).

@ Pfiklady atomickych formuli
Z(o(x),r), x-y<(S(00)+x)-y, —~(xAy)vL=.L1.
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Formule

Formule jazyka L jsou vyrazy dané induktivnim pfedpisem
(i) kazda atomickéa formule jazyka L je formule,
(ii) jsou-li v, 3 formule, pak i nasledujici vyrazy jsou formule
(=@) (e AY) (V) (g = 9), (@< 9),

(iii) je-li ¢ formule a x proménna, jsou vyrazy ((Vx)e) a ((3x)p) formule.

(iv) kazda formule vznikne konecnym uzitim pravidel (i), (i), (iii).

@ Mnozinu vSech formuli jazyka L zna¢ime Fm;.
@ Formuli, jeZ je soucasti jiné formule o, nazveme podformule formule .

@ Strukturu formule mizeme reprezentovat jejim vytvorujicim stromem.
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Konvence zapisu

@ Zavedeni priorit binarnich funk&nich symboll napf. + , - umoznuje
pfi infixnim zapisu vypoustét zavorky okolo podtermu vzniklého
symbolem vySSi priority, napt. x - y + z reprezentuje term (x - y) + z.

@ Zavedeni priorit logickych spojek a kvantifikatorl umoznuje vypoustet
zavorky okolo podformule vzniklé spojkou s vySSi prioritou.

(1) =< @) AV (3~ (Vx), (Ix)

@ Okolo podformuli vzniklych —, (Vx), (3x) lze zavorky vypustit vzdy.

@ Muzeme vypustit zavorky i okolo (Vx) a (3x) pro kazdé x € Var.

@ Rovnéz vnéjsi zavorky mizeme vynechat.

(=((vVx)R(x))) A (By)P(y))) = (=((VX)R(x)) V (=(EFy)P(¥))))))

—VxR(x) A JyP(y) — —(VxR(x) V ~3yP(y))
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Zakladni syntax PL

Priklad formule

(Vo) (z -y < (S(0) +)-y)

-y <(S0)+=z)y

z-y (5(0) +2) -y
PN e N
z y S(0)+ =z y

PN
S(0) x
;

Vytvorujici strom formule (Vx)(x -y < (S(0) + x) - y).
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Oteviens a uzaviens formule
Vyskyt proménné
Necht ¢ je formule a x je proménna.
@ Vyskyt proménné x ve ¢ je list vytvofujiciho stromu ¢ oznaceny x.
@ Vyskyt x ve ¢ je vazany, je-li soucasti nejaké podformule ¢ zaCinajici
kvantifikatorem (¥x) nebo (3x). Neni-li vyskyt vazany, je volny.
@ Proménna x je volna ve ¢, pokud ma volny vyskyt ve .
Je vazana ve ¢, pokud mé vazany vyskyt ve .
@ Proménna x muze byt zaroven volna i vazana ve ¢. Napf. ve formuli
(Vx)@F)(x<y) vi<e
@ Zapis ¢(xi,...,x,) znati, ze xi, ..., X, jsou vdechny volné proménné

ve formuli . (O nich formule ¢ néco tvrdi).

Poznamka Uvidime, Ze pravdivostni hodnota formule (pfi dané interpretaci
symbolu) zavisi pouze na ohodnoceni volnych promennych.
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Otevrené a uzavrené formule

@ Formule je oteviena, neobsahuje-li zadny kvantifikator. Pro mnozinu

OFm, vSech otevienych formuli jazyka L plati AFm; C OFm; C Fm;.

@ Formule je uzaviena (sentence), pokud nema zadnou volnou
proménnou, tj. vSechny vyskyty proménnych jsou vazané.

@ Formule muZze byt oteviend i uzaviena zaroven, pak vSechny jeji
termy jsou konstantni.

x+y<0 oteviena, o(x,y)
(Vx)(Vy)(x+y <0) uzavrena (sentence),
(Vx)(x+y<0) ani oteviena, ani uzaviena, o(y)
1+40<0 otevfena i uzaviena

Poznamka Uvidime, Ze sentence ma pii dané interpretaci symbolu pevny
vyznam, tj. jeji pravdivostni hodnota nezavisi na ohodnoceni proménnych.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - VI ZS 2016/2017

13/24



Z&kladni syntax PL Instance a varianty

Instance
Kdyz do formule za volnou proménnou x dosadime term t, poZadujeme, aby

s

vznikla formule fikala (nové) o termu t “totéz”, co predtim Fikala o promeénné x.

o(x) Gy)(x+y=1) “existuje prvek 1 — x”
prot=1Ize p(x/t) FHy)1+y=1) “existuje prvek 1 — 1”7
prot =y nelze Gy+y=1) “1 je délitelné 2”

@ Term t je substituovatelny za proménnou x ve formuli ¢, pokud po
soucasném nahrazeni v§ech volnych vyskytl x za ¢ nevznikne ve ¢
zadny vazany vyskyt proménné z t.

@ Pak vzniklou formuli znaCime ¢(x/t) a zveme ji instance formule ¢
vznikla substituci termu t za proménnou x do ¢.

@ ¢ neni substituovatelny za x do ¢, pravé kdyz x ma volny vyskyt v néjaké
podformuli ¢ zac€inajici (Vy) nebo (3y) pro néjakou proménnou y z ¢.

@ Konstantni termy jsou substituovatelné vzdy.
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Z&kladni syntax PL Instance a varianty

Varianty

Kvantifikované proménné Ize (za urcitych podminek) pfejmenovat tak, Ze
vznikne ekvivalentni formule.

Necht (Qx)v je podformule ve ¢, kde Q znaci v €i 3, a y je proménna, tZ.
1) y je substituovatelna za x do ¢, a
2) y nemd volny vyskyt v .

Nahrazenim podformule (Qx)y za (Qy)(x/y) vznikne varianta formule ¢
v podformuli (Qx)v. Postupnou variaci jedné €i vice podformuli ve ¢ vznikne
varianta formule ¢. Napr.

(Fx)(Vy)(x < y) je formule ¢,
Bu)(vv)(u <v) je varianta o,
Gy)(vy) (¥ <) neni varianta p, neplati 1),
(3x)(Vx)(x < x) neni varianta ¢, neplati 2).
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Struktury

@ S = (S, <) usporfadana mnozina, kde < je reflexivni, antisymetricka,
tranzitivni binarni relace na S,

@ G = (V,E) neorientovany graf bez smycek, kde V je mnozina vrchold,
E je ireflexivni, symetricka binarni relace na V (sousednost),

® 7, = (Zp,+,—,0) grupa scitani celych Cisel modulo p,

@ Q=(Q,+,—,0,1) téleso racionalnich &isel.

@ P(X)=(P(X),—,N,U,0,X) potencni algebra nad mnozinou X,

@ N=(N,S§, +,-,0, <) standardni model aritmetiky (pfirozenych &isel),
@ konec¢né automaty a dal$i modely vypoctu,

@ relacni databaze, ...
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Struktura pro jazyk

Necht L = (R, F) je jazyk a A je neprazdna mnozina.
@ Realizace (interpretace) relacniho symbolu R € R na A je libovolna
relace R* C A*(®)_ Realizace rovnosti na A je relace Id, (identita).

@ Realizace (interpretace) funkéniho symbolu f € F na A je libovolna
funkce f4: A*() — A. Realizace konstantniho symbolu je tedy prvek z A.

Struktura pro jazyk L (L-struktura) je trojice A = (A, R4, F4), kde
@ A je neprdzdnd mnozina, zvana doména (univerzum) struktury A,
@ R4 = (RY| R € R) je soubor realizaci relaénich symbolt (relaci),
e FA= (f4| f € F) je soubor realizaci funkénich symbolt (funkci).

Strukturu pro jazyk L nazyvame také model jazyka L. Ttida vSech modelu
jazyka L se znaci M(L). Napf. struktury pro jazyk L = (<) jsou

(N, <), (Q,>), (X, E), (P(X),<) pokud X 7 ().
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Hodnota termu

Necht 7 je term jazyka L = (R, F) a A = (A, R*, F4) je struktura pro L.
@ Ohodnoceni promeénnych v mnoziné A je funkce e: Var — A.

@ Hodnota t"[e] termu r ve struktufe .A pfi ohodnoceni e je dana pfedpisem
xle] = e(x) prokazdé x € Var,

@ Speciélné, pro konstantni symbol ¢ je ¢[e] = ¢”.
@ Je-li ¢ konstantni term, jeho hodnota v A nezavisi na ochodnoceni e.

@ Hodnota termu v A zavisi pouze na ohodnoceni jeho proménnych.

Napfr. hodnota termu x + 1 ve struktufe N = (N, +, 1) pfi ohodnoceni e
se(x) =2 je (x +1)[e] = 3.
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Hodnota atomické formule

Necht ¢ je atomicka formule tvaru R(t, ..., t,—1) jazyka L = (R, F) a
A = (A, RA, F4) je struktura pro L.
@ Hodnota HZ (¢)e] formule ¢ ve struktufe A pfi ohodnoceni e je

HA(R(to, ... . tu1))[e] = { (1, ﬁr?::d R
pricemz =4 je Ida, tj. H4 (1o = 1)[e] = 1 pokud 7'[e] = £{'[e], jinak 0.

@ Je-li ¢ sentence, tj. vSechny jeji termy jsou konstantni, jeji hodnota v A
nezavisi na ohodnoceni e.

@ Hodnota ¢ v A zavisi pouze na ohodnoceni jejich (volnych) proménnych.

Napf. hodnota formule ¢ tvaru x + 1 < 1 ve struktufre N' = (N, +, 1, <) pfi
ohodnoceni e je HY (p)[e] = 1 pravé kdyz e(x) = 0.
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Hodnota formule

Hodnota H”()[e] formule ¢ ve struktufe A pfi ohodnoceni e je

]
HA(=p)[e] = —1(H*(¢)[e])

H(p n)le] = n(HA(0)[e], HA()[e])
HY(p Vv v)[e] = vi(H(¢)[e], H*(v)[e])
HA(p = v)[e] = =1 (H () [e], H'(v)]e])
H (¢ ¢ )[e] = <1 (H"(¢)[e], H (v)]e])
H((vx))[e] = min(H" (o) [e(x/a)])
HY((3x))[e] = max(H" (¢)[e(x/a)])

kde —1, A1, V1, —1, <1 jsou Booleovské funkce dané tabulkami a e(x/a)
pro a € A znaci ohodnoceni ziskané z e nastavenim e(x) = a.

Pozorovani H4(yp)[e] zavisi pouze na ohodnoceni volnych proménnych ve .
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Zakladni sémantika PL Platnost (pravdivost)

Platnost pfi ohodnoceni

Formule ¢ je spinéna (plati) ve strukture A pri ohodnoceni e, pokud
HA(p)[e] = 1. Pak pideme A |= ¢[e], v opatném pfipadé A [~ ¢[e]. Plati

A= —ople] & A ole]

A (pA)le] < A= ple] a A1l

A (pVi)le & A= ¢le] nebo A = i[e]

A (o —¢)le & A= ple] implikuje A = vle]
A= (< )le & A= ple] pravé kdyz A = i)[e]
A= (Vx)ple] & A ¢le(x/a)] prokazdé ac A
A= (3x)ple] & A= ¢le(x/a)] pronéjaké a € A

Pozorovani Necht t je substituovatelny za x do ¢ a1 je varianta p. Pak pro

kaZdou strukturu A a ohodnoceni e plati

1) A o(x/t)[e] pravé kdy? A = ple(x/a)] pro a = t[e],

2) Ak ple] pravé kdyz A = yle].
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Z&kladni sémantika PL Platnost (pravdivost)

Platnost ve strukture
Necht ¢ je formule jazyka L a A je struktura pro L.
@ ¢ je pravdiva (plati) ve struktufe A, znateno A = ¢, pokud A = p[e] pro
kazdé ohodnoceni e: Var — A. V opacném pripade piSeme A (£ .
@ ¢ je Iziva v A, pokud A = —p, tj. A £ ple] pro kazdé e: Var — A.
@ Pro kazdé formule ¢, v, proménnou x a strukturu A plati
1) AEe = Af-p
(2) ANy & AEg a ARy
(3) A=pVy <<= AlE¢ nebo AE7Y
4) AkEey & AR (Vx)e

@ Je-li ¢ sentence, je ¢ pravdiva v A Ci Iziva v A a tedy implikace (1) plati i
obracené. Je-li navic ¢ sentence, také implikace (3) plati i obracené.

@ Z (4) plyne, ze A |= ¢ pravé kdyz A |= v, kde ¢ je generaini uzaver o, 1.
formule (Vx;) - - (Vx,)p, Vv NiZ x4, ..., X, jsou vSechny volné proménné .
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Platnost v teorii

@ Teorie jazyka L je libovolna mnozina T formuli jazyka L (tzv. axiomd).

@ Model teorie T je L-struktura A takova, ze A |= ¢ pro kazdé ¢ € T,
znatime A = T.

@ Trida modeliiteorie T je M(T) ={Aec M(L) | A= T}.

@ Formule ¢ je pravdiva v T (plati v T), znaCime T |= ¢, pokud A = ¢
pro kazdy model A teorie T. V opacném pfipadé piSeme T (= .

@ Formule ¢ je IZiva v T, pokud T = =, 1. je IZziva v kazdém modelu T.

@ Formule ¢ je nezavisla v T, pokud neni pravdiva v T ani lzivav T.

@ Je-li T =10,je M(T) = M(L) ateorii T vynechavame, pfipadné fikame
“v logice”. Pak = ¢ znati, Ze ¢ je pravdiva ((logicky) plati, tautologie).

@ Dusledek T je mnozina #%(T) véech sentenci jazyka L pravdivych v T, tj.

0X(T) = {p € Fmy | T |= p a ¢ je sentence}.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - VI ZS 2016/2017 23/24



Priklad teorie

Teorie usporadani T jazyka L = (<) s rovnosti ma axiomy

x<x (reflexivita)
x<y AN y<x — x=y (antisymetrie)
x<y AN y<z — x<z (tranzitivita)

Modely T jsou L-struktury (S, <), tzv. uspofadané mnoziny, ve kterych plati
axiomy T, napt. A = (N, <) nebo B = (P(X),C) pro X = {0, 1,2}.
@ Formule ¢ ve tvaru x < yV y < x plati v A, ale neplati v B, nebot’ napr.
B I~ ©|e] pfi ohodnoceni e(x) = {0}, e(y) = {1}, je tedy nezavisla v T.

@ Sentence 1 ve tvaru (3x)(Vy)(y < x) je pravdiva v B a IZivd v A, je tedy
rovnéz nezavisla v T. Piseme B = ¢, A = —).

@ Formule x vetvaru (x <yANy<zAhz<x)— (x=yANy=2) je
pravdiva v T, piSeme T |= x, totéZ plati pro jeji generaini uzaver.
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VAU ECLIEEIYEWENZ M Teorie - sémantika

Vlastnosti teorii
Teorie T jazyka L je (sémanticky)

@ sporna, jestlize v ni plati L (spor), jinak je bezesporna (splnitelna),

@ kompletni, jestlize neni sporna a kazda sentence je v ni pravdiva &i 1ziva,

@ extenzeteorie T’ jazyka L, jestlize L' C La %' (T') C 6-(T),

o extenzi T teorie T’ fekneme, Ze je jednoducha, pokud L = L/, a
konzervativni, pokud 8% (T') = #*(T) N Fmy,

@ ekvivalentnis teorii T, jestlize T je extenzi T" a T’ je extenzi T,
Struktury A, B pro jazyk L jsou elementarné ekvivalentni, znaceno A = B,
plati-li v nich stejné formule.

Pozorovani Necht' T a T’ jsou teorie jazyka L. Teorie T je (sémanticky)

(1) bezespornd, pravé kdyZz ma model,

(2) kompletni, pravé kdyZz ma aZ na elementarni ekvivalenci jediny model,

(3) extenze T’, pravé kdyz M(T) C M(T"),

(4) ekvivalentni s T', prave kdyz M(T) = M(T").
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Nesplnitelnost a pravdivost

Problém pravdivosti v teorii Ize pfevést na problém existence modelu.
Tvrzeni Pro kaZdou teorii T a sentenci o (stejného jazyka)
T,—~p nema model < Tk .

Dukaz Z definic plynou ekvivalence nasledujicich tvrzeni.

(1) T,—¢ nem& model,

(2) —¢ neplati v zadném modelu teorie T,

(3) ¢ plati v kazdém modelu teorie T,

4) TEe O

Poznamka Predpoklad, Ze ¢ je sentence, je nutny pro (2) < (3).

Napf. teorie {P(c), ~P(x)} nema model, ale P(c) % P(x), kde P je unarni
relacni symbol a c je konstantni symbol.
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Podstruktura

Necht A = (A, R, F4) a B = (B, R®, F?) jsou struktury pro jazyk L = (R, F).
Rekneme, Ze B je (indukovana) podstruktura A, znageno B C A, pokud
(i) BCA,
(ii) R = RN B¥(®) pro kazdé R € R,
(iii) fB=fAn(B¥) x B), 1. fB = fA | B™U), pro kazdé f € F.
Mnozina C C A je doménou podstruktury A, pravé kdyz C je uzaviena na

vS§echny funkce struktury A, pak pfislusnou podstrukturu zna¢ime A | C a
fikdme, Ze je to restrikce (parcializace) struktury A na C.

@ Mnozina C C A je uzaviena na funkci f: A" — A, pokud
f(xo,...,x4—1) € C pro kazdé xy,...,x,—1 € C.

Napf. 7. = (Z,+,-,0) je podstrukturou Q = (Q,+,-,0) alze psatZ = Q | Z
Dale N = (N, +,-,0) je jejich podstrukturouaN = Q [ N = Z | N.
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Platnost v podstrukture
Necht B je podstruktura struktury A pro (pevny) jazyk L.

Tvrzeni Pro kaZdou otevienou formuli ¢ a ohodnoceni e: Var — B plati
B = ¢le] pravé kdyz Ak ¢le].

Dukaz Je-li ¢ atomicka, plyne tvrzeni z definice platnosti pfi ohodnoceni.
Dale snadno indukci dle struktury formule. [

Dusledek Oteviena formule plati ve struktuie A, pravé kdyZ plati v kazdé
podstrukture B C A.

@ Teorie T je oteviend, jsou-li vSechny jeji axiomy oteviené formule.

Duisledek Kazda podstruktura modelu oteviené teorie T je modelem T.

Napf. kaZda podstruktura grafu, tj. modelu teorie grafu, je rovnéz grafem,
zveme ho podgraf. Obdobné napf. podgrupa nebo Booleova podalgebra.
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Generovana podstruktura, expanze, redukt

Necht A = (A, R”, F4) je struktura a X C A. Oznatme B nejmensi
podmnozinu mnoziny A obsahujici X, ktera je uzaviena na vSechny funkce
struktury A (vCetné konstant). Pak strukturu A | B znaCime rovnéz A(X) a
podstruktura fikame, Ze je to A generovana mnozinou X.

Napf. pro @ - <Q +, O>: Z= <Z7 +, O> alN= <N +5 0> je@<{1}> =N,
Q({—1}) = Z aQ({2}) je podstruktura na vsech sudych pfirozenych Cislech.

Necht A’ je struktura pro jazyk L' a L C L je jazyk. Odebranim realizaci
symbol(, jez nejsou v L, ziskdme z A’ strukturu A, kterou nazyvame redukt
struktury A’ na jazyk L. Obraceng, A’ je expanze struktury A do jazyka L'.

Napf. (N, +) je redukt (N, +, -,0). Naopak, struktura (N, +, ¢;);cn takova,
Ze c; =i provsechnai e N, je expanze (N, +) o jména prvki z N.
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Véta o konstantach

Véta Necht ¢ je formule jazyka L s volnymi proménnymi xi, ..., x, a
T je teorie jazyka L. OznaCme L' rozSifeni L o nové konstantni symboly
cl,...,cpaT teorii T nad jazykem L'. Pak

TkEye pravekdyz T | p(xi/c,...,Xn/cCn)-
Dukaz (=) Je-li A" model teorie T’, necht A je redukt A’ na L. Jelikoz
A |= ¢le] pro kazdé ohodnoceni e, plati i

Al gle(xy /e, .. x,/c)], ti. A= olxi/c, ..., Xn/ch).

(<) Je-li A model teorie T a e ohodnoceni, necht A’ je expanze A na L'
o konstanty ¢/ = e(x;) pro véechna i. Jelikoz A" = o (x1/c1, ..., X,/ cy)€]
pro libovolné ohodnoceni ¢, plati i

A Eople(x /e, . xS, . AElel. O
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Booleovy algebry

Teorie Booleovych algeberjazyka L = (—, A, V,0, 1) s rovnosti méa axiomy

XA(YANZ)=(xANYy)ANz
xV(yVvz)=(xVy)Vz
XAYy=YAX
XVy=yvx
XA(yVz)=(xAy)V(xAz)
XV yAz)=(xVy A(xVz)
XA (xVy) =x, xV(XAYy)=Xx
(—x)=1, xA(-x)=0

Nejmensi model je 2 = (2, —1, A1, V1,0, 1). Kone€né Booleovy algebry jsou

(asociativita A)
(asociativita Vv
(komutativita A
(komutativita v
(distributivita A k v
(distributivita v k A
(absorbce
(komplementace
(netrivialita

T O OO o e —

(az na izomorfismus) praveé "2 = ("2, —,, A, Vp, On, 1) pro n € N, kde
jednotlivé operace (na binarnich n-ticich) jsou operace z 2 “po sloZkach’.
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Vztah vyrokové a predikatové logiky

@ Vyrokové formule s (univerzalnimi) spojkami —, A, V (pfipadnés T, 1)
Ize povazovat za Booleovské termy. Hodnota vyroku ¢ pfi daném
ohodnoceni je pak hodnotou termu v Booleové algebre 2.

@ Algebra vyrok( nad IP je Booleova algebra (i pro P nekonecné).

@ Reprezentujeme-li atomické formule v oteviené formuli ¢ (bez rovnosti)
pomoci prvovyroku, ziskame vyrokovou formuli, ktera je pravdiva,
prave kdyz ¢ je pravdiva.

@ Vyrokovou logiku Ize zavést jako fragment predikatové logiky pomoci
nularnich relacnich symbolu (syntax) a nularnich relaci (sémantika),
pricemz A = {0} =1 atedy R* C A’ je R* = () = 0 anebo R* = {(}} = 1.
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Tablo metoda ve VL - opakovani

@ Tablo je binarni strom reprezentujici vyhledavani protipfikladu.

@ Vrcholy jsou oznaceny polozkami, tj. formulemi s pfiznakem T / F, ktery
reprezentuje predpoklad, Ze formule v néjakém modelu plati / neplati.

@ Je-li tento predpoklad spravny, je spravny i v néjaké vétvi pod ni.
@ Veétev je sporna (selze), pokud obsahuje T+, Fi) pro ne€jaké .

@ Dukaz formule ¢ je sporné tablo s kofenem F, 1. tablo v némz kazda
vétev je spornd (nebyl nalezen protipfiklad), pak ¢ je pravdiva.

@ Pokud protipfiklad existuje, v dokonceném tablu bude vétev, ktera ho
poskytuje, tato vétev mlze byt nekonecna.

@ Lze zkonstruovat systematické tablo, jez je vzdy dokonéené.

@ Pokud je ¢ pravdiva, systematické tablo pro ¢ je sporné, tj. dikazem
©, v tom pfipadé je i konecné.
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o]
Tablo metoda ve VL - priklady

F(((p—~q) —=p) —p) F((=qVp)—p)
\ \
T((p—q) —=p) T(—qVp)
\ \
Fp Fp
PN PN
Fp—q) Tp T(=q) Tp
\ \ \ \
Tp ® Fq ®
\
Fq
\
®

a) Tablo dukaz formule ((p — q) — p) — p.
b) Dokoncené tablo pro (—qV p) — p. Leva vétev poskytuje protipiiklad
v(p) = v(q) = 0.
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Tablo metoda v PL - rozdily

@ Formule v polozkach budou sentence (uzaviené formule), tj. formule bez
volnych proménnych.

@ Pridame nova atomicka tabla pro kvantifikatory.

@ Za kvantifikované proménné se budou substituovat konstantni termy
dle jistych pravidel.

@ Jazyk rozsifime o nové (pomocné) konstantni symboly (spocetné
mnoho) pro reprezentaci “svédkd” polozek T (3x)p(x) a F(Vx)p(x).

@ V dokoncené bezesporné vétvi s polozkou T(Vx)p(x) &i F(3x)p(x)
budou instance Ty (x/t) resp. Fo(x/t) pro kazdy konstantni term ¢
(rozSifeného jazyka).
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Predpoklady

1) Dokazovana formule ¢ je sentence. Neni-li ¢ sentence, mizeme ji
nahradit za jeji generalni uzavér ', nebot pro kazdou teorii T,

TEe pravekdyz TE¢'.
2) Dokazujeme z teorie v uzavieném tvaru, tj. kaZzdy axiom je sentence.

Nahrazenim kazdého axiomu 1 za jeho generalni uzaver ¢’ ziskame
ekvivalentni teorii, nebot pro kazdou strukturu A (daného jazyka L),

AE1 pravékdyz A
3) Jazyk L je spocetny. Pak kazda teorie nad L je spoCetna. Ozname L¢
rozs§ifeni jazyka L o nové konstantni symboly ¢, c1, ... (spoCetné mnoho).

Plati, Ze konstantnich term0 jazyka L¢ je spocetné. Necht f; oznacuje i-ty
konstantni term (v pevné zvoleném ocislovani).

4) Zatim budeme predpokladat, Ze jazyk je bez rovnosti.
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Tablo metoda v PL

Tablo v PL - pfiklady

F((32)~P(z) = ~(¥2) P(x))
T(Elm)lP(:p)
FPW)
T(Vx‘)P(a:)
T(-P(e)

¢ nové

F(=(Vz)P(z) = (3z)=P(z))

T(ﬁ(Vl)P(w))

F(Elz)—‘\P(m)

F(Vaz‘)P(z)
FP)

\
F(3z)-P(x)

d nové

Petr Gregor (KTIML MFF UK)
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Atomicka tabla - puvodni

Atomicka tabla jsou vSechny nasledujici (polozkami znackované) stromy, kde
« je libovolna atomicka sentence a ¢, 1 jsou libovolné sentence, vSe v L.

T(p A1) Flo V)
\ \
Ta Fa Ty Flo Ayp) T(p V) Fo
\ VAN VAN \
T Fo Fy | Ty T Fip
F(o — 1) T(p < ) Flo <)
\ VAN VAN
T(=y) F(=y) T(p— ) Ty Ty Fo | Ty Fo
\ \ VAN \ \ \ \ \
Fo Ty Fo T Fy Ty Fy | Fy T
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Tablo metodav PL  BRELI

Atomicka tabla - nova

Atomicka tabla jsou i nasledujici (polozkami znackované) stromy, kde ¢ je
libovolna formule jazyka L¢ ve volné proménné x, t je libovolny konstantni
term jazyka L¢ a c je novy konstantni symbol z L¢ \ L.

i * * i
T(Ve)p(r) | F(Vx)e(x) | TEz)e(x) | FEr)e(r)
| | | |

Te(/t) | FPelwf) | Telwf) | Fola/t)

pro libovolny | pro novou pro novou pro libovolny

konst. term ¢| konstantu ¢ konstantu ¢ | konst. term ¢

Poznamka Konstantni symbol ¢ reprezentuje “svédka” poloZKy T (3x)¢(x)

Ci F(Vx)p(x). JelikoZz nechceme, aby na c byly kladeny dal$i poZadavky, je v
definici tabla omezeno, jaky konstantni symbol c Ize pouZit.
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Konecné tablo z teorie T je binarni, polozkami znackovany strom s predpisem
(i) kazdé atomické tablo je konecné tablo z T, pfiemz v pfipadé (x) Ize
pouzit libovolny konstantni symbol ¢ € L¢ \ L,

(ii) je-li P polozka na vétvi V kone€ného tabla z T, pak pfipojenim
atomického tabla pro P na konec vétve V vznikne koneéné tablo z T,
pficemz v pfipadé () Ize pouzit pouze konstantni symbol ¢ € L¢ \ L,
ktery se dosud nevyskytuje na V,

(iii) je-li V vétev kone€ného tabla z T a ¢ € T, pak pfipojenim Ty na
konec véetve V vznikne rovnéz konecné tablo z T.
(iv) kazdé koneéné tablo z T vznikne koneCnym uzitim pravidel (i), (i), (iii).
Tablo z teorie T je posloupnost 7y, 71,...,7s,... koneénych tabel z T
takovych, ze 7,11 vznikne z 7, pomoci (ii) &i (iii), formalné = = Uy,
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Konstrukce tabla

F((32)=P(z) — —~(Vz)P(z))

\
T(3z)-P(z)

\
F(=(Va) P(x))

F(=(Vz)P(z) = (Jz)~P(x))
\
T(=(Vz)P(x))

\
F(32)-P()

F(=(vx)P(x))

\
T(Vz)P(z)

T(3x)-P(x)
|

T(=P(c)) ¢ nova

Petr Gregor (KTIML MFF UK)

T(=P(c))
|
FP(c)
[
T(Va)P(x)
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TP(c) t=c
\
&
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Tablo metodav PL  BRELI

Konvence
F(@z)=P(x) = =(Va)P(z))
T(Hx)ﬁ‘P(x)
F(ﬂwy‘op(z»
T(Vx‘)P(z)

|
T(=P(c)) ¢ nové
\
FP(c)
\

F(=(Vz)P(z) — (3x)-P(x))
T(=(Vz)P(x))

F(3z)-P(x)
\
F(Vz)P(z)
\

FP(d) d nové

T(Vz)P(z)

\
TP(c)

F(3z)-P(x)

|
F(=P(d))

&

!
TP(d)

®

Polozku, dle které tablo prodluzujeme, nebudeme na vétev znovu zapisovat
kromé pripadu, kdy polozka je tvaru T(Vx)e(x) Ci F(3x)p(x).
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Tablo dukaz

@ Vétev V tabla 7 je spornd, obsahuje-li polozky Ty a Fy pro néjakou
sentenci ¢, jinak je bezesporna.

@ Tablo 7 je sporné, pokud je kazda jeho vétev sporna.

@ Tablo dukaz (dukaz tablem) sentence ¢ z teorie T je sporné tabloz T
s polozkou F¢ v kofeni.

@ ¢ je (tablo) dokazatelna z teorie T, piSeme T F ¢, ma-li tablo dikaz z T.

@ Zamitnuti sentence ¢ tablem z teorie T je sporné tablo z T s polozkou
T v kofeni.

@ Sentence v je (tablo) zamitnutelna z teorie T, ma-li zamitnuti tablem z T,
ti. TE —p.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - VII ZS 2016/2017 20/21



Priklady

F((va)(P(x) = Q(x)) = (V) P(z) — (Vo)Q(x)) F((va)(p(x) A (@) < ((Yo)p(z) A (Yo)i ()
T(va)(P(z) = Q) T((Vz)(p(z) A ¥(2))) F((Vz)(p(z) A v(x)))
\ \ \
F((V2)P(x) = (V2)Q(x)) F((Vz)p(z) A (V2)i(e)) T((Va)p(x) A (V2)(2))

\ — T~ \

T(Vz)P(z) F(va)e(x) F(va)y(x) T(Vx)p(x)
\ \ \ \

F(V2)Q(z) Fe(e) ¢ nova Fip(d) d novd T(Va)(z)

\ \ \ \
FQO) cnovi  T((¥)(p(x) Av(@)  T(a)(e() Av(@))  Flo(e) Au(e)) e novi

\ \ e N
T(Vz)P(x) T(p(c) Np(e)) T(p(d) A(d)) Fele) Fi(e)
\ \ \ \ \
TP(c) Ti(c) Tip(d) T(Vo)p(r)  T(Va)p(x)
\ \ \ \ \
T(Va)(P(x) = Q(z)) T c) Ty(d) Te(e) T(e)
\ \ \ \ \
T(P(c) = Q(c)) ® ® ® ®
/ \
FP(c) TQ(c)
\ \
® ®
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Tablo metoda v PL - rozdily

@ Formule v polozkach budou sentence (uzaviené formule), tj. formule bez
volnych proménnych.

@ Pridame nova atomicka tabla pro kvantifikatory.

@ Za kvantifikované proménné se budou substituovat konstantni termy
dle jistych pravidel.

@ Jazyk rozsifime o nové (pomocné) konstantni symboly (spocetné
mnoho) pro reprezentaci “svédkd” polozek T (3x)p(x) a F(Vx)p(x).

@ V dokoncené bezesporné vétvi s polozkou T(Vx)p(x) &i F(3x)p(x)
budou instance Ty (x/t) resp. Fo(x/t) pro kazdy konstantni term ¢
(rozSifeného jazyka).
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Atomicka tabla - puvodni

Atomicka tabla jsou vSechny nasledujici (polozkami znackované) stromy, kde
« je libovolna atomicka sentence a ¢, 1 jsou libovolné sentence, vSe v L.

T(p A1) Flo V)
\ \
Ta Fa Ty Flo Ayp) T(p V) Fo
\ VAN VAN \
T Fo Fy | Ty T Fip
F(o — 1) T(p < ) Flo <)
\ VAN VAN
T(=y) F(=y) T(p— ) Ty Ty Fo | Ty Fo
\ \ VAN \ \ \ \ \
Fo Ty Fo T Fy Ty Fy | Fy T
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Tablo metodav PL  BRELI

Atomicka tabla - nova

Atomicka tabla jsou i nasledujici (polozkami znackované) stromy, kde ¢ je
libovolna formule jazyka L¢ ve volné proménné x, t je libovolny konstantni
term jazyka L¢ a c je novy konstantni symbol z L¢ \ L.

i * * i
T(Ve)p(r) | F(Vx)e(x) | TEz)e(x) | FEr)e(r)
| | | |

Te(/t) | FPelwf) | Telwf) | Fola/t)

pro libovolny | pro novou pro novou pro libovolny

konst. term ¢| konstantu ¢ konstantu ¢ | konst. term ¢

Poznamka Konstantni symbol ¢ reprezentuje “svédka” poloZKy T (3x)¢(x)

Ci F(Vx)p(x). JelikoZz nechceme, aby na c byly kladeny dal$i poZadavky, je v
definici tabla omezeno, jaky konstantni symbol c Ize pouZit.
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Konecné tablo z teorie T je binarni, polozkami znackovany strom s predpisem
(i) kazdé atomické tablo je konecné tablo z T, pfiemz v pfipadé (x) Ize
pouzit libovolny konstantni symbol ¢ € L¢ \ L,

(ii) je-li P polozka na vétvi V kone€ného tabla z T, pak pfipojenim
atomického tabla pro P na konec vétve V vznikne koneéné tablo z T,
pficemz v pfipadé () Ize pouzit pouze konstantni symbol ¢ € L¢ \ L,
ktery se dosud nevyskytuje na V,

(iii) je-li V vétev kone€ného tabla z T a ¢ € T, pak pfipojenim Ty na
konec véetve V vznikne rovnéz konecné tablo z T.
(iv) kazdé koneéné tablo z T vznikne koneCnym uzitim pravidel (i), (i), (iii).
Tablo z teorie T je posloupnost 7y, 71,...,7s,... koneénych tabel z T
takovych, ze 7,11 vznikne z 7, pomoci (ii) &i (iii), formalné = = Uy,
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Konstrukce tabla

F((32)=P(z) — —~(Vz)P(z))

\
T(3z)-P(z)

\
F(=(Va) P(x))

F(=(Vz)P(z) = (Jz)~P(x))
\
T(=(Vz)P(x))

\
F(32)-P()

F(=(vx)P(x))

\
T(Vz)P(z)

T(3x)-P(x)
|

T(=P(c)) ¢ nova

Petr Gregor (KTIML MFF UK)

T(=P(c))
|
FP(c)
[
T(Va)P(x)
| zvol
TP(c) t=c
\
&
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Tablo metodav PL  BRELI

Konvence
F(@z)=P(x) = =(Va)P(z))
T(Hx)ﬁ‘P(x)
F(ﬂwy‘op(z»
T(Vx‘)P(z)

|
T(=P(c)) ¢ nové
\
FP(c)
\

F(=(Vz)P(z) — (3x)-P(x))
T(=(Vz)P(x))

F(3z)-P(x)
\
F(Vz)P(z)
\

FP(d) d nové

T(Vz)P(z)

\
TP(c)

F(3z)-P(x)

|
F(=P(d))

&

!
TP(d)

®

Polozku, dle které tablo prodluzujeme, nebudeme na vétev znovu zapisovat
kromé pripadu, kdy polozka je tvaru T(Vx)e(x) Ci F(3x)p(x).

Petr Gregor (KTIML MFF UK)
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Tablo dukaz

@ Vétev V tabla 7 je spornd, obsahuje-li polozky Ty a Fy pro néjakou
sentenci ¢, jinak je bezesporna.

@ Tablo 7 je sporné, pokud je kazda jeho vétev sporna.

@ Tablo dukaz (dukaz tablem) sentence ¢ z teorie T je sporné tabloz T
s polozkou F¢ v kofeni.

@ ¢ je (tablo) dokazatelna z teorie T, piSeme T F ¢, ma-li tablo dikaz z T.

@ Zamitnuti sentence ¢ tablem z teorie T je sporné tablo z T s polozkou
T v kofeni.

@ Sentence v je (tablo) zamitnutelna z teorie T, ma-li zamitnuti tablem z T,
ti. TE —p.
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Priklady

F((va)(P(x) = Q(x)) = (V) P(z) — (Vo)Q(x)) F((va)(p(x) A (@) < ((Yo)p(z) A (Yo)i ()
T(va)(P(z) = Q) T((Vz)(p(z) A ¥(2))) F((Vz)(p(z) A v(x)))
\ \ \
F((V2)P(x) = (V2)Q(x)) F((Vz)p(z) A (V2)i(e)) T((Va)p(x) A (V2)(2))

\ — T~ \

T(Vz)P(z) F(va)e(x) F(va)y(x) T(Vx)p(x)
\ \ \ \

F(V2)Q(z) Fe(e) ¢ nova Fip(d) d novd T(Va)(z)

\ \ \ \
FQO) cnovi  T((¥)(p(x) Av(@)  T(a)(e() Av(@))  Flo(e) Au(e)) e novi

\ \ e N
T(Vz)P(x) T(p(c) Np(e)) T(p(d) A(d)) Fele) Fi(e)
\ \ \ \ \
TP(c) Ti(c) Tip(d) T(Vo)p(r)  T(Va)p(x)
\ \ \ \ \
T(Va)(P(x) = Q(z)) T c) Ty(d) Te(e) T(e)
\ \ \ \ \
T(P(c) = Q(c)) ® ® ® ®
/ \
FP(c) TQ(c)
\ \
® ®
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Dokoncené tablo

Chceme, aby dokonéena bezesporna vétev poskytovala protipriklad.
Vyskyt polozky P ve vrcholu v tabla 7 je i-ty, pokud v mav 7 pravé i — 1
predkl oznacenych P a je redukovany na vétvi V skrze v, pokud
a) Pnenitvaru T(Vx)p(x) ani F(3x)p(x) a P se vyskytuje na V jako kofen
atomického tabla, tj. pfi konstrukci 7 jiz doslo k rozvoji P na V, nebo
b) Pjetvaru T(Vx)p(x) Ci F(3x)p(x), ma (i + 1)-ni vyskyt na V a zaroven
se na V vyskytuje Tp(x/1;) resp. Fo(x/t;), kde t; je i-ty konstantni term
(jazyka Lc).
Necht V je vétev tabla  z teorie T. Rekneme, Ze
@ veétev V je dokoncena, je-li spornd, nebo kazdy vyskyt polozky na V je
redukovany na V a navic V obsahuje Ty pro kazdé ¢ € T,

@ tablo T je dokoncené, pokud je kazda jeho vétev dokoncena.
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Tablo metoda v PL Systematické tablo

Systematické tablo - konstrukce
Necht Rje polozkaa T = {9, ¢1,- .. } je (konena €i nekonecnd) teorie.

(1)
(2)

(3a)

Za 1y vezmi atomické tablo pro R. V pfipadé (x) vezmilib. ¢ € L¢ \ L,
v pfipadé (#) za ¢ vezmi term . Dokud to Ize, aplikuj nasledujici kroky.

Necht v je nejlevéjsi vrchol v co nejmensi Urovni jiz daného tabla 7,
obsahuijici vyskyt polozky P, ktery neni redukovany na néjaké
bezesporné vétvi skrze v. (Neexistuje-li v, vezmi 7], = 7, a jdi na (4).)

Neni-li P tvaru T(Vx)p(x) ani F(3x)¢(x), za 7, vezmi tablo vzniklé z 7,
pfidanim atomického tabla pro P na kazdou bezespornou vétev skrze v.
V pfipadé (%) za ¢ vezmi c¢; pro nejmensi mozné i.

Je-li Ptvaru T(Vx)p(x) €i F(3x)p(x) a ve v ma i-ty vyskyt, za 7, vezmi
tablo vzniklé z 7, pfipojenim atomického tabla pro P na kazdou
bezespornou vétev skrze v, pficemz za t vezmi term ;.

Za 7,41 vezmi tablo vzniklé z 7;, pfidanim Ty, na kazdou bezespornou
vétev neobsahujici T,. (Neexistuje-li ¢, vezmi 7,1 = 7;,.)

Systematické tablo z T pro R je vysledkem uvedené konstrukce, tj. 7 = Uy,
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Systematické tablo - priklad

T(Gy)(=R(y,y) v Ply ) A (Vo) R(x, )
\

T(3y)(=R(y,y) V P(y,y))
|
T(Vz)R(z,x)

\

T(=R(co,co) V P(co,c0)) o novd
\
T(Vz)R(z,x)
\

TR(co, co) (za predpokladu t; = ¢g)
/ \
T(~R(co, o)) TP(co, co)
\ \
T(Vz)R(z,x) T(Vz)R(z,x)
\ \
TR(ts,t5) TR(ts,t5)
\ \
FR(co, o) T(Vz)R(z,x)
\ \

® TR(t3,t3)
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Systematické tablo - dokoncenost

Tvrzeni Pro kaZdou teorii T a poloZku R je systematické tablo + dokoncené.

Dikaz Necht 7 = Ur, je systematické tablo z T = {yo, ¢1,... } S R v kofeni a
necht P je polozka ve vrcholu v tabla .

@ Do Urovné v (véetné) je v 7 jen koneéné mnoho vyskytll véech polozek.

@ Kdyby vyskyt P ve v byl neredukovany na néjaké bezesporné vétvi v 7,
byl by vybran v néjakém kroku (2) a zredukovan v (3a) Ci (3b).
@ Kazda ¢, € T bude dle (4) nejpozdéji v 7,.1 na kazdé bezesporné vétvi.

@ Tedy systematické tablo 7 obsahuje pouze dokonéené vétve. [J

Tvrzeni Je-li systematické tablo T dilkazem (z teorie T), je T koneéné.

Dikaz Kdyby bylo 7 nekonecné, dle Kénigova lemmatu by obsahovalo
nekonecnou vétev. Tato vétev by byla bezesporna, nebot pfi konstrukci 7 se
sporné vétve neprodluzuji. Pak by ale 7 nebylo sporné. [
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Rovnost

Axiomy rovnosti pro jazyk L s rovnosti jsou
(i) x=x

(@) xi=n AN ANxp=yn = fla,....%) =fn,...,¥n)
pro kazdy n-arni funkéni symbol f jazyka L.

(fi) = AN - ANXn=Yn — (R(x1,...,%5) = R(y1,...,¥n))
pro kazdy n-arni relacni symbol R jazyka L vCetné =.

Tablo dikaz z teorie T jazyka L s rovnosti je tablo dikaz z teorie T*, kde T*
je rozsiteni teorie T o axiomy rovnosti pro L (resp. jejich generaini uzavéry).

Poznamka V kontextu logického programovani ma rovnost ¢asto jiny vyznam
neZ v matematice (identita). Napf. v Prologu t; = t, znamena, Ze t; a t, jsou
unifikovatelné.
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Kongruence a faktorstruktura

Necht ~ je ekvivalencena A, f: A” - Aa RC A", kde n € N. Pak ~ je

@ kongruence pro funkci f, pokud pro kazdé xi, ..., X, W1, .., ¥n € Aplati
XN A ANXp~yYn = f(xa, X)) ~ (s W),
@ kongruence pro relaci R, pokud pro kazdé xi,...,x,, 11,...,¥n € A plati

X1~ N JANERRERWAN Xn ~ ¥Yn = (R(xlw--:xn)<:>R(yl7~-~7yn)>~

Necht ekvivalence ~ na A je kongruence pro kazdou funkci i relaci struktury
A = (A, F4, R4 pro jazyk L = (F,R). Faktorstruktura (podilova struktura)
struktury A dle ~ je struktura A/~ = (A/~, FA/~ RA™), kde

(] le) = (PG 2]~

R ([x1]ms . [Xn)n) & RA(x1, ..., x0)
prokazdé f € F,Re Raux,...,x, € A, 1. funkce a relace jsou definované
z A pomoci reprezentantd.

Napr. Z,, je faktorstruktura Z = (Z,+, —,0) dle kongruence moaulo p.
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Vyznam axiomu rovnosti

Necht A je struktura pro jazyk L, ve které je rovnost interpretovana jako
relace =4 splnujici axiomy rovnosti, tj. ne nutné identita.
1) Z axiomu (i) a (iii) plyne, Ze relace = je ekvivalence na A.

2) Axiomy (ii) a (iii) vyjadiuiji, ze relace =" je kongruence pro kazdou
funkci a relaci v A.

3) Je-li A= T*, jei (A/=") = T*, kde A/=" je faktorstruktura struktury A
dle =4, pfitemz rovnost je v .A/=" interpretovana jako identita.

Na druhou stranu, v kazdém modelu, v kterém je rovnost interpretovana jako
identita, vS8echny axiomy rovnosti evidentné plati.
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Tablo metoda v PL Korektnost

Korektnost

Rekneme, Ze struktura A se shoduje s polozkou P, pokud P je Ty a A |= ¢,
nebo pokud P je Fp a A E -, tj. A [~ . Navic, A se shoduje s vetvi V,
shoduje-li se s kazdou polozkou na V.
Lemma Necht A je model teorie T jazyka L, ktery se shoduje s poloZkou R
v kofeni tabla = Uy, z T. Pak A Ize expandovat do jazyka L tak, Ze se
shoduje s néjakou vétvi V v tablu .
Poznamka Postaci nam expanze modelu A o konstanty ¢ proc € Lc\ L
vyskytujici se na vétvi V, ostatni konstanty Ize dodefinovat libovoiné.
Dukaz Indukci dle n nalezneme veétev V,, v tablu 7, a expanzi A, modelu A o
konstanty ¢ pro ¢ € L¢ \ L na V,, tak, Zze A, se shodujes V,,a V.1 C V,,.
Pfedpokladejme, Ze mame vétev V, v 7, a expanzi A, shodujici se s V.
@ Vznikne-li 7,11 z 7, bez prodlouzeni V,,, polozme V,,1 = Vy, Apa1 = Aj.
@ Vznikne-li 7,41 z 7, pfipojenim Ty k V,, pro néjaké ¢ € T, necht V4, je
tato vétev a A, 11 = A, Jelikoz A = ¢, shoduje se A 1S Vigr.
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Korektnost - dukaz (pokr.)

@ Jinak 7,41 vznikne z 7, prodlouzenim V;, o atomické tablo néjaké polozky
P na V,,. Z indukéniho predpokladu vime, Ze A, se shoduje s P.

(i) V pfipadé atomického tabla pro spojku polozme A,.; = A, a snadno

ovéfime, ze V, Ize prodlouzit na vétev V,,,; shodujici se s A, 1.

(ii) Je-li Ptvaru T(Vx)p(x), necht Vi, je (jednoznacné) prodlouzeni V, na
vétev v 7,41, tj. 0 polozku Tp(x/t). Necht A, je libovolna expanze A,
0 nové konstanty z termu ¢. Jelikoz A, = (Vx)p(x), plati A,1 E o(x/1).
Obdobné pro P tvaru F(3x)p(x).

(iii) Je-li Ptvaru T'(3x)p(x), necht V,1, je (jednoznacné) prodlouzeni V,, na
vétev v 7,41, tj. 0 polozku Tp(x/c). Jelikoz A, = (Jx)¢(x), pro néjaké
a € Aplati A, = o(x)[e(x/a)] pro kazdé ohodnoceni e. Necht A, je
expanze A, o novou konstantu ¢! = a. Pak A, = ¢(x/c).
Obdobné pro P tvaru F(Vx)p(x).

Zakladni krok pro n = 0 plyne z obdobné analyzy atomickych tabel pro
poloZzku R v kofeni s vyuzitim pfedpokladu, Ze model A se shoduje s R. [
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Véta o korektnosti

Ukazeme, Ze tablo metoda v predikatové logice je korekini.

Véta Pro kaZdou teorii T a sentenci o, je-li o tablo dokazatelna z T,
jeppravdivavT,t. Ty = Tk .
Dukaz
@ Necht ¢ je tablo dokazatelna z teorie T, tj. existuje spornétablorz T
s polozkou F v koreni.
@ Pro spor predpokladejme, Ze ¢ neni pravdiva v T, tj. existuje model A
teorie T, ve kterém ¢ neplati (protiptiklad).
@ Jelikoz se A shoduje s polozkou F, dle pfedchoziho lemmatu Ize A
expandovat do jazyka L tak, Ze se shoduje s néjakou vétvi v tablu .
@ To ale neni mozné, nebot kazda vétev tabla 7 je spornd, tj. obsahuje
dvojici T, F1 pro néjakou sentenci ¢p. [
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Kanonicky model

Z bezesporné vétve V dokonceného tabla vyrobime model, ktery se shoduje

s V. Vyjdeme z dostupnych syntaktickych objektt - konstantnich termd.

Necht V je bezesporna vétev dokonceného tabla z teorie T jazyka

L = (F,R). Kanonicky model z vétve V je Lc-struktura A = (A, 74, R"), kde
(1) A je mnozina vSech konstantnich termd jazyka Lc,

(2) fA([il,...,tin) :f(lil,...,ti”)

pro kazdy n-arni funkéni symbol f € FU (Lc\ L) a t;,,...,t;, € A.
(3) RA(ty,...,t;) < TR(ty,..., ;) je polozka na V
pro kazdy n-arni relani symbol R € R Cirovnosta t;,..., t;, € A.
Poznamka Vyraz f(t,...,t,) na pravé strané v (2) je konstantni term jazyka

L¢, tedy prvek z A. Neformalné, pro zddraznéni, Ze jde o syntakticky objekt

fA(tiH' ) tin) - “f‘(ti]7‘ o tin)“
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Gpnos
Kanonicky model - priklad

Necht teorie T = {(Vx)R(f(x))} je jazyka L = (R, f, d). Systematické tablo
pro F—R(d) z T obsahuje jedinou vétev V a ta je bezesporna.
Kanonicky model A = (A, R, f4, d*, c),cn 2 V je pro jazyk Lc a plati

A={d.f(d),.f(f(d)),...,c.f(co),f(f()),...,cr,f(cr), f(fer)),.--},
d*=d, c!'=c pro icN,

fAd) =f@7, fAf@)="FF@), FAF@)=FEF@)), ...
R*={d.f(d),f(f()),....f(c),f(f(c)), ... f(er),f(f(er)),...}.
Redukt A na jazyk Lje A’ = (A, R, A, d").
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Kanonicky model s rovnosti

Je-li jazyk L s rovnosti, T* oznacuje rozSifeni T o axiomy rovnosti pro L.

PoZadujeme-li, aby rovnost byla interpretovana jako identita, kanonicky model
A z bezesporné vétve V dokondeného tabla z T* musime faktorizovat dle =*.

Dle definice (3), v modelu A z V pro relaci =* plati, Zze pro kazdé t;, t;, € A,
t =*t, < T(t, =1,)je polozkana V.

Jelikoz V je dokonéena a obsahuje axiomy rovnosti, relace =* je ekvivalence

na A a navic kongruence pro vSechny funkce a relace v A.

Kanonicky model s rovnosti z vétve V je faktorstruktura A/ =%.
Pozorovani Pro kazdou formuli o,

AFe & (=" Fe
pficemz v A je = interpretovand relaci =%, zatimco v A/ =% jako identita.

Poznamka A je (spocetné) nekonecny model, ale A/ =" miZe byt konecny.
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Gpnos
Kanonicky model s rovnosti - pfiklad

Necht T = {(Vx)R(f(x)), (Vx)(x = f(f(x)))} jenad L = (R, f, d) s rovnosti.
Systematické tablo pro F-R(d) z T* obsahuje bezespornou vétev V.

V kanonickém modelu A = (A, R4, =4 f4 d4, ¢/t ;e z V pro relaci =4 plati
5=t & t=f(-(f(5)) nebo s=f((F(1)),
kde f je aplikovano 2i-krat pro néjaké i € N.
Kanonicky model s rovnosti z V je B = (A/=") = (A/=",RE, fB,d® c);cn
(A/=") = {[d]-a, [f(d)]=s, [co] =s, [f (0)] =4, [e1] =a, [f (c1)] =4, - .. },
dP = [d|_s, cP=]ci]_a pro i€ N,
FEd)=s) = [f(d))=s, fE(f(@)=n) = [f(f(@))=r = [d]=s, ...
RE = (a/=4).

Redukt B na jazyk L je B' = (A/=" RE fB d").
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.
Uplnost

Lemma Kanonicky model A z bezesporné dok. vétve V se shoduje s V.
Dikaz Indukci dle struktury sentence vyskytujici se v polozce na V.

@ Pro ¢ atomickou, je-li Ty na V, je A |= ¢ dle (3). Je-li Fp na V, neni
Ty na V, nebot V je bezespornd, a tedy A = —¢ dle (3).

@ JelliT(pAY)naV,je Ty a Ty naV, nebot V je dokoncena. Dle
indukéniho pfedpokladu je A = pa A =, tedy A |= ¢ A ).

@ Je-li F(p A1) na V, je Fo nebo Fiy» na V, nebot V je dokonéena. Dle
indukéniho pfedpokladu je A = —¢ nebo A = -1, tedy A = —(p A ).

@ Pro ostatni spojky obdobné jako v pfedchozich dvou pfipadech.

@ Je-li T(Vx)p(x)na V,je Ty(x/t) na V pro kazdé ¢ € A, nebot V je
dokon€ena. Dle indukéniho predpokladu je A = o(x/t) pro kazdé ¢ € A,
tedy A = (Vx)e(x). Obdobné pro F(3x)p(x) na V.

@ Je-li T(Fx)p(x) na V, je Tp(x/c) na V pro néjaké ¢ € A, nebot' V je
dokonc¢ena. Dle indukéniho pfedpokladu je A = »(x/c), tedy
A |= (3x)p(x). Obdobné pro F(Vx)p(x)na V. O
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Véta o uplnosti

Ukazeme, Ze tablo metoda ve predikatové logice je uplna.
Véta Pro kazdou teorii T a sentenci o, je-li ¢ pravdiva v T, je o tablo
dokazatelnaz T, . T=¢ = TF .

Dukaz Necht ¢ je pravdiva v T. Ukazeme, ze libovolné dokoncené tablo
(napt. systematické) 7 z teorie T s poloZzkou F¢ v kofeni je sporné.

@ Kdyby ne, v tablu 7 je néjaka bezesporna vétev V.

@ Dle predchoziho lemmatu existuje struktura A pro jazyk Lc shodujici se
s vétvi V, specidlné s polozkou Fp v kofeni, tj. A E .

@ Necht A’ je redukt struktury A na pavodni jazyk L. Plati A" = —.

@ Jelikoz vétev V je dokoncena, obsahuje T+ pro kazdé ¢ € T.

@ Tedy A’ je modelem T (nebot A’ se shoduje s T4 pro kazdé ¢ € T).

@ To je ale ve sporu s tim, Ze ¢ plati v kazdém modelu teorie T.

Tedy tablo 7 je dikazem oz T. [
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Vlastnosti teorii

Zavedeme syntaktické varianty jiz definovanych sémantickych pojmu.

Necht' T je teorie jazyka L. Je-li sentence ¢ dokazatelna z T, fekneme, ze
v je véta (teorém) teorie T. MnozZinu vét teorie T oznaCme

Thm"(T) = {¢ € Fm; | T+ ¢}.
Rekneme, Ze teorie T je
@ sporna, jestlize je v T dokazatelny L (spor), jinak je bezesporna,
@ kompletni, jestlize neni sporna a kazda sentence je v ni dokazatelna &i

zamitnutelnd, tj. TH @ Ci T+ —p.

e extenzeteorie T’ jazyka L, jestlize I’ C L a Thm®™(T’) € ThmX(T),
o extenzi T teorie T’ fekneme, Ze je jednoducha, pokud L = L/, a
konzervativni, pokud Tth/( T') = Thm"(T) N Fmy,,

@ ekvivalentni s teorii T', jestlize T je extenzi T’ a T’ je extenzi T.
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o
Dusledky

Z korektnosti a Upinosti tablo metody vyplyva, Ze pfedchozi pojmy se
shoduji se svymi sémantickymi variantami.
Dusledek Pro kaZdou teorii T a sentence o, v jazyka L,

@ THprave kdyZ T [ ¢,

e Thm/(T) = ¢%(T),

@ T je sporna, pravé kdyz neni splinitelna, tj. nema model,

o T je kompletni, pravé kdyZ je sémanticky kompletni, t. ma aZ na
elementarni ekvivalenci jediny model,

@ T,pt v pravé kdyZ T + ¢ — + (Véta o dedukci).

Poznamka Vétu o dedukci Ize dokazat pfimo, transformaci prislusnych tabel.
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Existence spocetného modelu a kompaktnost

Véta KaZda bezesporna teorie T spocetného jazyka L bez rovnosti ma
spocetné nekonecny model.

Dikaz Necht T je systematické tablo z T's F_L v koreni. JelikoZ je dokoncené
a obsahuje bezespornou vétev V, nebot | neni dokazatelny z T, existuje
kanonicky model A z V. JelikoZ se A shoduje s V, jeho redukt na jazyk L

je hledanym spocetné nekoneCnym modelem T. [

Poznamka Jde o slabou verzi tzv. Léwenheim-Skolemovy vety. Ve
spocetném jazyce s rovnosti je kanonicky model s rovnosti spocetny.

Véta Teorie ma model, pravé kdyz kaZda jeji konecna ¢ast ma model.
Dikaz Implikace zleva doprava je ziejma. Pokud teorie T neméa model,

je sporna, tj. je z ni dokazatelny 1 systematickym tablem 7. Jelikoz je ~
konecné, je | dokazatelny z néjaké kone¢né T’ C T, tj. T nema model. [J
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Nestandardni model pfirozenych Cisel

Necht N = (N, S, +, -, 0, <) je standardni model pfirozenych Cisel.

Ozna¢me Th(N) mnozinu v8ech pravdivych sentenci v N. Pro n € N oznacme
nterm S(S(--- (S(0) - --), tzv. n-ty numeral, kde S je aplikovano rn-krat.

Uvazme nasleduijici teorii T, kde c¢ je novy konstantni symbol.
T=Th(N)u{n<c|neN}

Pozorovani KaZda konecna ¢4st teorie T ma model.

Tedy dle véty o kompaktnosti ma T model A, jde o nestandardni model
prirozenych Cisel. KaZzda sentence z Th(N) v ném plati, ale zaroveri obsahuje
prvek ¢t vétsi neZ kazdé n € N (tj. hodnota termu n v A).
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RozSifovani teorii
Ukazeme, Ze zavadéni novych pojmi ma ‘pomocny charakter”.
Tvrzeni Necht' T je teorie jazyka L, T’ je teorie jazyka L’ a L C L'.
(i) T’ je extenze T, pravé kdyZ redukt A kaZzdého modelu A’ teorie T’
na jazyk L je modelem teorie T,
(ii) T’ je konzervativni extenze T, je-li T' extenze T a kaZdy model A
teorie T Ize expandovat do jazyka L' na model A’ teorie T'.
Dukaz
(i)a) Je-li T" extenze T a ¢ libovolny axiom T, pak T’ = ¢. Tedy A’ = ¢ a
rovnéz A = ¢, z ¢ehoz plyne, Ze A je modelem T.
(i)b) Je-li Amodelem T a T E ¢, kde ¢ je jazyka L, pak A = ¢ a rovnéz
A’ = . Ztoho plyne, ze T' = ¢ a tedy T’ je extenze T.
(ii) Je-li T' = ¢, kde ¢ je nad L, a A je model T, pak v néjaké jeho expanzi
A" = patedy Al p. ZEhoz T = ¢, tj. T’ je konzervativni. [J
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Extenze o definovany rela¢ni symbol

Necht T je teorie jazyka L, ¥ (x1, ..., X5) je formule jazyka L ve volnych
proménnych x,...,x, a L' je roz§iteni L o novy n-arni relacni symbol R.
Extenze teorie T o definici R formuli ¢ je teorie T’ vznikla pfidanim axiomu

R(x1,..., %) < ¥(X1,...,%n)

Pozorovani KaZdy model teorie T Ize jednoznacné expandovat na model T'.

Dusledek T’ je konzervativni extenze T.

Tvrzeni Pro kaZdou formuli ¢’ nad L’ existuje p nad L, t.Z2. T' = ¢’ > ¢.

Dukaz Kazdou podformuli R(#, ..., t;) nahradime za ¢/ (x1/t, ..., Xu/t),
kde 1’ je vhodna varianta v zaruCujici substituovatelnost vSech terml. [J

Napr. symbol < Ize zavést v jazyce aritmetiky pomoci axiomu
x<y o (3)(x+z=y)
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Extenze o definovany funk¢ni symbol

Necht T je teorie jazyka L a pro formuli ¢(x1, ..., X,, y) jazyka L ve

volnych proménnych xi, ..., x,, y plati
TE @y)v(xa,....xnY) (existence)
TEYX,. .., Xn,Y) A U(X,...,Xn,2) — Yy=2 (jednoznacnost)

Oznacme L' rozSiteni L o novy n-arni funkéni symbol f.
y

Extenze teorie T o definici f formuli 1) je teorie T’ vznikla pfidanim axiomu
fx,....x) =y < ¥(x1,...,%n,¥)

Poznamka Je-li+ tvaru t(x,, ..., x,) =y, kde x1, ..., X, jsou proménné
termu t, podminky existence a jednoznacnosti plati.

Napf. binarni funkéni symbol — Ize zavést pomoci + a unarniho — axiomem
X=y=2z < x+(-y) ==z
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Extenze o definovany funkcni symbol (pokr.)

Pozorovani KaZdy model teorie T Ize jednoznacné expandovat na model T'.

Dusledek T’ je konzervativni extenze T.

Tvrzeni Pro kaZdou formuli ¢’ nad L' existuje p nad L, t.2. T' = ¢’ > ¢.
Dikaz Staci uvazit ¢’ s jedinym vyskytem f. Ma-li ¢’ vice vyskytu f, Ize
postup aplikovat induktivné. Oznaéme ¢* formuli vzniklou z ¢’ nahrazenim
termu f(#,...,t,;) za novou proménnou z. Za ¢ vezmeme formuli
(Fz)(p* A W' ()t ... X0/ e, Y/ 2)),

kde v’ je vhodna varianta 1) zaruCujici substituovatelnost véech termd.
Necht A je model T’, e je ohodnoceni, a = f*(f, ..., t,)[e]. Diky obéma
podminkam plati A = ¢/ (x1/t, ..., X/ tn, y/2)|e] pravé kdyz e(z) = a. Tedy

AEyle & AEyle(z/a) & AR
pro kazdé ohodnoceni e, tj. A= ¢’ <> patedy T' = ¢ < . O
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Extenze o definice

Teorie T’ jazyka L' je extenze teorie T jazyka L o definice, pokud vznikla
z T postupnou extenzi o definici relaéniho ¢&i funkéniho symbolu.
Dusledek Necht T' je extenze teorie T o definice. Pak

@ kaZdy model teorie T Ize jednoznacné expandovat na model T’,

@ T’ je konzervativni extenze T,

@ pro kazdou formuli ¢’ nad L' existuje p nad L takova, Zze T' |= ¢’ <> .
Napf. vteoriiT = {(3y)(x+y=0),(x+y=0)A(x+2z2=0) — y =z} nad
L = (+,0,<) s rovnosti Ize zavést < a unarni funkcni symbol — axiomy

—X=) < x+y=0
X<y < x<yA-(x=Y)
Pak formule —x < y je v této extenzi o definice ekvivalentni formuli
(F2)((z<y A =(z=Yy)) AN x+2=0).
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Ekvisplnitelnost

Ukazeme, Ze problém spinitelnosti Ize redukovat na oteviené teorie.
@ Teorie T, T’ jsou ekvispinitelné, jestlize T ma model < T’ ma model.

@ Formule ¢ je v prenexnim (normalnim) tvaru (PNF), ma-li tvar

(Q1x1) ... (Quxn)¢',
kde Q; znac&i V nebo 3, proménné x, ..., X, jSou navzajem rizné a ¢’
je oteviena formule, zvana oteviené jadro. (Qi1x1) ... (Qnxy) je tzv. prefix.

@ Specialng, jsou-li vSechny kvantifikatory V, je ¢ univerzalni formule.

K teorii T nalezneme ekvisplnitelnou otevienou teorii ndasledujicim postupem.
(1) Axiomy teorie T nahradime za ekvivalentni formule v prenexnim tvaru.

(2) Pomoci novych funk&nich symboll je pfevedeme na ekvisplnitelné
univerzalni formule, tzv. Skolemovy varianty.

(3) Jejich oteviena jadra budou tvofit hledanou teorii.
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Vytykani kvantifikatort

Necht Q znaé&i kvantifikator ¥ nebo 3 a Q znadi opaény kvantifikator.
Pro kazdé formule ¢, ¢ takové, ze x neni volna ve formuli v,

—(Qx)p «+ (Qx)—p
Qx)p AN )

=
= )
= (Qx)p =)
= (V= (Q)y)
Uvedené ekvivalence Ize ovérit sémanticky nebo dokazat tablo metodou
(pfes generalni uzaver, neni-li to sentence).

—
<~
—
<~

Poznamka Predpoklad, Ze x neni volna ve formuli+ je v kaZzdé ekvivalenci
(kromé té prvni) nutny pro néjaky kvantifikator Q. Napf.

% ((Ex)P(x) A P(x)) < (3x)(P(x) A P(x))
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Pfevod na prenexni tvar

Tvrzeni Necht ¢’ je formule vznikla z formule ¢ nahrazenim nékterych
vyskyti podformule ) za formuli+)’. Jestlize T =1 < /', pak T = ¢ > ¢'.
Dikaz Snadno indukci dle struktury formule . [

Tvrzeni Ke kazdé formuli ¢ existuje ekvivalentni formule ¢’ v prenexnim
normalnim tvaru, tj. = ¢ < ¢’

Dikaz Indukci dle struktury ¢ pomoci vytykani kvantifikatorti, nahradou
podformuli za jejich varianty a vyuzitim pfedchoziho tvrzeni o ekvivalenci. [

Napr. ((Vz2)P(x,2) N P(y,2)) — —(3x)P(x,y)

(Vu)P(x, 1) A P(y.2)) — (vx)-P(x,y)

(Vu)(P(x, u) A P(y,2)) — (Vv)=P(v,y)

Cu)(P(x,u) N P(y,2)) — (Vv)=P(v,y))
Cu)(vu)((P(x,u) A P(y,2)) = =P(v,y))
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Skolemova varianta

Necht ¢ je sentence jazyka L v prenexnim normalnim tvaru, yi, ..., ¥n

jsou existencnée kvantifikované proménné ve ¢ (v tomto poradi) a pro kazdé
i < nnecht xi,..., X, jsou univerzalné kvantifikované proménné pred y;.
Ozna¢me L’ rozs§iteni L o nové n;-arni funkéni symboly f; pro kazdé i < n.

Necht ¢ je formule jazyka L', jez vznikne z formule ¢ odstranénim (3y;)
z jejiho prefixu a nahrazenim kazdého vyskytu proménné y; za term
filx1, ..., x,,). Pak formule ¢ se nazyva Skolemova varianta formule .

Napf. pro formuli

(Fy1) (V1) (Vxz) (Fy2) (Vs ) R(y1, X1, Xz, Yo, X3)
je nasleduji formule s jeji Skolemovou variantou

(vxl )(vxz)(vxf)’)R(f] » X1, Xz,ﬁ(X] 3 .sz), X3),
kde fi je novy konstantni symbol a f, je novy binarni funkcni symbol.
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Vlastnosti Skolemovy varianty

Lemma Necht ¢ je sentence (Vx;) ... (Vx,)(3y)v jazyka L a ¢’ je sentence
(Vx1) ... (VX)) (y/f(x1,...,%n)), kde f je novy funkéni symbol. Pak

(1) redukt A kaZzdého modelu A’ formule ¢’ na jazyk L je modelem o,

(2) kazdy model A formule ¢ Ize expandovat na model A’ formule ¢'.

Poznamka Na rozdil od extenze o definici funkéniho symbolu, expanze
v tvrzeni (2) tentokrat nemusi byt jednoznacna.

Dikaz (1) Necht A" |= ¢ a A je redukt A’ na jazyk L. Jelikoz pro kazdé
ohodnoceni e je A = y[e(y/a)], kde a = (f(x1,...,x,))" [e], plati A |= .
(2) Necht A |= . Pak existuje funkce f4: A" — A takova, Ze pro kazdé
ohodnoceni e plati A |= ¢[e(y/a)], kde a = fA(e(x1), ..., e(x,)), atedy
expanze A’ struktury A o funkci f4 je modelem '. [

Dusledek Je-li ¢’ Skolemova varianta formule ¢, obé tvrzeni (1) a (2)
pro , ©' rovnéz plati. Tedy o, ©' jsou ekvisplnitelné.
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Skolemova véta

Véta KaZda teorie T ma otevienou konzervativni extenzi T*.
Dukaz Lze pfedpokladat, Zze T je v uzavieném tvaru. Necht' L je jeji jazyk.
@ Nahrazenim kazdého axiomu teorie T za ekvivalentni formuli
v prenexnim tvaru ziskame ekvivalentni teorii 7°.
@ Nahrazenim kazdého axiomu teorie T° za jeho Skolemovu variantu

v rv

ziskame teorii T’ rozSifeného jazyka L'.

@ Jelikoz je redukt kazdého modelu teorie T’ na jazyk L modelem teorie T,
je T' extenze T.

@ Jelikoz i kazdy model teorie T Ize expandovat na model teorie T”, je to
extenze konzervativni.

@ Jelikoz kazdy axiom teorie T’ je univerzalni sentence, jejich nahrazenim
za oteviena jadra ziskame otevienou teorii T* ekvivalentnis T'. [

Dusledek Ke kaZdé teorii existuje ekvispinitelna oteviena teorie.
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Redukce nesplnitelnosti na troven VL
Je-li oteviena teorie nesplnitelna, Ize to “doloZit na konkrétnich prvcich”.
Napf. teorie

T= {P(x7y) \/R(x,y), ﬁP(CJ/L jR(x'/f(x))}

jazyka L = (P, R, f, c) nema model, coz Ize dolozit nesplnitelnou konjunkci
kone¢né mnoha instanci (nékterych) axiomu teorie T v konstantnich termech

(P(c,f(c)) V R(c, f(c))) A =P(c,f(c)) N =R(c, f(c)),
coz je Iziva formule ve tvaru vyroku
(pVvr) A =p A T,
Instance ¢(x; /1, ..., x,/1,) oteviené formule ¢ ve volnych proménnych
X1,..., Xy je zakladni (ground) instance, jsou-li vSechny termy #,..., ¢,

konstantni. Konstantni termy nazyvame také zakladni (ground) termy.
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Herbrandiv model

Necht L = (R, F) je jazyk s alespon jednim konstantnim symbolem.
(Je-li tfeba, do L pfidame novy konstantni symbol.)

@ Herbrandovo univerzum pro L je mnozina v§ech konstantnich terml z L.

Napf. pro L = (P, f,c), kde P je relacni, f je binarni funkcni, ¢ konstantni
A={c.f(c.c).f(f(c,0),0).f(e.f(c.0).f(f(c.c).f(c.c))....}

@ Struktura A pro L je Herbrandova struktura, je-li doména A Herbrandovo

univerzum pro L a pro kazdy n-arni funkéni symbol f € Fa t,...,t, € A,
A, t)=f(t,... t)

(vEetné n = 0, 1j. ¢* = ¢ pro kazdy konstantni symbol c).
Poznamka Na rozdil od kanonické struktury nejsou pfedepsané relace.
Napf. A = (A, PA fA ¢, kde PA =0, ¢* = caf?(c,c) = f(c,c), ....

@ Herbranduv model teorie T je Herbrandova struktura, jez je modelem T.
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Herbrandova véta

Véta Necht' T je oteviend teorie jazyka L bez rovnosti a s alespori jednim
konstantnim symbolem. Pak

(a) T ma Herbranduv model, anebo

(b) existuje konec¢né mnoho zakladnich instanci axiomt z T, jejichZ
konjunkce je nesplinitelna, a tedy T nema model.

Dukaz Necht T’ je mnozina vSech zakladnich instanci axiomud z T. Uvazme
dokoncené (napf. systematické) tablo  z T’ v jazyce L (bez pfidavani novych
konstant) s polozkou F_L v kofeni.
@ Obsahuje-li tablo 7 bezespornou vétev V, kanonicky model z vétve V je
Herbrandovym modelem teorie T.

@ Jinak je 7 sporné, ti. T’ - L. Navic je koneCné, tedy L je dokazatelny jen
z kone¢né mnoha formuli T', 1j. jejich konjunkce je nesplnitelna. [

Poznamka V pfipadé jazyka L s rovnosti teorii T rozsifime na T* o axiomy
rovnosti pro L a pokud T* méa Herbrandtv model A, zfaktorizujeme ho dle =*.
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Duasledky Herbrandovy véty

Necht L je jazyk obsahujici alespon jeden konstantni symbol.

Dusledek Pro kaZdou otevienou ¢(xy, ..., x,) jazyka L je (3x1) ... (3xn)e
pravdiva, pravé kdyZz existuji konstantni termy t;; jazyka L takove, Ze

je (vyrokova) tautologie.

Dukaz (3x1)...(3xn)e je pravdivd < (Vxi) ... (Vx,)—p je nesplnitelnd <
- je nesplnitelnd. Ostatni vyplyva z Herbrandovy véty pro —¢. [

Dusledek Oteviena teorie T jazyka L ma model, prave kdyz teorie T’
vsech zakladnich instanci axiomu z T ma model.

Dikaz Ma-li T model A, plati v ném kazda instance kazdého axiomu z T,
tedy A je modelem T’. Nema-li T model, dle H. véty existuje (konecné)
formuli z T’, jejichZ konjunkce je nesplnitelna, tedy T/ nema model. [
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Rezoluéni metoda v PL - Uvod

@ Zamitaci procedura - cilem je ukazat, ze danéa formule (Ci teorie)
je nesplnitelna.

@ Predpoklada oteviené formule v CNF (v mnozinové reprezentaci).
Literal je (tentokrat) atomicka formule nebo jeji negace.
Klauzule je kone€na mnozina literald, O znadi prazdnou klauzuli.
Formule (v mnoZinové reprezentaci) je mnozina (i nekone¢na) klauzuli.

Poznamka KaZdou formuli (teorii) umime pfevést na ekvisplnitelnou
otevienou formuli (teorii) v CNF, tj. na formuli v mnoZinové reprezentaci.

@ Rezolucni pravidlo je obecnéjsi - umoznuje rezolvovat pres literaly,
které jsou unifikovatelné.

@ Rezoluce v PL je zalozena na rezoluci ve VL a unifikaci.
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Gred
Lokalni vyznam proménnych

Proménné v ramci klauzule miZzeme pfejmenovat.
Necht ¢ je (vstupni) oteviena formule v CNF.
@ Formule ¢ je splnitelnd, pravé kdyz jeji generalni uzavér ¢’ je splnitelny.
@ Pro kazdé formule 1, x a proménnou x
E ()@ AX) & (YX)PA (VX)X
(i kdyz x je volna v ¢ a x zaroven).
@ Kazdou klauzuli ve ¢ Ize tedy nahradit jejim generalnim uzavérem.

@ Uzavéry klauzuli Ize variovat (pfejmenovat proménné).

Napf. variovanim druhé klauzule v (1) ziskame ekvisplnitelnou formuli (2).
(1) {{P(x), Qx,y)}, {=P(x), ~Q(y, X)} }
(2) {{P(x), Qx,y)}, {=P(v), ~Q(u, v) }}
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Prima redukce do VL

Herbrandova véta umoZriuje nasledujici postup. Je ale znacné neefektivni.

@ Necht S je (vstupni) formule v mnozinové reprezentaci.
@ Lze predpokladat, ze jazyk obsahuje alespon jeden konstantni symbol.
@ Necht' S’ je mnozina vSech zakladnich instanci klauzuli z S.

@ Zavedenim prvovyrokUl pro kazdou atomickou sentenci Ize S’ pfevést na
(pfipadné nekoneénou) vyrokovou formuli v mnozinové reprezentaci.

@ Rezoluci na Grovni VL ovéfime jeji nesplnitelnost.

Napr. pro S = {{P(x,y), R(x,y)}, {=P(c,y)}, {~R(x,f(x))}} je
§" = {{P(c,c),R(c, o)}, {P(c, f(c)), R(c, f(e)}, {P(f(c), f(c), R(f(c). f(e))} -,
{=P(c, )}, {=P(c. f(c)},- ... {~R(c. f(e)}, {-R(f(e), f(f(c))}- - }

nesplnitelna, nebot na udrovni VL je

S 2 {{P(c.f(c), R(c. f(e)} {~P(c. f(e)}, {=R(c. f(¢)}} Fr O
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zoluéni metoda v PL  IRSTINE (1 (6%

Substituce - priklady

vvvvv

a) {P(x),Q(x,a)}, {=P(y),~Q(b,y)} substituci x/b, y/a dostaneme
{P(b),Q(b,a)}, {—~P(a),-Q(b,a)} a z nich rezoluci {P(b),—P(a)}.
Nebo substituci x/y a rezoluci dle P(y) dostaneme {Q(y. a),~Q(b,y)}.

b) {P(x),Q(x,a),Q(b,y)}, {=P(v),-Q(u,v)} substituce x/b, y/a, u/b, v/a
dava {P(b),Q(b,a)}, {—-P(a),~Q(b,a)} a z nich rezoluci {P(b), —P(a)}.

c) {P(x),Q(x,2)}, {-P(y),~Q(f(y),y)} substituci x/f(z), y/z dostaneme
{P(f(2)), Qf(2), 2)}, {~P(2), ~Q(f(2), 2) } az nich {P(f(2)), ~P(2)}.

P¥i substituci x/f(a), y/a, z/a dostaneme {P(f(a)), Q(f(a),a)},
{=P(a),~Q(f(a),a)} a z nich rezoluci {P(f(a)), ~P(a)}. Pfedchozi
substituce je ale obecnéjsi.
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Substituce

@ Substituce je (kone€nd) mnozina o = {x;/t,...,x,/t,}, kde x; jsou
navzajem rdzné promenné a t; jsou termy, pficemz t; neni x;.

@ Jsou-li vSechny termy t; konstantni, je o zakladni substituce.
@ Jsou-li t; navzajem r(izné proménné, je o pfejmenovani promennych.
@ Vyrazje literél nebo term. (Substituci Ize aplikovat na vyrazy.)

@ Instance vyrazu E pfi substitucioc = {x;/t1,...,x,/t,} je vyraz Ec
vznikly z E sou¢asnym nahrazenim vSech vyskytd proménnych x; za t;.

@ Pro mnozinu vyraz(i S oznamé So mnozinu instanci Eo vyrazd E z S.
Poznamka JelikoZ substituce je sou¢asna pro vsechny proménné zaroven,
pfipadny vyskyt promenné x; v termu t; nevede k zfetézeni substituci.
Napr. pro S = {P(x), R(y, z)} a substitucioc = {x/f(y,z),y/x,z/c} je

So = {P(f(y.2)), R(x, 0)}.
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Skladani substituci

Zadefinujeme o tak, aby E(ot) = (Eo)T pro kaZdy vyraz E.
Napr. pro E = P(x,w, u), o = {x/f(y), w/v}, T ={x/a,y/g(x),v/w, u/c} je
Eo = P(f(y),v,u), (Eo)r = P(f(g(x)), w,c).
Pak by mélo bytor = {x/f(g(x)),y/g(x),v/w, u/c}.
Pro substituce o = {x;/t1,....,xp/tn} @7 ={)1/S1,...,Yn/Sn} definujeme
or ={x;/tir | x; € X, x;neni ;7 U{y;/s;i | yj € Y\ X}

sloZenou substitucio at,kde X = {x1,...,x,}aY ={y1,...,Ym}-

Poznamka Skladani substituci neni komutativni, napf. pro uvedené o a r je

To ={x/a,y/8(f(y)) u/c,w/v} # or.
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Skladani substituci - vlastnosti

Ukazeme, Ze definice vyhovuje nasemu poZadavku a skladani je asociativni.
Tvrzeni Pro kazdy vyraz E a substituce o, T, o plati
(i) (Eo)T = E(o7),
(ii) (o7)o = o(70).
Dikaz Necht o = {x;/t,....xp/tn} @7 ={)1/S1,...,Ym/Sm}. Staci uvazit
pfipad, kdy E je proménnd, feknéme v.
(i) Je-li v proménnd x; pro néjaké i, je vo = t; a (vo)T = t;7, COZ je v(oT)
dle definice or. Jinak vo = v a (vo)r = vr.
Je-li v proménna y; pro néjaké j, je dale (vo)r = vr = s;, coZ je v(oT)
dle definice o7. Jinak (vo)T = vr = v a zaroven v(oT) = V.
(ii) Opakovanym uzitim (i) dostaneme pro kazdy vyraz E,
E((o7)o) = (E(o7))o = ((Eo)T)e = (Eo)(70) = E(o(70)). O
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Unifikace

Necht S = {Ei, ..., E,} je (kone¢nd) mnozina vyrazu.

@ Unifikace pro S je substituce o takova, ze Eyo = Fyo = -+ - = E,0,
tj. So je singleton.
@ S je unifikovatelna, pokud ma unifikaci.

@ Unifikace o pro S je nejobecnéjsi unifikace (mgu), pokud pro kazdou
unifikaci 7 pro S existuje substituce ) takova, ze 7 = o \.

Napr. S = {P(f(x),y), P(f(a), w)} je unifikovatelna pomoci nejobecnéjsi
unifikace o = {x/a,y/w}. Unifikaci 7 = {x/a, y/b, w/b} dostaneme jako o\
pro A = {w/b}. T neni mgu, nelze z ni ziskat unifikaci o = {x/a,y/c, w/c}.

e

Pozorovani Jsou-li o, T rizné nejobecnéjsi unifikace pro S, lisi se pouze
pfejmenovanim proménnych.
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Unifikacni algoritmus

Necht S je (kone€na) neprazdna mnozina vyraz( a p je nejlevejsi pozice,
na které se néjaké dva vyrazy z S lisi. Pak neshoda v S je mnozina D(S)
podvyrazli za¢inajicich na pozici p ze vSech vyrazi v S .

NapF. pro S = {P(x,y), P(f(x), 2). P(z. f(x))} je D(S) = {x.f(x), z}.

Vstup Neprazdna (koneCnd) mnozina vyrazu S.

Vystup Nejobecnéjsi unifikace o pro S nebo “S neni unifikovatelna”.
(0) Necht Sy := S, 09 :=0, k:=0. (inicializace)
(

1) Je-li S singleton, vydej substituci o = ggo; - - - 0. (mgu pro S)
(2) Zjisti, zda v D(Sy) existuje proménna x a term ¢ neobsahujici x.
)

)

(3) Pokud ne, vydej “S neni unifikovatelna”.
(4) Jinak oyyq = {x/t}, Skr1 = Skoks1, k:=k+ 1 ajdina(1).

Poznamka Test vyskytu proménné x v termu t v kroku (2) miZe byt “drahy’.
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Rezoluéni metoda v PL Unifikace
Unifika¢ni algoritmus - priklad

S={P(f(y,8(2)), h(D)), P(f(h(w),g(a)),t), P(f(h(b),g(2)),¥)}
1) So = S neni singleton a D(Sy) = {y, h(w), h(b)} obsahuje term h(w) a
proménnou y nevyskytujici se v h(w). Pak o1 = {y/h(w)}, S1 = Spo1, 1j.
S1 = {P(f(n(w),8(2)), h(D)), P(f(h(w), g(a)),1), P(f(h(b),g(2)), h(w))}.
2) D(S1) = {w, b}, o2 = {w/b}, S = Si02, 1j.
S = {P(f(I(b),8(2)), h(D)), P(f(h(D),g(a)),t)}.
3) D(S) = {z,a}, o5 = {z/a}, S3 = S03, 1.
Ss = {P(f(h(D),g(a)), h(b)), P(f(h(b),g(a)), )},
4) D(S3) = {h(b), t}, o4 = {t/h(b)}, S4 = S304, 1j.
Sa = {P(f(h(D),g(a)), (b))}
5) 84 je singleton a nejobecnéjsi unifikace pro S je

o ={y/Mw){w/b}{z/a}{t/h(b)} = {y/h(D), w/b,z/a, t/h(b)}.
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UnifikaCni algoritmus - korektnost

Tvrzeni Pro kaZdé S unifikacni algoritmus vyda po kone¢né mnoha krocich

korektni vysledek, tj. nejobecnéjsi unifikaci o pro S nebo pozna, Ze S neni
unifikovatelna. (x) Navic, pro kazdou unifikaci T pro S plati, Ze T = o.
Dikaz V kazdém kroku eliminuje jednu proménnou, nékdy tedy skonci.

@ Skonci-li neaspéchem po k krocich, nelze unifikovat D(S;), tedy ani S.

@ Vyda-lio = ggo1 - - - 0y, j€ o evidentné unifikace pro S.

@ Dokazeme-li, Ze o ma vlastnost (x), je o nejobecnéjsi unifikace pro S.

1) Necht 7 je unifikace pro S. UkdZeme, 2e 7 = ogo; - - - o;7 pro kazdé i < k.

(

(2) Proi=0plati (1). Necht o, = {x/t}, pfedpokladejme 7 = g¢o; - - - 0;7.
(3) Stadi dokazat, ze vo;17 = vT pro kazdou proménnou v.

(4) Pro v # x je voirq = v, tedy plati (3). Jinak v = x a vojy; = X011 = t.
(5) Jelikoz 7 unifikuje S; = Sogo; -+ - 0; @a proménna x i term ¢ jsou v D(S;),

musi 7 unifikovat x a ¢, tj. 7 = x, jak bylo pozadovano pro (3). O
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Obecné rezolucni pravidlo

Necht klauzule C;, G, neobsahuji stejnou proménnou a jsou ve tvaru
C=CU{A,...,A}, G=CU{-By,...,mBn},
kde S = {A,,... Ay, By,..., By} Ize unifikovat a n, m > 1. Pak klauzule
C=CjoUCCpo,

kde o je nejobecnéjsi unifikace pro S, je rezolventa klauzuli C; a G,.

Napf. v klauzulich { P(x), Q(x,z)} a {=P(y), ~Q(f(¥),y)} Ize unifikovat

S={Q(x,z), Q(f(¥),y)} pomoci nejobecng&jsi unifikace o = {x/f(y),z/y}
a ziskat z nich rezolventu {P(f(y)), ~P(y)}.

Poznamka Podmince o riznych proménnych Ize vyhovét pfejmenovanim
promeénnych v ramci klauzule. Je to nutné, napf. z {{P(x)},{—-P(f(x))}}
Ize po pfejmenovani ziskat O, ale { P(x), P(f(x))} nelze unifikovat.
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Rezoluéni dikaz

Pojmy zavedeme jako ve VL, jen navic dovolime pfejmenovani proménnych.

@ Rezolucni dikaz (odvozeni) klauzule C z formule S je kone¢na
posloupnost Gy, ..., C, = C takova, Ze pro kazdé i < n je C; = Clo,
kde C; € S a o je pfejmenovani proménnych, nebo je C; rezolventou
néjakych dvou predchozich klauzuli (i stejnych).

@ Klauzule C je (rezoluci) dokazatelna z S, psano S - C, pokud ma
rezoluéni diukaz z S.

@ Zamitnuti formule S je rezolu¢ni dilkaz [0 z S.

@ S je (rezoluci) zamitnutelna, pokud S g .

Poznamka Eliminace vice literalt najednou je nékdy nezbytna, napf.
S={{P(x),P(y)},{-P(x),~P(y)}} je rezoluci zamitnutelna, ale nema
zamitnuti, pfi kterém by se v kazdém kroku eliminoval pouze jeden literal.
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zoluéni metoda v PL Rezoluéni dikaz

Priklad rezoluce

Mé&jme teorii T = {—P(x,x), P(x,y) — P(y,x), P(x,y) N P(y,z) — P(x,2)}.
Je T = (3x)—P(x, f(x))? Tedy, je nasledujici formule T’ nesplnitelnd?

T = {{_‘P(x7 x)},{ﬁP(x,y).,P(y, X)},{—\P(X7y),—\P(y, Z>7P(x7 Z)}v{P(x7f(x>)}}

e / \

{P(z,z) {=P(', o)}
//m/x\
{=P(f(z),2 {P(f(), ")}
i), N @~
{=P(x,y), =Py, 2), P(x, 2)} @)y {=Py), Py, o)} {P(, f(27)}
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Korektnost rezoluce

Nejprve ukazeme, Ze obecné rezolucni pravidlo je korektni.

Tvrzeni Necht C je rezolventa klauzuli C;, G,. Pro kazdou L-strukturu A,
AEC a A=EG = AEC

Dikaz Necht C, = C{ U {A,,... Ay}, G = CU{=By,...,~Bu}, oje

nejobecnéjsi unifikace pro S = {A;,..., A, By,...., By} a C= CloU Clo.
@ Jelikoz Gy, G, jsou oteviené, platii A = Cio a A E Cyo.
@ Mame Cyo = Cjo U {So}a Go = Clo U {—(So)}.
o Ukazeme, ze A |= Cle] pro kazdé e. Je-li A |= Sole], pak A = Cjole] a
tedy A = Cle]. Jinak A |~ So[e], pak A = Cj{o[e] atedy A |= Cle]. O

Véta (korektnost) Je-li formule S rezoluci zamitnutelna, je S nesplnitelna.

Dikaz Necht S g O. Kdyby A = S pro néjakou strukturu A, z korektnosti
rezoluéniho pravidla by platilo i A = 0O, coz neni mozné. M
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Lifting lemma
Rezolucni dukaz na drovni VL Ize “zdvihnout” na uroveri PL.

Lemma Necht Cf = Cin, C = G jsou zakladni instance klauzuli Cy, G,
neobsahujici stejnou promeénnou a C* je rezolventa C; a C5. Pak existuje
rezolventa C klauzuli C, a G, takova, Ze C* = Crm» je zakladni instance C.

Dukaz Prtedpokladejme, ze C* je rezolventa C;, C; pfes literal P(#, ..., &).

@ Paklzepsat C, = C/ U{A,,....A,}aC = CU{-B,,...,~ By}, kde

{A,...,Aptm ={P(tr,..., tx)} a{=By,...,~Byu}tm = {=P(t1, ..., t)}.
@ Tedy (m172) unifikuje S = {A,..., A, B1,..., By} aje-lic mgu pro S
z unifikaéniho algoritmu, pak C = C{o U Cjo je rezolventa C; a G,.
@ Navic (1172) = o(m172) z vlastnosti () pro ¢ a tedy
Crimy = (Clo U Cyo)rima = Clomima U Coorime = Cimp U Comy
=(CG\{A,...., A} )1 U (G \{-B1,...,Bn})7
= (

CI\{P(t1,....t6) ) U(CG\{=P(tr,....,x)}) =C*. O
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Rezoluéni metoda v PL Korektnost a tplnost
s

Dusledek Necht' S’ je mnoZina vsech zakladnich instanci klauzuli formule S.
Je-li §' =g C’' (na drovni VL), kde C' je zakladni klauzule, pak existuje
klauzule C a zakladni substituce o t.Z. C' = Co a S+x C (na drovni PL).

Dikaz Indukci dle délky rezoluéniho odvozeni pomoci lifting lemmatu. [

Véta (uplnost) Je-li formule S nesplnitelnd, je S x CJ.

Dikaz Je-li S nesplnitelna, dle (dusledku) Herbrandovy véty je nesplnitelnd i
mnozina S’ vSech zakladnich instanci klauzuli z S.

@ Dle uplnosti rezolu¢ni metody ve VL je S’ -z O (na Urovni VL).

@ Dle predchoziho dusledku existuje klauzule C a substituce o takova, ze
0= Co a Stg C (nadrovni PL).

@ Jedina klauzule, jejiz instance je O, je klauzule C=0. N1
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Linearni rezoluce

Stejné jako ve VL, rezolucni metodu Ize znacne omezit (bez ztraty uplnosti).

@ Linearni dukaz klauzule C z formule S je kone¢na posloupnost dvojic
(Co,Bo), - - -, (Cy, By) t.2. Gy je varianta klauzule v S a pro kazdé i < n

i) B, je varianta klauzule v S nebo B; = C; pro néjaké j < i, a

ii) Ciy1 je rezolventa C; a B;, kde C,.1 = C.
@ C je linedrné dokazatelna z S, psano S+ C, ma-li linearni dikaz z S.
@ Linearni zamitnuti S je linearni dikaz O z S.

@ Sje linearné zamitnutelna, pokud S O1.

Véta S je linearné zamitnutelna, pravé kdyZz S je nesplnitelna.

Dukaz (=) Kazdy linearni dikaz Ize transformovat na rezolu¢ni dikaz.
(<) Plyne z Uplnosti linearni rezoluce ve VL (nedokazovano), nebot lifting
lemma zachovava linearitu odvozeni. [
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LI-rezoluce

Stejné jako ve VL, pro Hornovy formule muZeme linearni rezoluci dal omezit.
@ Ll-rezoluce (“linear input”) z formule S je linearni rezoluce z S, ve které
je kazda bocni klauzule B; variantou klauzule ze (vstupni) formule S.

@ Je-li klauzule C dokazatelna LI-rezoluci z S, piSeme S +;; C.

@ Hornova formule je mnozina (i nekone¢na) Hornovych klauzuli.

@ Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvySe jeden pozitivni literal.

@ Faktje (Hornova) klauzule {p}, kde p je pozitivni literdl.

@ Pravidlo je (Hornova) klauzule s pravé jednim pozitivnim a aspon jednim
negativnim literalem. Pravidla a fakta jsou programové klauzule.

@ Cilje neprazdna (Hornova) klauzule bez pozitivniho literalu.

Véta Je-li Hornova T splnitelna a T U {G} nesplnitelna pro cil G, lze O
odvodit LI-rezoluci z T U { G} zacinajici G.

Dikaz Plyne z Herbrandovy véty, stejné véty ve VL a lifting lemmatu. [J

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XI ZS 2016/2017 9/18



Linearni rezoluce a LI-rezoluce
Program v Prologu

Program (v Prologu) je Hornova formule obsahujici pouze programové
klauzule, tj. fakta nebo pravidla.

syn(X,Y) :— otec(Y, X), muz(X). {syn(X,Y), —otec(Y, X), ~muz(X)}
syn(X,Y) :— matka(Y, X), muz(X). {syn(X,Y), - matka(Y, X ), ~muz(X)}
muz(jan). {muz(jan)}

otec(jiri, jan). {otec(jiri, jan)}

matka(julie, jan). {matka(julie, jan)}

?7— syn(jan, X) P (3X)syn(jan,X) ? {=syn(jan, X)}

Zajima nas, zda dany existencni dotaz vyplyva z daného programu.
Dusledek Pro program P acil G = {-A,,...,—A,} vproménnych Xy, ..., Xy,
(1) PE(3Xy)...(3Xn) (A1 A ... AN Ay), pravé kdyZ
(2) O Ize odvodit LI-rezoluci z P U { G} zacinajici (variantou) cile G.
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Lineérni rezoluce a LI-rezoluce
LI-rezoluce nad programem

Je-li odpoved’ na dotaz kladna, chceme navic znat vystupni substituci.

Vystupni substituce o Ll-rezoluce O z P U { G} zadinajici G = {—4;,

je slozeni mgu v jednotlivych krocich (jen na proménné v G). Plati,
PE (A N...NAp)o.

Ay

{=syn(jan, X)} {syn(X",Y"), motec(Y', X'), ~muz(X')}
X'/jan|Y'/X

{-otec(X, jan), ~muz(jan)} {muz(jan)}  {=syn(jan,X)} {syn(X",Y"), ~matka(Y’', X'), ~muz(X')}
X'/jan ‘ Y'/X

{—otec(X, jan)} {otec(jiri, jan)} {—matka(X, jan), ~muz(jan)} {muz(jan)}
X/jiri | — |
] {—matka(X, jan)}  {matka(julie, jan)}
Xfjutie | ___—
a) b) O

Vystupni substituce a) X = jiri, b) X = julie.
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Axiomaticky pristup
@ zakladni logické spojky a kvantifikatory: -, —, (Vx) (ostatni odvozené)
@ dokazuji se libovolné formule (nejen sentence)
@ logické axiomy (schémata logickych axiom()
(i) o= (W )
(i) (p—= @ —=x) = (=)= (p—x)
(iii) (e = =) = (¥ = ¢)

(iv) (Vx)p — o(x/t) je-li t substituovatelny za x do ¢
(v) (Vx)(p = ) = (p = (Vx)¢) neni-li x volna proménna ve ¢
kde ¢, 1, x jsou libovolné formule (daného jazyka), t je libovolny term a

x je libovolna proménna.

~

@ je-li jazyk s rovnosti, mezi logické axiomy patfi navic axiomy rovnosti
@ odvozovaci (deduktivni) pravidla
0, =Y
(g

(modus ponens), —— (generalizace)

(Vx)p
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. o
Pojem dukazu

Dukaz (Hilbertova stylu) formule ¢ z teorie T je konec¢na posloupnost
©o, - - -, pn = w formuli takova, Zze pro kazdé i < n

@ o; je logicky axiom nebo ¢; € T (axiom teorie), nebo

@ ¢; Ize odvodit z pfedchozich formuli pomoci odvozovacich pravidel.

Formule ¢ je dokazatelnav T, ma-liddkaz z T, zna¢ime T g .

Véta Pro kaZdou teorii T a formulip, Tty = T = .
Dukaz
@ Je-li p € T nebo logicky axiom, je T = ¢ (logické axiomy jsou tautologie),
@ jestize TEpaTEp— 1, pak T | 9, tj. modus ponens je korektni,
@ jestlize T |= ¢, pak T = (Vx)yp, tj. pravidlo generalizace je korektni,
@ tedy kazda formule vyskytujici se v dikazu z T plativ T. [

Poznamka Plati i dplnost, tj. T |= ¢ = T bu ¢ pro kaZdou teorii T a formuli ¢.
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Teorie struktury

Mnohdy nas zajima, co plati v jedné konkrétni strukture.

Teorie struktury A je mnozina Th(.A) sentenci (stejného jazyka) platnych v A.
Pozorovani Pro kazdou strukturu A a teorii T jazyka L,
(i) Th(A) je kompletni teorie,
(ii) je-li A= T, je Th(A) jednoducha (kompletni) extenze teorie T,
(iii) je-li A= T a T je kompletni, je Th(A) ekvivalentni s T,
tj. 01 (T) = Th(A).

Napf. proN = (N, S, +, -, 0, <) je Th(N) je aritmetika pfirozenych cisel.

Poznamka Pozdéji uvidime, Ze ackoliv je Th(N) kompletni teorie, je
(algoritmicky) nerozhodnutelna.
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Elementarni ekvivalence

@ Struktury A a B jazyka L jsou elementarné ekvivalentni, psano A = 13,
pokud v nich plati stejné formule (jazyka L), tj. Th(.A) = Th(B).
Napf. (R, <) = (Q, <), ale (Q, <) # (Z, <), nebot v (Z, <) mé kazdy
prvek bezprostiedniho naslednika, zatimco v (Q, <) ne.

@ T je kompletni, pravé kdyZz ma az na el. ekvivalenci pravé jeden model.

Napr. teorie DeLO hustych linedrnich uspofadani bez konct je kompletni.

Zajima nas, jak vypadaji modely dané teorie (aZ na elementarni ekvivalenci).

Pozorovani Pro modely A, B teorie T plati A = B, prave kdyz Th(A), Th(B)
jsou ekvivalentni (jednoduché kompletni extenze teorie T).

Poznamka Lze-li efektivné (rekurzivne) popsat pro efektivné danou teorii T,
jak vypadaji vSechny jeji kompletni extenze, je T (algoritmicky) rozhodnutelna.
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Jednoduché kompletni extenze - priklad

Teorie DeLO* hustého linearniho usporadani jazyka L = (<) s rovnosti je

x<x

X<y AN y<x — x=Yy
X<y Ny<z — x<z
x<y V y<x

x<y —
(3x)(3y) (x # y)

kde ‘'x < y' jezkratkaza'x <y A x# ¥’

(Fz) (x<z N z<Yy)

(reflexivita)
(antisymetrie)
(tranzitivita)
(dichotomie)
(hustota)
(netrivialita)

Oznagme o, 1) sentence (3x)(Vy)(x < y), resp. (3x)(Vy)(y < x). Uvidime, ze

DeLO = DeLO* U {—p, )},
DeLO" = DeLO* U {—¢, ¢}

3

jsou vSechny (neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze teorie DeLO*.

Petr Gregor (KTIML MFF UK)
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Dusledek véty o spocetném modelu

Pomoci kanonického modelu (s rovnosti) jsme dFive dokazali nasledujici vétu.

Véta Necht' T je bezespornd teorie spocetného jazyka L. Je-li L bez rovnosti,
ma T model, ktery je spocetne nekonecny. Je-li L s rovnosti, ma T model,
ktery je spocetny.

Dusledek Ke kazdé struktufe A spoéetného jazyka bez rovnosti existuje

spocetne nekonecna elementarnée ekvivalentni struktura B.

Dikaz Teorie Th(A) je bezesporna, nebot ma model A. Dle pfedchozi véty
ma spocetné nek. model B. Jelikoz je teorie Th(.A) kompletni, je A=B. O

Dusledek Ke kaZdé nekonecné strukture A spocetného jazyka s rovnosti
existuje spocetné nekonecna elementarné ekvivalentni struktura B.

Dukaz Obdobné jako vySe. Jelikoz v A neplati sentence “existuje pravé n
prvki”pro zadné n € N a A = B, neni B kone¢na, tedy je nekone¢na. [
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Spocetné algebraicky uzavrené téleso

Rekneme, Ze téleso A je algebraicky uzaviené, pokud v ném kazdy polynom
(nenulového stupné) ma koren, tj. pro kazdé n > 1 plati

Al (VX 1) ... (V)G + X1 - Y Xy + X = 0)
kde y* je zkratka zaterm y -y - --- -y (- aplikovano (k — 1)-krét).
Napf. téleso C = (C, +, —, -,0,1) je algebraicky uzaviené, zatimco telesa
R a Q nejsou (nebot polynom x* + 1 v nich nema koren).
Dusledek Existuje spocetné algebraicky uzaviené téleso.

Duikaz Dle predchoziho dusledku existuje spocetna struktura (nekonecna),
ktera je elementarné ekvivalentni s télesem C, tedy je to rovnéz algebraicky
uzaviené téleso. [
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Izomorfismus struktur

Necht A, B jsou struktury jazyka L = (F,R).

@ Bijekce h: A — B je izomorfismus struktur A a B, pokud plati zaroven
(i) h(fYa....an) = fP(h(@),. ... hay))
pro kazdy n-arni funkéni symbol f € F akazdé ay,...,a, € A,
(iiy RMai,...,a,) <= RE(h(a),..., h(ay))
pro kazdy n-arni relacni symbol R € R a kazdé ay, ..., a, € A.

@ A a B jsou izomorfni (via h), psano A ~ B (A ~;, B), pokud existuje
izomorfismus h struktur A a B. Rikdme rovnéz, e A je izomorfni s B.

@ Automorfismus struktury A je izomorfismus A s A.

Napf. potencni algebra P(X) = (P(X),—,N,U, 0, X) s X = n je izomorfni

s Booleovou algebrou "2 = ("2, —, Auy,Va, 0p, 1) Via h: A — xa, kde xa
je charakteristicka funkce mnoZiny A C X.
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Izomorfismus a sémantika

Uvidime, Ze izomorfismus zachovava sémantiku.
Tvrzeni Necht A, B jsou struktury jazyka L = (F,R). Bijekce h: A — B je
izomorfismus A a B, pravé kdyZ plati zaroveri

(i) h(t'[e]) = tB[he pro kaZdy termt a e: Var — A,

(ii) AEyple] & BE¢lhe pro kaZdou formuli ¢ a e: Var — A.

Dikaz (=) Indukci dle struktury termu ¢, respektive formule .

(<) Dosazenim termu f(xi, ..., x,) do (i) ¢i atomické formule R(xy, ..., x,)
do (ii) pro ohodnoceni e(x;) = a; mame, ze h vyhovuje def. izomorfismu. [

Dusledek Pro kaZdé struktury A, B stejného jazyka,

A~B = A=B.
Poznamka Obracena implikace obecné neplati, napri. (Q, <) = (R, <), ale
(Q.<) # (R. <), nebot' |Q| = w a [R| = 2v.
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Konecné modely s rovnosti

Tvrzeni Pro kaZzdé konecné struktury A, B stejného jazyka s rovnosti,
A=B = A~B.
Dikaz Je |A| = |B|, nebot Ize vyjadfit “existuje prave n prvkd’.
@ Necht A’ je expanze A do jazyka L' = LU {cs}aca O jména prvku z A.
@ Ukazeme, Ze B Ize expandovat na B’ do jazyka L' tak, ze A’ = B’. Pak
ztejmé h: a — c& je izomorfismus A’ s B’ a tedy i izomorfismus A s B.
@ Stadi ukazat, ze pro kazdé ¢!’ = a € Aexistuje b € B t.2. (A, a) = (B, D).
@ Oznacme Q mnozinu formuli o(x) t.2. (A, a) = v(x/cq), i. A = ¢le(x/a)].
@ Jelikoz je A konec¢né, existuje konecné formuli ¢o(x), ..., om(x) tak, ze
pro kazdé ¢ € Q je A E ¢ + p; pro néjaké i.
@ Jelikoz B= A = (3x) A<, vi, existuje b € Bt.z. B = \,-,, ile(x/b)].
e Tedy pro kazdou ¢ € Q je B = ¢le(x/b)], tj. (B,b) |= o(x/ca). [
Dusledek Ma-li kompletni teorie jazyka s rovnosti konecny model, jsou
v8echny jeji modely izomorfni.
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Kategori¢nost

@ [zomorfni spektrum teorie T je poCet I(x, T) navzajem neizomorfnich
modell teorie T pro kazdou kardinalitu .

@ Teorie T je x-kategorickd, pokud ma az na izomorfismus pravé jeden
model kardinality «, tj. I(x, T) = 1.

Tvrzeni Teorie DeLO (. “bez koncy”) je w-kategoricka.

Dikaz Necht A, B = DeLO s A = {a;}ien, B= {b;}icn. Indukci dle n Ize
nalézt prosté parcialni funkce h, C h,; C A x B zachovavajici usporadani
tak, ze {a;}i<n, C dom(hy,) a {b;}i<, C rng(hy). Pak A ~ Bvia h = Uh,. O

Obdobné dostaneme, Ze napf. A = (Q,<), A (0,1], A[[0,1), A [0,1]
jsou az na izomorfismus vSechny spocetné modely teorie DeLO*. Pak

0 prokeN,

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XII ZS 2016/2017 5/14



w-kategorické kritérium kompletnosti

Véta Necht jazyk L je spocetny.
(i) Je-li teorie T jazyka L bez rovnosti w-kategorickd, je kompletni.
(ii) Je-li teorie T jazyka L s rovnosti w-kategoricka a bez konecného
modelu, je kompletni.

Dikaz Kazdy model teorie T je elementarné ekvivalentni s néjakym
spocetné nekoneCnym modelem T, ale ten je az na izomorfismus jediny.
Tedy v8echny modely T jsou elementarné ekvivalentni, tj. T je kompletni. [

Napf. teorie DeLO, DeLO™, DeLO~, DeLO* jsou kompletni a jsou to véechny
(navzajem neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze teorie DeLO*.

Vv

Poznamka Obdobné kritérium plati i pro vyssi kardinality neZ w.
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Zakladni algebraické teorie

@ Teorie grup nad jazykem L = (+, —,0) s rovnosti ma axiomy

x+(y+z)=x+y)+z (asociativita +)
0+x=x=x+40 (neutralita 0 k +)
X+(—x)=0=(—x)+x (—x je inverzni prvek k x)
@ Teorie komutativnich grup ma navicax. x + y = y+x  (komutativita +)
@ Teorie okruht je jazyka L = (+,—,-,0, 1) s rovnosti, ma navic axiomy
l-x=x=x-1 (neutralita 1 k -)
x-(y-z)=(x-y) -z (asociativita -)
x-(y+z)=x-y+x-z,(x+y)-z2=x-z+y-z (distributivita - k +)
@ Teorie komutativnich okruhi ma navicax. x-y=y-x (komutativita -)
@ Teorie teles stejného jazyka ma navic axiomy
x£0— 3y)(x-y=1) (existence inverzniho prvku Kk -)
0#41 (netrivialita)
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Axiomatizovatelnost

Zajima nas, zda se dana ast svéta da “dobfe” popsat.

Necht K C M(L) je tfida struktur jazyka L. Rekneme, Ze K je
@ axiomatizovatelna, pokud existuje teorie T jazyka L s M(T) = K,
@ konecnée axiomatizovatelna, pokud je axiomatizovatelna konec¢nou teorii,
@ oteviene axiomatizovatelna, pokud je axiomatizovatelna otevienou teorii,
@ teorie T je koneCné (oteviene) axiomatizovatelna, pokud M(T) je

konecné (respektive otevieng) axiomatizovatelna.
Pozorovani Neni-li K uzaviena na el. ekvivalenci, neni axiomatizovatelna.

Napfiklad
a) linedrni usporadani jsou konecné i oteviene axiomatizovatelna,

b) télesa jsou konecné axiomatizovatelna, ale ne otevieneé,

¢) nekonecné grupy jsou axiomatizovatelné, ale ne konecneé.
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Dusledek kompaktnosti

Véta Ma-li teorie T pro kazdé n € N alespori n-prvkovy model, ma i
nekonecny model.

Dukaz V jazyce bez rovnosti je to zfejmé, uvazme jazyk s rovnosti.

@ Oznatme T' = T U {¢; # c; | pro i # j} extenzi teorie T v rozSifeném
jazyce o spocetné nekone¢né mnoho novych konstantnich symbolu c;.

@ Dle predpokladu ma kazda kone¢na Cast teorie T model.
@ Tedy dle véty o kompaktnosti ma T’ model, ten je nutné nekonecny.
@ Jeho redukt na pavodni jazyk je hledany nekoneény model teorie T. [

Duisledek Ma-li teorie T pro kaZdé n € N alespori n-prvkovy model, neni
tfida vSech jejich konecnych modelli axiomatizovatelna.

Napr. nelze axiomatizovat konecné grupy, konecna télesa, atd. Avsak tfida
nekonecnych modelli teorie T jazyka s rovnosti je axiomatizovatelna.
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Konecna axiomatizovatelnost

Véta Necht K C M(L) aK = M(L) \ K, kde L je jazyk. Pak K je konecné
axiomatizovatelna, pravé kdyz K i K jsou axiomatizovatelné.

Dikaz (=) Je-li T koneCna axiomatizace K v uzavieném tvaru, pak teorie
s jedinym axiomem \/ _; —¢ axiomatizuje K. Nyni dokazme (<).
@ Necht T, S jsou teorie jazyka L takové, ze M(T) = K, M(S) = K.

@ Pak M(TUS)=M(T)nM(S) =10 adle véty o kompaktnosti existuji
kone¢né T C Ta 8 C Stakové, ze () = M(T'US') = M(T") N M(S).
@ Jelikoz

M(T) € M(T") C M(S') € M(S) = M(T),
je M(T) = M(T’), {j. kone¢na T’ axiomatizuje K. [J
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Kone¢na axiomatizovatelnost - priklad

Necht T je teorie téles. Rekneme, Ze téleso A = (A, +,—,-,0,1) je
@ charakteristiky 0, neexistuje-li zddné p € N+ takové, ze A = pl =0,
kde pl znaCiterm 1+ 1+ --- 4+ 1 ( 4 aplikovano (p — 1)-krat).
@ charakteristiky p, kde p je prvodislo, je-li p je nejmensit.z. A = pl = 0.
@ Trida téles charakteristiky p pro p prvocislo je konecné axiomatizovana
teorii T U {pl = 0}.
@ Trida téles charakteristiky 0 je axiomatizovana (nekonecnou) teorii
T"=Tu{pl#0|pe Nt}
Tvrzeni Trida K téles charakteristiky 0 neni kone¢né axiomatizovatelna.

Dukaz Staci dokazat, Ze K neni axiomatizovatelna. Kdyby M(S) = K, tak
S’ = SU T' ma model B, nebot kazda konecna S* C S’ ma model (téleso
prvociselné charakteristiky vetsi nez jakékoliv p vyskytujici se v axiomech
S*). Pak ale B € M(S) = K a zéroven B € M(T') = K, coz neni mozné. [
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Otevrena axiomatizovatelnost
Véta Je-li teorie T oteviené axiomatizovatelnd, pak kaZzda podstruktura
modelu T je rovnéZz modelem T.

Dikaz Necht T’ je oteviena axiomatika M(T), A= T aB C A. Vime, Ze
pro kazdé ¢ € T’ je B = ¢, nebot ¢ je oteviena. Tedy B je modelem T’. [

Poznamka Plati i obracena implikace, tj. je-li kaZda podstruktura modelu
teorie T rovnéz modelem T, pak T je oteviené axiomatizovatelna.

Napf. teorie DeLO neni oteviene axiomatizovatelna, nebot’ napf. kone¢na
podstruktura modelu DeL.O neni modelem Del.O.

Napfr. nejvyse n-prvkové grupy pro pevné n > 1 jsou oteviené axiomatizovany

TU{ \/ X = Xj},
i,j<n
L ) i#]
kde T je (otevrena) teorie grup.
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pefinovatenest
Definovatelné mnoziny
Zajima nas, které mnoZiny Ize v dané struktufe zadefinovat.
@ Mnozina definovana formuli p(x1, . .., x,) ve struktufe A je mnozina
X1, X)) = (@, ..., an) €AY | A= ple(xa/a, . .., Xn)an)]}.
Zkracenym zapisem, (%) = {a € AF | A |= ple(x/a)]}, kde %] = n.
@ Mnozina definovana formuli p(X,5) s parametry b € A7! ve struktufe A je
A b(x.7) = (@ e AT | A= gle(x/a.7/D))}.
Napf. pro ¢ = E(x,y) je ¢9?(x,y) mnoZina sousedu vrcholu b v grafu G.

@ Pro strukturu A, mnoZinu B C A a n € N oznaéme Df" (A, B) tfidu v8ech
mnozin D C A" definovatelnych ve struktufe .4 s parametry z B.

Pozorovani Df"(A, B) je uzaviend na dopinék, sjednoceni, prinik a
obsahuje (), A". Tedy tvofi podalgebru potencni algebry P(A™).
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Definovatelnost a automorfismy

Ukazeme, Ze definovatelné mnoZiny jsou invariantni vaci automorfismim.

Tvrzeni Necht' D C A" je mnoZina definovatelna ve struktufe A z parametru
b a h je automorfismus A, ktery je identicky na b. Pak h[D] = D.

Dikaz Necht D = p4(%, 7). Pak pro kazdé a@ € A
aeD & Al yle(X/a.y/b)] & A ¢lhe(x/a /D)
< Ak yple(x/ha,y/hb)] < Al ¢le(x/ha,y/b)] & hae D. O
Napf. graf G ma pravé jeden netriv. automorfismus h zachovavajici vrchol 0.
| R0 =0, h(1) =4, h(2) =3, h(3)=2, h4)=1

{0} = (= )90, {14} = (B(2,9))%", {2.3} = (0 # y AE(2,1))"

Navic mnoziny {0}, {1,4}, {2,3} jsou definovatelné z parametru 0. Tedy
Dfl(g7 {0}) - {®7 {0}” {1’ 4}7 {2‘ 3}7 {0” ]‘7 4}‘ {07 27 3}7 {17 4’ 27 3}7 {07 17 27 37 4}}'
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Rekurzivni a rekurzivné spocetné mnoziny
Které problémy jsou algoritmicky feSitelné?

@ Intuitivni pojem “algoritmus”|ze pfesné formalizovat (napf. pomoci TS).

@ P¥i vhodném kédovani pfirozenymi Cisly problém reprezentujeme jako
mnozinu kédu vstupl, na které je odpovéd ano (kladné instance). Napf.

SAT = {[¢] | ¢ je splnitelny vyrok v CNF}.

@ Mnozina A C N je rekurzivni, pokud existuje algoritmus, ktery pro kazdy
vstup x € N skondi a zjisti zda x € A (vystup ano/ne). Rikdme, Ze
takovy algoritmus rozhoduje, zda x € A.

@ Mnozina A C N je rekurzivné spocetna (r. s.), pokud existuje algoritmus,
ktery pro kazdy vstup x € N skondi, pravé kdyz x € A. Rikame, Ze takovy
algoritmus rozpoznava, ze x € A. Ekvivalentné, A je r. s. pokud existuje
algoritmus, ktery na vystup postupné generuje v§echny prvky A.

Pozorovani Pro kaZdé A C N plati, Ze A je rekurzivni < A, A jsou I. s.
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Rozhodnutelné teorie

Da se pravdivost sentence v dané teorii algoritmicky rozhodovat?.

Ptedpokladame (vzdy), Ze jazyk L je rekurzivni. Teorie T nad L je
rozhodnutelna, je-li Thm(T) rekurzivni, jinak je nerozhodnutelna.

Tvrzeni Pro kaZdou teorii T jazyka L s rekurzivné spoCetnou axiomatikou,
(i) Thm(T) je rekurzivné spocetna,
(ii) je-li navic T kompletni, je Thm(T) rekurzivni, t.j. T je rozhodnutelna.

Dikaz Konstrukce systematického tabla z T s Fy v kofeni predpoklada
danou enumeraci axiomd T. Ma-li T r. s. axiomatiku, je mozné ji poskytnout
algoritmicky. Pak konstrukce dava algoritmus, ktery rozpoznava T + .

Je-li navic T kompletni, pak pro kazdou sentenci g plati Tt/ ¢ < TF —p.
Tedy paralelni konstrukce systematickych tabel z T s Fp resp. Ty v kofeni
poskytuje algoritmus pro rozhodovani, zda T+ ¢. [
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Rekurzivné spocetna kompletace
Co kdyZ efektivné popiseme vsechny jednoduché kompletni extenze?

Rekneme, Ze mnozina véech (aZ na ekvivalenci) jednoduchych kompletnich
extenzi teorie T je rekurzivne spocetnad, existuje-li algoritmus «(i, j), ktery
generuje i-ty axiom j-té extenze (pfi néjakém ocCislovani), pfipadné oznami,
Ze (takovy axiom Ci extenze) neexistuje.

Tvrzeni Ma-li teorie T rekurzivné spoCetnou axiomatiku a mnoZina vsech
(az na ekvivalenci) jejich jednoduchych kompletnich extenzi je rekurzivné
spocetna, je T rozhodnutelna.

Dukaz Diky r. s. axiomatice poskytuje konstrukce systematického tabla z T
s Fo v kofeni algoritmus pro rozpoznani T + ¢. Pokud ale T t/ ¢, pak T' + =
v néjaké jednoduché kompletni extenzi T’ teorie T. To Ize rozpoznat paralelni
postupnou konstrukci systematickych tabel pro Ty z jednotlivych extenzi.

V i-tém stupni se sestroji tabla do i krokd pro prvnich i extenzi. [
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Pfiklady rozhodnutelnych teorii

Nésledujici teorie jsou rozhodnutelné, ackoliv jsou nekompletni.

@ teorie Cisté rovnosti; bez axiomu v jazyce L = () s rovnosti,

@ teorie unarniho predikatu; bez axiomi v jazyce L = (U) s rovnosti,
kde U je unarni relacni symbol,

@ teorie hustych linearnich usporadani DeLO*,

@ teorie algebraicky uzavienych téles v jazyce L = (+, —,+,0,1) s rovnosti,
s axiomy teorie téles a navic axiomy pro kazdé n > 1,

(Vxn_1) ... (V%) ) (Y + Xpo1 - Y 4 Xy + X0 = 0),
kde y* je zkratka zaterm y -y --- -y (- aplikovano (k — 1)-krat).
@ teorie komutativnich grup,

@ teorie Booleovych algeber.
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Rekurzivni axiomatizovatelnost

Daji se matematické struktury “efektivné” popsat?

@ Tfida K C M(L) je rekurzivné axiomatizovatelna, pokud existuje teorie T
jazyka L s rekurzivni axiomatikou a M(T) = K.

@ Teorie T je rekurzivné axiomatizovatelna, pokud M(T) je rekurzivné
axiomatizovatelna.

Tvrzeni Pro kaZdou konecnou strukturu A v koneéném jazyce s rovnosti
je Th(A) rekurzivné axiomatizovatelna. Tedy, Th(.A) je rozhodnutelna.

Dikaz Necht A= {a,...,a,}. Teorii Th(A) axiomatizujeme jednou sentenci
(tedy rekurzivné) kompletné popisujici .A. Bude tvaru “existuje prave n prvki
a,...,ay spliujicich pravé ty zakladni vztahy o funkénich hodnotach a
relacich, které plati ve strukture A.” [
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Priklady rekurzivni axiomatizovatelnosti

Nasledujici struktury A maji rekurzivné axiomatizovatelnou teorii Th(.A).

<), teorii diskrétnich linearnich usporadani,
<), teorii hustych linearnich usporadani bez konct (DeLO),

@ (N, S,0), teorii naslednika s nulou,

R, +,—,-,0,1), teorii redlné uzavfenych téles,

° (Z,
° (Q
(
@ (N, S, +,0), tzv. Presburgerovou aritmetikou,
° (
° (C,

0, 1), teorii algebraicky uzavfenych téles charakteristiky 0.

Dusledek Pro uvedené struktury je Th(A) rozhodnutelna.

Poznamka Uvidime, Ze aleN = (N, S, +, -, 0, <) rekurzivné axiomatizovat
nelze. (Vyplyva to z prvni Gédelovy véty o neuplnosti).
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Robinsonova aritmetika

Jak efektivné a pfitom co nejupinéji axiomatizovatN = (N, S, +,-,0,<)?
Jazyk aritmetiky je L = (S, +,-,0, <) s rovnosti.

Robinsonova aritmetika Q ma axiomy (kone¢né mnoho)

S(x) #0 x-0=0
Sx)=8(y)—x=y x-S(y)=x-y+x
x+0=x x#0— 3y)(x=S8©))
x+8Sy)=S8S(x+y) x<y<«+ (Fz)(z+x=y)

Poznamka Q je velmi slaba, napf. nedokazuje komutativitu ¢i asociativitu
operaci +, - ani tranzitivitu <. Nicméné postacuje napfiklad k dikazu
existencnich tvrzeni o numeralech, ktera jsou pravdiva v N.
Napr. pro o(x,y) tvaru (3z)(x + z = y) je

QF ¢(1,2), kdel=S(0)a 2= S(S(0)).
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Peanova aritmetika

Peanova aritmetika PA ma axiomy
(a) Robinsonovy aritmetiky Q,

(b) schéma indukce, tj. pro kazdou formuli ¢(x,y) jazyka L axiom
((0,7) A (VX)(0(x, ) = 0(S(x),¥))) = (VX)o(x, ).

Poznamka PA je pomérné dobrou aproximaci Th(N), dokazuje vsechny
zakladni viastnosti platné v N (napf. komutativitu +). Na druhou stranu
existuji sentence pravdivé v N ale nezavislé v PA.

Poznamka V jazyce 2. fadu Ize axiomatizovat N (aZ na izomorfismus),
vezmeme-Ili misto schéma indukce pfimo axiom indukce (2. fadu)

(VX) ((X(0) A (V) (X (x) = X(S(x)))) = (V) X(x)).
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Hilberttv 10. problém

@ Necht p(xi,...,x,) je polynom s celoCiselnymi koeficienty.
Ma Diofanticka rovnice p(xi, ..., x,) = 0 celoCiselné feSeni?

@ Hilbert (1900) “Naleznéete algoritmus, ktery po konecne mnoha krocich
urci, zda dana Diofanticka rovnice s libovolnym poctem proménnych a
celociselnymi koeficienty ma celociselné feseni.”

Poznamka Ekvivalentné Ize poZadovat algoritmus rozhodujici, zda existuje
feseni v prirozenych Cislech.

Véta (DPRM, 1970) Problém existence celoCiselného feseni dané
Diofantické rovnice s celoCiselnymi koeficienty je alg. nerozhodnutelny.

Dusledek Neexistuje algoritmus rozhodujici pro dané polynomy
p(x1,...,%n), q(x1,...,%n) 8 pfirozenymi koeficienty, zda

NE (3x)... 3x)(p(x1, ... x0) = q(x1, ..., Xp))-
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Nerozhodutelnost predikatové logiky

Existuje algoritmus, rozhodujici o dané sentenci, zda je logicky pravdiva?

@ Vime, Ze Robinsonova aritmetika Q méa konec¢né axiomu, ma za model N

a staci k dukazu existencnich tvrzeni o numeralech, ktera plati v N.

@ Presnéji, pro kazdou existencni formuli o(x, .. ., x,) jazyka aritmetiky

QFp(u/a, ..., xn/an) < N ple(xi/a,. .. xn/an)]

pro kazdé ay, ..., a, € N, kde a; znaci a;-ty numerdl.

@ Specidlné, pro ¢ tvaru (Jx;) ... (3x,) (p(xa, ..., xn) = q(x1,. .., Xn)),
kde p, g jsou polynomy s pfirozenymi koeficienty (numeraly), plati

Ny & QFyp & Fo=p & Ev-oop,

kde v je konjunkce (uzavérd) véech axioml Q.

@ Tedy, pokud by existoval algoritmus rozhoduijici logickou pravdivost,
existoval by i algoritmus rozhodujici, zda N = ¢, coz neni mozné.
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Gddelova 1. véta o neuplnosti

Véta (Godel) Pro kazdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Robinsonovy aritmetiky existuje sentence pravdiva vN a nedokazatelna v T.

Poznamky
@ “Rekurzivné axiomatizovana” znamena, Ze je “efektivné zadana”.
@ “Extenze R. aritmetiky” znamena, Ze je “zakladni aritmetické sily”.
@ Je-linavicN [= T, je teorie T nekompletni.
@ V dukazu sestrojena sentence vyjadfuje “nejsem dokazatelna v T".
@ Dukaz je zaloZen na dvou principech:
(a) aritmetizaci syntaxe,

(b) self-referenci.
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Aritmetizace - predikat dokazatelnosti

@ Konecné objekty syntaxe (symboly jazyka, termy, formule, konecna tabla,
tablo dikazy) Ize vhodné zakddovat pfirozenymi &isly.

@ Necht [¢] znaCi kéd formule ¢ a necht ¢ znaci numeral (term jazyka
aritmetiky) reprezentujici [¢].

@ Je-li T rekurzivné axiomatizovana, je relace Prfr C N? rekurzivni.
Prfr(x,y) < (tablo) y je dikazem (sentence) x v T.
@ Je-li T navic extenze Robinsonovy aritmetiky Q, da se dokazat, ze Prfr je
reprezentovatelna néjakou formuli Prfr(x,y) tak, Zze pro kazdé x,y € N

QF Prfr(x,y), je-li Prfp(x,y),
QF ~Prfr(x,y), jinak

@ Prfy(x,y) vyjadtuje “y je dukaz x v T".

@ (3Iy)Prfr(x,y) vyjadiuje “x je dokazatelna v T".

@ Je-li T+ ¢, pak N = (3y)Prfr(p,y) anavic T = (Jy)Prir(e,y).
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Princip self-reference

@ Tato véta ma 16 pismen.

Self-reference ve formélnich systémech vétsinou neni pfimo k dispozici.
@ Nasledujici véta ma 24 pismen “Nasledujici véta ma 24 pismen”.

Prima reference obvykle je k dispozici, staci, kdyZz umime “mluvit”

o posloupnostech symboll. Uvedena véta ale neni self-referencni.

@ Nasledujici véta zapsana jednou a jesté jednou v uvozovkach ma 116
pismen “Nasledujici véta zapsana jednou a jeste jednou v uvozovkach
ma 116 pismen”.

Pomoci pfimé reference Ize dosahnout self-reference. Namisto
“ma x pismen” muze byt jina vlastnost.
@ main () {char *c="main () {char xc=%c%s%c; printf (c, 34,

c,34);}"; printf(c,34,c,34);}
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Neuplnost Self-reference

Véta o pevném bodé

Véta Necht T je bezesporné rozsifeni Robinsonovy aritmetiky. Pro kaZdou

formuli o(x) jazyka teorie T existuje sentence v takova, Ze T |- ) < p(v).

Poznamka Sentence 1) je self-referencni, Fika “splriuji podminku ¢”.

Dikaz (idea) Uvazme zdvojujici funkci d takovou, Ze pro kazdou formuli x(x)
d([x(x)1) = [x(x(x))]

@ Plati, Ze d je reprezentovatelna v T. Pfedpokladejme (pro jednoduchost),
ze néjakym termem, ktery si ozname d, stejné jako funkci d.

@ Pak pro kazdou formuli x(x) jazyka teorie T plati
THd(x(x)) = M (1)
@ Za ) vezmeéme sentenci (d(yp(d(x)))). Staci ovéfit T'+ d(p(d(x))) = .
@ To plyne z (1) pro x(x) tvaru ¢(d(x)), nebot v tom pfipadé
T+ d(p(dx))) = e(d(p(d(x)))) O
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Nedefinovatelnost pravdy

Rekneme, Ze formule 7(x) definuje pravdu v aritmetické teorii T, pokud
pro kazdou sentenci ¢ plati T+ ¢ «» 7(¢).

Véta V Zadném bezesporném rozsifeni Robinsonovy aritmetiky neexistuje
definice pravdy.
Dikaz Dle véty o pevném bodé pro —7(x) existuje sentence ¢ takova, ze
Tt @< =7(p).
Kdyby formule 7(x) definovala pravdu v T, bylo by
Tt @< —p,
coz v bezesporné teorii neni mozné. [

Poznamka Dikaz je zaloZen na paradoxu lhafe, sentence by vyjadfovala
“nejsem pravdiva v T".
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Ddkaz 1. véty o neuplnosti

Véta (Godel) Pro kaZdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Robinsonovy aritmetiky existuje sentence pravdiva vN a nedokazatelnav T.

Dikaz Necht ¢(x) je =(3y)Prfr(x,y), vyjadfuje “x neni dokazatelna v T
@ Dle véty o pevném bodé pro ¢(x) existuje sentence vy takova, ze
T+ yr < =C@y)Prfr(¢r, y). (2

r tika “nejsem dokazatelna v T”. Presnéji, 11 je ekvivalentni sentenci
vyjadtujici, ze vt neni dokazatelna v T. (Ekvivalence plati v Niv T).

@ Nejprve ukazeme, ze 7 neni dokazatelna v T. Kdyby T\ i1, tj. ¢ je
IZiva v N, pak N = (3y) Prir(vr, y) anavic T = (Jy) Prir(ir, y). Tedy
z (2) plyne T + -1, coz ale neni mozné, nebot T je bezesporna.

@ Zbyva dokazat, ze ¢t je pravdiva v N. Kdyby ne, tj. N = -, pak
N = (Jy)Prfr(¢r, y). Tedy T = 91, coz jsme jiz dokazali, ze neplati. [
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Duasledky a zesileni 1. véty

Dusledek Je-li navicN |= T, je teorie T nekompletni.

Dikaz Kdyby byla T kompletni, pak T - -7 a tedy N = -7, coz je
vesporus N = ¢r. O

Duisledek Th(N) neni rekurzivné axiomatizovatelna.

Dikaz Th(N) je bezesporna extenze Robinsonovy aritmetiky a ma model N.
Kdyby byla rekurzivné axiomatizovatelnd, dle pfedchoziho disledku by byla
nekompletni, ale Th(N) je kompletni. [

Gddelovu 1. vétu o neuplnosti Ize nasledovné zesilit.

Véta (Rosser) Pro kaZdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi
T Robinsonovy aritmetiky existuje nezavisla sentence. Tedy T je nekompletni.

Poznamka Tedy pfedpoklad, Ze N = T, je v prvnim dusledku nadbytecny.
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Gddelova 2. véta o neuplnosti

Oznacme Cony sentenci —(3y)Prfr(0=1,y). PlatiN = Conr < T/ 0 = 1.
Tedy Conr vyjadiuje, Ze “T je bezesporna”.

Véta (Godel) Pro kaZdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Peanovy aritmetiky plati, Ze Cony neni dokazatelna v T.

Dukaz (naznak) Necht 7 je Gédelova sentence “nejsem dokazatelna v T".
@ V prvni ¢asti dukazu 1. véty o nelplnosti jsme ukazali, ze

“Je-li T bezespornd, pak v)r neni dokazatelnav T.” (3)
Jinak vyjadreno, plati Cony — 7.

@ Je-li T extenze Peanovy aritmetiky, dikaz tvrzeni (3) Ize formalizovat
vramci T. Tedy T + Conyp — 7.

o Jelikoz T je bezesporna dle predpokladu véty, podle (3) je T t/ 7.
@ Z predchozich dvou bodu vyplyva, ze T t/ Conr. O

Poznamka Takova teorie T tedy neumi dokazat vilastni bezespornost.
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2]
Duasledky 2. véty

Dusledek Existuje model A Peanovy aritmetiky t.Z2. A = (3y)Prfpa(0 =1.).

Poznamka A musi byt nestandardni model PA, svédkem musi byt
nestandardni prvek (jiny nez hodnoty numerald).

Duisledek Existuje bezesporna rekurzivné axiomatizovand extenze T
Peanovy aritmetiky takova, Ze T + —Conr.

Dikaz Necht T = PAU {—Conp}. Pak T je bezesporna, nebot PA I Conp,.
Navic T - —Conpy, tj. T dokazuje spornost PAC T, tedy i T+ —-Cony. [

Poznamka N nemuZe byt modelem teorie T.

Dusledek Je-li teorie mnozZin ZFC bezesporna, neni Conzrc dokazatelnd
v ZFC.
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Co bude u zkousky?

Pisemna c¢ast: 90 min, pro postup do Ustni ¢asti aspon 1/2 bodd.
Ustni ¢4st: cca 20 min, obvykle v pofadi odevzdavani pisemné &asti.
Co nebude v pisemné casti.
@ Hilbertovsky kalkul (ani v Ustni ¢asti).
@ LD a SLD rezoluce, SLD stromy (ani v Gstni ¢asti).
@ Programy v Prologu (ani v Gstni ¢asti).
@ (Ne)rozhodnutelnost a neuplnost.
Co bude v ustni éasti?
(a) Definice, algoritmy ¢i konstrukce, znéni vét.
(b) Dukaz zadané véty Ci tvrzeni.

Poznamka Na strance z minulého roku jsou zadani pisemek jako vzor.
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Které dukazy se zkousSi?

@ Cantorova véta, Kénigovo lemma.

Algoritmy pro 2-SAT a Horn-SAT (dukaz korektnosti).

Tablo metoda ve VL: syst. tablo (dokongenost, kon. dlikazu), korektnost, Uplnost.
Véta o kompaktnosti VL a jeji dusledky.

Rezoluce ve VL: korektnost, Uplnost. LI-rezoluce (Uplnost pro Horn. formule).
Sémantika PL: véta o konstantach, vlastnosti otevienych teorii, véta o dedukci.
Tablo metoda v PL: syst. tablo (dokon., kon. diikazu), vyznam axiom( rovnosti.
Tablo metoda v PL: korektnost, kanonicky model (s rovnosti), Uplnost.
Léwenheim-Skolemova véta. Véta o kompaktnosti PL a jeji disledky.

Extenze o definice, Skolemova véta, Herbrandova véta.

Rezoluce v PL: korektnost, Uplnost, lifting lemma, LI-rezoluce.

Elementarni ekvivalence, disledky L.-S. véty. Izomorfismus a sémantika.
w-kategori¢nost, podminky pro kone¢nou a otevienou axiomatizovatelnost.

Invariance definovatelnych mnozin na automorfismy.
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