Geometricka pravdépodobnost

1. Pratelé Igor a Dano si domluvi schizku mezi 9:00 a 10:00. Jejich prichody na dané misto jsou
ndhodné v ramci smluveného casového intervalu. KaZdy bude éekat 10 minut a pak odchdzi, nejpozdéji
vSak v 10:00. Jakd je pravdépodobnost, Ze se jim podaii setkat se?

Nakreslime si ¢tverec, kde na X-ové ose budedas, kdy na misté bude jeden, a na Y-nové, kdy na
misté bude druhy. Pak si vyznac¢im plochu, ve které by se mohli potkat:
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a pouziji vypocet pravdépodobnosti pomoci objemt ploch.
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2.Na usecce délky ¢ jsou ndhodné umistény body, které tuto usecku rozdéli na tvi casti. S jakou
pravdépodobnosti je mozné z takto vznikljch tii usecek sestrojit trojuhelnik?
Umistujeme dva body, ty si oznac¢ime A a B. Z bude zacatek usecky (Z = 0) a K bude konec tisecky
(K =1).
Vime, ze pro tsecky trojuhelnika 0 < a < ¢ A0 < b < ¢ musi platit ¢ < a + b.
Nejprve si rozmyslime, jaké je maximalni a minimélni ¢ a kde vsude se miiZze ¢ nachazet.
Nejvétsi mozné c je tésné mensi jak %, nejmensi pak, kdyz jsou vSechny strany stejné dlouhé (%)
e Pokud A < B, tise¢ka ¢ mtuze byt bud mezi |ZA|, |AB|,|BK]|
e Pokud A > B, tise¢ka ¢ muze byt bud mezi |ZB|,|AB|, |AK]|
pfipad A = B fesit nemusime, protoze pak bychom méli jen 2 usecky.
7 vySe zminéného je vidét, Ze celd uloha je symetrickd podle A = B, tedy staci si nakreslit jen
trojihelnik a vSe vykreslovat do trojuhelniku. Ja jsem si vybral, ze budu vsSe kreslit pro pripad A < B.
Pro jednotlivé vyskyty tisecky ¢ najdeme krajni body. Vime, Ze mezi témito krajnimi body jsou
vSechny body pripustné.
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Nezavislost, podminéna pravdépodobnost

3. Necht A, B jsou neslucitelné jevy. Mohou bijt tyto dva jevy nezdvislé?

Tim, Ze jsou neslucitelné, vime, ze P(AN B) = P({}) = 0.

A aby jevy byly nezévislé, musi platit P(AN B) = P(A) - P(B), coz dle vySe zminéného je 0.
Tedy nezévislé jsou tehdy a jen tehdy, pokud P(A) =0V P(B) = 0.

4. Pravdépodobnost, ze ve vlaku neni misto k sezeni je 0.2 a pravdépodobnost, Ze vlak prijede pozdé,
je 0.3. Pravdépodobnost, Ze vlak prijede pozdé nebo v ném neni misto k sezent je 0.4.
Zmaceni:
P(M%) =0.2 ...neni misto k sezeni
P(P) =0.3. pfijede pozdé
P(PUMY) =0.4 ...pfijede pozdé nebo neni misto k sezeni
P(PNMC) = 0.1, protoze P(P U MC) = P(P) + P(MC) — P(P N M€) = P(P N MC) = P(P) + P(MC) —
P(PUMY) =03+02-04=0.1

a) S jakou pravdépodobnostni vlak piijede na cas, ale nebudete si v ném moci sednout?
Zajima mé P(PC N MC)...pfijel na ¢as a nemtizu si sednout
7 véty o uplné pravdépodobnosti vime, ze

P(M®) = P(M®nPY) + P(M°NP)= P(M®NP°)=P(M°) - P(M°NP)=0.2-0.1=0.1

b) S jakou pravdépodobnostni si budete moci ve viaku sednout, jestlize piijede pozdé?
Zajima mne P(M|P)... mzu si sednout za podminky, ze vlak pfijede pozdé
Nejprve spocitam P(M N PY)
P(MUPY) =P (PNM)°) =P(M)+ P(P°)— P(MnP) =
= P(MNPY) =P(M)+P(P°)—P(PNM))=08+0.7—-0.9=0.6
Z véty o uplné pravdépodobnosti spoéitam P(M N P)
P(M)=PMNP)+PMNP®)=PMNP)=PM)—-PMNP®)=08—-0.6=0.2
nakonec mam v8echny potiebné informace pro spoéitani P(M|P)

P(MNP) 02 2

PIMIP) = =55 = 5% = 5

c¢) Jsou jevy [vlak prijede vSas] a [ve vlaku bude misto k sezeni] nezavislé?

P(PAMC) =01ZP(P)- P(MC) =0.2-0.3=0.06

Tedy nejsou nezavislé.

5. Hdzime dvéma pravidelngmi kostkami — modrou a zelenou. Oznadme jevy A =[na modré kostce
padlo sudé€ ¢islo], B =[na zelené kostce padlo liché éislo], C =[soudet éisel je lichy]. Jsou ndhodné jevy
A, B,C po dvou nezavislé? Jsou jevy A, B, C nezdvislé?

Napisi si tabulku pro jednotlivé moznosti a zanesu do ni, kdy nastal ktery jev. Z tabulky pak snadno
vycétu pravdépodobnosti pro jednotlivé jevy.

modréa — sudad modra — licha

zelnd — suda A C
zelend — liché A B, C B
Z tabulky si napisi pravdépodobnost jednotlivych jevi
P(d) =}
P(B) = 1
P(C|A) = 5 ...na modré padlo sudé (tedy koukdm na sloupec modra — sudd) a tam je jen 1 x C' a celkem
tam jsou 2 radky
P(C|B) = 3 ...na zelené padlo liché a na modré tedy musi padnout sudé, coz padne s pravdépodobnosti %

Z tabulky vy¢teme hodnotu P(A N B)
P(ANnB) = i;P(A) - P(B) =1, tedy A a B jsou nezavislé.

P(C) = P(ANB) + P(A° N BY) = 1 (nebo lze vydist z tabulky)
P(ANC)=P(C|A)-P(A)=3-1 i;P(A) - P(C) = § tedy A a C jsou nezavislé.
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P(B)-P(C) =1, tedy B a C jsou nezavislé.

P(A)-P(B)-P(C) = é, tedy jevy A,B a C nejsou
nezavislé.

Véta o uplné pravdépodobnosti

6. Mezi 100 krabicemi mandarinek ze Spanélska je 5 krabic se hnilymi, stejné jako mezi 200 kra-
bicemi z Recka. Nejdiive vyberme ndhodné jednu ze zdsilek a potom ze zdsilky ndhodné vybereme krabici.
Urcete s jakou pravépdoobnosti obsahuje vybrand krabice shnilé mandarinky.

Znaceni:

1
P(ZC\R) = 4—% ...shnil4 v fecké
nas zajima P(Z¢)

1 1 3
i_i_ JR— _

P(2¢) = P(8)- P(2°]S) + P(R) - P(Z°|R) = 5 - o %40 80

N

7. Prendsime bindrni soubor, ktery obsahuje znaky ,,0“ a ,1“. Pravdépodobnost, Ze se pri prenosu
zkresli ,,0, je i a pravdépodobnost, Ze se zkresli ,,1%, je é. Je znamo, Ze prendsené znaky ,,0“ a ,1°
se vyskytuji v poméru 4 : 3. S jakou pravdépodobnosti se posloupnost o 6 znacich pii prenosu nezkresli,
jestlize jednotlivé znaky se zkresluji nezdvisle?

Zmnaceni:
P(0) = % ...vyberu ,0“
P(1) = = ...vyberu ,1¢
P(Z|0) = 1 ... zkresli se ,,0¢
P(Z]1) = ¢ ...zkresli se ,1¢
Nejprve spocitame pravdépodobnost zkresleni jednoho znaku.
14 1 3 3
P(Z)=P(Z|0)- P PZI)-PWY=Z-—4+=.2 = —
(2) = P(210) - PO) + P(Z]1) - P(1) = 7=+ 5 = = =
Pravdépodobnost, 7e se nezkresli ani jeden ze 6 znaki (Z§'), kdyz zkresleni je na sobé nezavislé, je:
o s (11)°
PZg)=(1-P(2))° = 11 ~ 0.24

8. (Polyovo urnové schéma) Krabice obsahuje a éerngch a b bilych kouli. Student ndhodné vytihne
jednu kouli, poznaci st jeji barvu a vrdlti ji zpét spolecné s d kouli téZe barvy. Jakd je pravdépodobnost
vytaZent bilé koule v prunim a druhém tahu?

Znaceni bile )

( = ZornerHile vytazeni bilé v lib. tahu
P(By) = 7 ... vytazeni bile v 1.tahu
P(Cy) = i ... vytazeni Cerné v 1.tahu
P(B;) vytazeni bile v i.tahu

Pravdépodobnost v 1. tahu je jednoduch4, je to podil bilych ku vSem. Ve 2. tahu to bude slozitéjsi,
protoze muze zacit zaviset na tom, co vytahl v pfedchozim tahu.

b+d b b a

P(By) = P(BNB1)+P(BNC1) = P(B|B1)-P(B1)+P(B|C1)- P(C) = —— oot

b-(b+d)+ba b-(b+d+a) b

(a+b+d)(a+d) (a+b+d)(a+b) a+b



