Datum: Jméno:

Pisemna c¢ast zkouky z VPL.
Pocet uloh: 3.

Pokyny pro vypracovani.

Odpovéd A(no)/N(e) nebo relevantni hodnotu & vyraz v nejjednoduim tvaru uvedte do rdmecku pro Odpovéd’ Zdtvodnéni
ka«dé polo«ky odpovédi uvedte do rdmecku Zdavodnéni, neni-li feceno jinak.

Zdivodnéni se provadi odkazem na relevantni poucky a veobecna fakta a spravnou logickou argumentaci. Musi byt dale
dostate¢né podrobné; napf. argument ,plyne to z véty o kompaktnosti“ bez daliho mti«e byt principidlné spravny, avak nikoli
dostate¢né podrobny. Vypracovani je tfeba psat Citelné a prehledné.

Hodnoceni.

Uloha je rozieena spravng, se ziskem 2 body, jsou-li vechny jeji ¢asti zodpovézeny spravné véetné po« adovanych zdtivodnéni;
jinak je rozfeena nesprdvné. Pisemnd zkouka je absolvovéna uspéné resp. dostatecné, jsou-li rozfeeny spravné 3 (6 b.) resp. 2
tilohy (4b.); jinak je absolvovdna nedostateéné. Casteéné feeni (pIné) spravné nerozieené tilohy mii«e znamenat zisk zlomki
bodti a pozitivné ovlivnit Gspénost absolvovani pisemné zkouky.

Konvence a znadéeni.
Oznaceni symbolt riiznymi pismeny ¢ znaky znamend, «e jde o rizné symboly, neni-li vyslovné uvedeno jinak. (Napf.,z,y
jsou proménné“ znaci, «e xz,y jsou riizné proménné.)
Jednoduchd extenze teorie T je extenze teorie T' ve stejném jazyce, jaky ma T
Ohodnoceni v prvovyroka {po,...,pi—1} se znadi také jako I-tice (v(po),...,v(pi—1)).
V tdlohéach z predikatové logiky jsou vechny jazyky a teorie v logice s rovnosti, neni-li vyslovné uvedeno jinak.



VL

A) Nech, mno«ina P vech prvovyroki je konecnd, T je P-teorie a ¢ je P-vyrok.

a) Uvedte, zda plati: T+ -p < M(T)NM(p) = 0.

b) Uvedte pomoci M(T') pocet neekvivalentnich jednoduchych extenzi teorie T'.
Odpovéd.

a) A
b) M)

Zduvodnéni.

a) Thk-pe MT)C M) < MT)N-M(—p) =0 < M(T)NM(p) = 0. U«ili jsme —M(=p) = M(p).
b) Pro uva«ovanou extenzi S je M(S) C M(T) a rtizné podmno«iny M(T') uréuji jednozna¢éné rtzné jednoduché
extenze T'.

B) Nech, mno«ina P vech prvovyroki je koneénd, p, ¢, jsou n&jaké t¥i riizné prvovyroky z P a
K ={ve®; v(p)=1=n(r),v(q) = 0}.
a) Napite co nejjednodui axiomatiku S mno«iny ™ — K, tvofenou jen klauzulemi.
b) Uvedte pomoci P pocet neekvivalentnich jednoduchych kompletnich extenzi teorie S z a).

Odpovéd.

a) S={-pVvqV-r}
b) 7-2/PI=3,

Zduvodnéni.

a) Jasnéjev(-pVqV-r)=0svecK prove™.
b)  Uva«ovangch teorii je 2/Fl — |K|, nebo, kompletni vyrokova teorie ma pravé jeden model.
Je |K| =213 tedy 2IPI — |K| = 2FI — 2PI=3 — 7. 2IFI=3,




[PL]

e Bud T teorie v jazyce (<) s rovnosti a bindrnim predikdtovym symbolem <, pfi¢em« axiomatika 7" je {xo, X1}, kde:
Xo je oteviend formule vyjadiujici: < je ostré linearni usporadani®,
X1 je axiom hustoty: (3z,y)(x < y) & (Vz,y)(z <y — (F2)(z < z < y)).
e Budte ¢, d konstantni symboly, F' bindrni funkéni symbol a
x§ bud formule (Vz,y)(c < d & (z <y — (z < F(z,y) <v))), S bud (<, ¢,d, F)-teorie s axiomatikou {xo, X }-

A) Kterd z nésledujicich tvrzeni plati? (A/N)
a) Teorie T je oteviené axiomatizovatelna.
b) Formule (Fu,v)(Vx,y)(F2)(u <v & (x <y — x < z < y)) je ekvivalentni s xi.
¢) x} je Skolemova varianta néjaké formule ekvivalentni s xi.
d) S je konzervativni extenze T

Odpovéd.

)
b)
0
d)

> > 2

Zduvodnéni.

a) Model T je v«dy nekoneény, mé vak kone¢nou podstrukturu a ta tedy neni modelem 7. Tudi« T neni oteviené
axiomatizovatelna.

b) Uvedena formule se ziska snadno z x; prenexnimi operacemi, tedy je ekvivalentni s x;. (Podformule (3z,y)(z < y)
se nahradi variantou (Ju,v)(u < v) a pak se postupné vytknou kvantifikitory.)

¢) Podle definice je sentence x§ Skolemova varianta sentence z b).

d) Proto«e je x5 Skolemova varianta ekvivalentu axiomu y; v prenexnim tvaru, je extenze T” teorie T o X konzer-
vativni extenze T (co« plyne z véty o extenzi o funkéni symbol). Diky - x$ — x1 vynechdnim axiomu x; ziskdme
teorii ekvivalentni s 7" a je to ovem teorie s axiomatikou {xo, X}, tj. teorie S.

B) Bud S’ extenze S o definovany rela¢ni symbol R definici R(z) > (3z,y)(z = F(z,y)).
a) Nech, ¢ je L(S’)-formule (Vx)(c < 2 — R(z)) a ¢* jeji dR-pieklad do S. Napite ¢*.
b) Existuje f : R? — Q tak, aby struktura A = (R, 0,1, f) byla modelem S?
c¢) Plati S’ (Vz)R(2)?

Odpovéd.

a) (Vr)(c<z— (3y,y)(x=F(y,y))) (s y,y riznymi od 2, x).
b) A
c) N

Zduvodnéni.

a) dR-pfeklad se ziskd dle definice nahrazenim ka«dé podformule R(t) variantou definujici formule o termu ¢, ve
které neni «adné proménna formule ¢ kvantifikovana. V naem pripadé dostaneme napi. uvedené.

b) f(a,b) je z (a,b) N Q resp. je 0, kdy« a < b resp. jinak. (U«ilo se: Mezi ka«dymi dvéma riznymi redlnymi ¢&isly
le«i ostfe racionélni ¢islo.)

¢) Bud A’ jednozna¢nd expanze A z b) do modelu S’. Pak A" = (Vz)R(z) a tedy S’ I/ (Vz)R(2).




ULOHA 3| [PL] Bud T teorie v jazyce (cy,c1) s rovnosti a konstantnimi symboly ¢, c;, pii¢em« T nemé mimologické
axiomy. Bud T,, jednoduché extenze T o formuli ,existuje pravé n prvki“ s 0 < n € N, T, jednoduché extenze T o schema

wexistuje nekoneéné prvkia“.
A) Kterd z nésledujicich tvrzeni plati? (A/N)
a) I(k,T) =3 (pro kakdou velikost (kardinalitu) x > 1).
b) Ka«dé T, je kompletni.
¢) Kaxdé T;, ma eliminaci kvantifikatort.
d) Ka«dé T,, mé algebraicky prvomodel.

Odpovéd.
a)
b)

)

)

Z»zZ

Zduvodnéni.

a) Prox >1jel(k,T) =2, nebo, modely A, B velikosti x > 1 jsou izomorfni, pravé kdy« jsou oba modely extenze
T= resp. T7 teorie T o axiom cy = ¢; resp. ¢y # C1.

b) Kompletni je jen T7; jinak je ¢o = ¢1 nezavisld sentence T,.

¢) T, je jasné f-homogenni. (Dokonce dva modely teorie T' té«e velikosti a takové, «e mezi nimi existuje koneéné
parcialni vnofeni, jsou izomorfni.)

d) Pron > 1 nemd T, algebraicky prvomodel, nebo, jinak by byla diky eliminaci kvantifikdtorti kompletni, co
neni.

B) Bud S extenze T o spocetné dalich konstantnich symbola {d,; n € N}.
a) Je S konzervativni extenze T7
b) Bud A = (Q,0,1,n),ey model S. (Je tedy c5t = 0,¢f = 1, d} = n.) Uvedte mno«inu W pravé vech a € Q
takovych, «e {a} je definovatelné bez parametrt v A.

Odpovéd.

a) A
b) W =N.

Zduvodnéni.

a) Bud ¢ néjakd L(T)-formule, S F . Podle véty o konstantéch plati T+ ¢. Jiny zptsob. Bud A | T. Pak A’ = ¢,
kde A’ je expanze A do modelu S; tudi« A = . Tedy méme T = ¢ a kompletnost predikatové logiky da T+ .

b) Proa €N je {a} definovano formuli z = d,; tedy N C W. Pro a € Q — N existuje automorfismus h struktury A
tak, «e a # h(a) (€ Q — (NU{a})). Tedy a nemi«e byt definovatelné bez parametrt v A.




