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1 Uvod

Zadkladn? problém: Reprezentace mnozin a operace s nimi. V tfadé tloh a algoritmu je tento podproblém
rozhodujici pro slozitost feseni, protoze tyto operace se mnohokrat opakuji. Proto je tfeba navrhnout



pro tyto tulohy co nejefektivnéjsi algoritmy (kazdy uSetfeny cas mnohondsobnym opakovéanim zacne hrat
dulezitou roli). To vede k detailni analyze slozitosti v zavislosti na vnéjsich okolnostech. Nelze fict,
ze néktery algoritmus je nejlepsi, protoze za urcitych okolnosti muze byt ‘méné efektivni’ algoritmus
vyhodnéjsi.

Cilem této prednasky neni pouze seznamit vés s algoritmy pro feseni téchto problémii, protoze s témi jste
se seznamili uz v prednésce ‘Algoritmy a datové struktury’. Hlavnim cilem je ukdzat vam prostiedky a
metody, jak méfit a zjistovat jejich efektivitu, a tim vdm ukdzat prostfedky, které vdm umozni rozhod-
nout se v dané situaci pro urcity algoritmus. Proto hlavni naplni této prednasky bude pocitani efektivity
algoritmu. Budeme pocitat za zjednodusenych predpokladu, protoZe neumim fict (a ani to nelze, protoze
vzdy zélezi na konkrétnich okolnostech), které sofistikovanéjsi metody budou v praxi vhodné pro feseni
vaseho problému. Cilem prednésky je seznamit vas s moznostmi, jak Tesit tyto problémy, a se zdkladnimi
metodami pro jejich feSeni.

Skripta byla napsana profesorem Koubkem; pan profesor je dal k dispozici Karlovi Bilkovi a Markovi
Vasutovi, ktefi z nich ,svévolné“ udélali tuto upravenou verzi v LaTeXu. Nékteré céasti tedy nemusi
byt spravné. Delsi dukazy, ve kterych mi v puvodnich skriptech chybéla struktura, jsem prepsal na sérii
drobnéjsich lemmat, doufam, ze to bude jasnéjsi.

2 Hasovani

2.1 Slovnikovy problém

Nejprve si zadefinujeme asi nejzakladnéjsi problém, ktery fesime v datovych strukturéch.

Resfme tzv. slovnikovy problém: Déno univerzum U, mame reprezentovat S C U a navrhnout algoritmy
pro nasledujici operace

MEMBER(z) — zjisti, zda « € S, a nalezne jeho ulozeni

INSERT (x) — kdyz = ¢ S, pak vloz x do struktury reprezentujici S

DELETE(z) — kdyz « € S, pak odstrani x ze struktury reprezentujici S.

Efektivita algoritmu: ¢asova slozitost, prostorova slozitost;

vy$etiené bud v nejhorsim pifpadé nebo v priumérném piipadé nebo amortizované.

Literatura:
K. Mehlhorn: Data Structures and Algorithms 1: Sorting and Searching, Springer 1984
http://www.mpi-sb.mpg.de/~mehlhorn/DatAlgbooks.html

J. S. Vitter, W.-Ch. Chen: Design and Analysis of Coalesced Hashing, Oxford Univ. Press, 1987

2.2 HasSovani obecné

Pomoci bitového pole muzeme rychle implementovat operace MEMBER, INSERT a DELETE.

Nevyhoda: kdyz je velké univerzum, pak je prostorova slozitost v nejlepsim piipadé ohromnad, ve Spatném
pripadé nelze pole zadat do pocitace.

Hasovéani chce zachovat rychlost operaci, ale odstranit pamétovou narocnost. Prvni publikovany ¢ldnek o
hasovani je od Dumney z roku 1956, prvni analyza hasovani pochazi od Petersona z roku 1957, ale existuje
technicka zprava od IBM o hasovani z roku 1953.

Zakladni idea: Dano univerzum U a mnozina S C U tak, ze |S| << |U|. Mdme funkcih : U — {0,1,...,m—
1} (taky hesovact funkce) a mnozinu S reprezentujeme tabulkou (polem) s m fadky tak, ze s € S je ulozen
na fadku h(s).


http://www.mpi-sb.mpg.de/~mehlhorn/DatAlgbooks.html

m (jako memory) si tedy budeme znagcit velikost tabulky; n je velikost |S|.
Nevyhoda: mohou existovat ruznd s,t € S takova, ze h(s) = h(t) - tento jev se nazyva kolize.

Hlavni problém, kterému se vénuje zbytek kapitoly: feseni kolizi.

2.3 Hasovani se separovanymi retézci

Zakladni teseni: pouzijeme pole o velikosti [0..m — 1] a i-t4 polozka pole bude spojovy seznam obsahujici
vSechny prvky s € S takové, ze h(s) = i. Toto Feseni se nazyva haSovdni se separovanymi Tetézci.

Priklad: U = {1,2,...,1000}, S = {1,7,11,53,73,141,161} a funkce je h(x) = z mod 10. Pak

P(0) = P(2) = P(4) = P(5) = P(6) = P(8) = P(9) = 0,
P(7)=<T7>, P(3)=<53,73>, P(l)=<1,141,11,161 > .

Seznamy nemusi byt usporadané.

2.3.1 Algoritmy operaci

MEMBER(z)
Spocitame i := h(x), t := NIL
if .-ty seznam je neprazdny then

t :=prvni prvek ¢-tého seznamu

while ¢ # x a t #posledni prvek i-tého seznamu do

t :=nasledujici prvek i-tého seznamu

enddo
endif
if t =z then Vystup: x € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT(x)
Spocitame i := h(x), t := NIL
if -ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while t # x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=nasledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if ¢ # x then vlozime x do i-tého seznamu endif

DELETE(z)
Spocitame i := h(x), t := NIL
if .-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while ¢ # x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=nasledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if £ = x then odstranime z z i-tého seznamu endif




2.3.2 Nejhorsi pripady

V nésledujici analyze predpokladame, ze hodnota funkce h(x) je spocitatelnd v ¢ase O(1).

V nejhorsim pripadé operace vyzaduji ¢as O(|S|) (vSechny prvky jsou v jednom seznamu).
Pozadovana pamétova narocnost O(m—+|S|) (predpoklddame, Ze reprezentace prvku s € S vyzaduje pamét
0(1))

Pamét neni efektivné vyuzita.

Dalsi kapitoly jsou vénovany oc¢ekavanym priipadim

2.3.3 Ocekavané pripady - predpoklady
Pro vypocet o¢ekavanych pripadu si zavedeme predpoklady:

1. h je rychle spocitatelna (tj. O(1)) a neménnd béhem vypoctu;

2. vsechny h™1(i) jsou stejné velké, tj. h rozdéluje univerzum U rovnomérné (tj. —1 < |h71(i)] —
|Ih71(5)| < 1proi,j€{0,1,...,m —1} —rozdil 1 kviili tomu, Ze jde o celd &isla);

3. S je ndhodné vybrand z univerza U (tj. pro dané n = |S| jsou vSechny podmnoziny U o velikosti n
reprezentovanou mnozinou S se stejnou pravdépodobnosti);

4. kazdy prvek z U mé stejnou pravdépodobnost byt argumentem operace INSERT, DELETE,
MEMBER

5. velikost reprezentované mnoziny je vyrazné mensi nez velikost univerza.

Pouzité znaceni: |S| = n (number), m =pocet fetézcu (memory), |U| = N,
£(i) =délka i-tého fetézce, a = > faktor naplnéni (load factor)

2.3.4 Jednoduché dusledky predpokladi

1. Prob(h(z) = i) = % pro véechna x € U a v8echna i = 0,1,...,m — 1 — tj. prvky jsou rovhomérné
rozlozeny do ,slotu*

2. Prob({(i) = 1) = ppy = (7)(5)'(1 — 5)" pro viechna i = 0,1,...,m — 1 — tj. délky Fetézct maji
binomidlni rozdéleni.

Vysvétleni: i-ty tetézec ma délku [, prave kdyz je | prvka z S zaheSovano do ¢ a zbytek ne — tj. exis-
tuje podmnozina A C S takovd, ze |A| = [ (téchto moznosti je (7)), pro kazdé = € A plati h(z) = i
(pravdépodobnost tohoto jevu je (+)') a pro kazdé = € S\ A plati h(z) # i (pravdépodobnost tohoto jevu
je (1= L)m7!). To znamend, Ze jev méd binomidln{ rozdéleni.

Zde jsme neptesni kvuli moznému rozdilu 1 ve velikostech mnozin. Obecné pro ndhodné zvolené x € U a

dané i je Prob(h(z) = 1) = Vﬁ—;}’)' a kdyz existuji dvé riznd 4,5 € {0,1,...,m — 1} takova, ze |h=1(i)| #
h?

|h=1(5)], pak obecné |U?i)| # L. Toto nastane i v piipade, kdyz jsme jiz zvolili n¢jaky prvek v h='(q).
Protoze vsak predpokldddme, ze n,m << |U| tak ve v8ech uvazovanych piipadech je Prob(h(x) = 1)
priblizné %, a muzeme tuto pravdépodobnost aproximovat hodnotou %




2.3.5 Ocekavana délka retézci
Véta. Ocekdvand délka retézei je .

Dikaz.

( 1
=1
n <2 /m—1\,1 1
il - Y, Syn—1-l
(" era-
=0
n, 1 1 n
—(—F1-=)"=—
m m m m

Toto je standardni elementarni vypocet ocekavané hodnoty binomidlniho rozdéleni.

Lemma (Druhy moment). E(I%) = £(1 4 2=1)

Dikaz.

E(?)=E((-1)+E(),

E((-1)=)1(1-1) (?) (%)1(1 _ %)n_z _

n(T;n; 1) Z <7__22> (%)12(1 . %)(nQ)(lm _

”(”_;1) S (” ; 2> (%)1(1 _ Ly

I
[N}

Véta. Rozptyl retézei je nm(1 — %)
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Diikaz.
var(l) =E(l — E())* = E(I*) — (E(1))* =

Shrneme vysledky:

Toto jsou standardni elementarni odvozeni druhého momentu a rozptylu binomialniho rozdéleni.

2.3.6 Ocekavany nejdelsi retézec

Spocitame E(N P) oc¢ekdvanou délku maximélniho retézce (NP jako nejhorsi piipad :))

Lemma. E(NP)=}_,Prob(max; {(i) > j), kde ((i) je délka i-tého Tetézce.

Diikaz. Plati, ze

Prob(max ¢(i) = j) = Prob(max {(i) > j) — Prob(m?xﬁ(i) > 54 1).

(2 (2
Pak muzeme pocitat:

E(NP) :Z j Prob(max (i) = j) =
Z j(Prob(max ((i) > j) — Prob(max ((i) > j + 1)) =

J

Zj Prob(m?xf(i) > j) — Zj Prob(miaxﬁ(i) >j+1)=

ZjProb(miaxf(i) > j) — Z(] -1) Prob(miaxﬁ(z') >j) =

> (= + 1) Prob(max ((9) 2 ) =

Z Prob(mlax (i) > j).

J

Vysvétleni: Pii ¢tvrté rovnosti se v druhé sumé zvétsil index, pres ktery scitame, o 1, v paté rovnosti se k
sobé daly koeficienty pfi stejnych pravdépodobnostech ve dvou sumach.

O

11



Lemma. Prob(max;(¢(i)) > j) < min{1,n(2)J 1%}

Dikaz.

Prob(max(((i))  j) =
Prob({(1) > jVL(2) > jV---Vi(m—1)>j) <

ZProbé > ) <m ()

Hk o(n — )<i)rl < n(—)f’ —.

J! m m° !

SIH

Vysvétleni: Prvni nerovnost plyne z toho, ze pravdépodobnost disjunkce jevu je mensi nez soucet pravdépodobnosti
jevu, druhd nerovnost plyne z toho, ze i-ty fetézec ma délku alespon j, jakmile existuje podmnozina A C S
takovd, ze |A| = j (téchto moznosti je (?)) a pro kazdé = € A plati h(z) = i (pravdépodobnost tohoto

jevu je (%)J ). Protoze pravdépodobnost je pro vSechna i stejnéd a ¢ nabyva m hodnot, dostavame druhou
nerovnost. Nasledujici rovnost plyne z rozepsani binomickych koeficientu. Posledni nerovnost dostaneme
nahrazenim n — k hodnotou n.

Ze pravdépodobnost je mensi nez 1 je trividlni.

Lemma (Stirlinguv vzorec pro faktoridly (bez dukazu)). j! = /27 (%)] <1 + % + @ + O(j’3))

Lemma (Pomocné lemma). Kdyz (£)9 <n, pak ¢ < (14 o(1)) 22

Inlnn°

Diikaz. Vsimnéme si nejdiiv, ze plati

1 1 1
((ln( n )—1) el =(lnlnn —Inlnlnn — 1) cal

Inlnn Inlnn Inlnn

Inn(Inlnlnn) Inn
Inn — — =
Inlnn Inlnn

Inlnlnn 1
Inn(l - T lnlnn) = (1+o0(1))lnn,

Inlnlnn

protoze lim, o, 7.5

=0 = limy 00 - Odtud plyne

Inn
lim Inlnn — e(1+o(1)) Inn _ n
n— o0 (&

Protoze (2)7 je rostouci funkee, tak dostdvame, ze ¢ < (14 o(1))(722-) O

Inlnn/*

y : 11
Oznacme si jo = min{j | n(2)7~ 3 <1}

(1+0(1)) logn

Lemma (Omezeni jy). Pokud o = = <1, pak jo < Toglog

12



Dikaz.

. .. n.. 41 L. . L. , Inn
jo=min{j [ n( 2P~ 5 < 1} <minfj | n <} < minfj |0 < (27} < (14 0(1))

Inlnn’

Prvni nerovnost je jen prevedeni na druhou stranu a ignorovani zlomku mensiho nez 1, druha nerovnost
plyne ze Stirlingova vzorce, treti plyne z pomocného lemmatu. ]

Véta. Pokud o =

logn )

<1, horni odhad odhad ocekdvané délky maximdlniho retézce je O(loglogn

n
m

Dikaz.

E(NP) :ZProb(miaX(f(i)) > j) <

Zmin{l,n(%)j*%} -

Jo ) 00

n. . .1 n
VA Nl ; A
I SN P SR
j=1 j=jo+1 ' j=jo+17"
N = Jo! . 1
Jot— j%§30+2(.+1)] 10 =
Jo: j=jo+1 7’ Jj=jo+1 Jo
1
Jo+ =t =do+ — = O(jo)
it Jo

Vysvétleni: Pii druhé rovnosti jsme pouzili, ze n(™) < 1, prave kdyz 5 < jo. Pii druhé nerovnosti
jsme pouzili, ze - < 1, pii treti nerovnosti jsme pouzili, ze % <la

j—11
!

LO!: Al <(_1 )j—jo.
7! H?c:joﬂ k Jot1

Véta (bez dikazu). Kdyz 0.5 < a <1, je O(=2") zdroveri i dolni odhad E(NP).

loglogn

Shrneme ziskany vysledek

Za predpokladu o = = < 1 je pri hasovani se separovanymi Tetézci
> horni odhad oc¢ekavané délky maximalniho fetézce O(log){‘i gn) 4
Kdyz 0.5 < a < 1, je to zaroven i dolni odhad.

13



2.3.7 Ocekavany pocet testu
Test je porovnani argumentu operace s prvkem na daném misté fetézce nebo zjisténi, ze vySetfovany
fetézec je prazdny.

Budeme rozlisovat dva pripady:
uspéesné vyhleddvdni — argument operace je mezi prvky reprezentované mnoziny,
neuspésné vyhledavini — argument operace neni mezi prvky reprezentované mnoziny.

Véta (Netspésné vyhleddvani). Pri hasovdni se separovanymi retézci je ocekdvany pocet testu pri neuspes-

ném vyhleddvani priblizné e~* + «

Diikaz. Ocekavany pocet testu:

E(T) =Prob(£(i) = 0) + > 1Prob({(i) = 1) =
l

Pno + Z Ipny =
!

1 n
1— )"+ —
(1==)"+—

~e Y+ a.

Vysvétleni: Zjisténi, zda tetézec je prazdny, vyzaduje jeden test, tj. Prob({(i) = 0) neni s koeficientem
0, ale 1. Protoze pravdépodobnosti jsou stejné pro vSechny fetézce, nemusime specifikovat fetézec, ktery
vySetfujeme, staci psat obecné i. ), Ip,; jsme spocitali pfi vypoctu ocekdvané délky fetézce. O

Véta (Uspééné vyhledavéani). Pri haSovani se separovangmi retézci je ocekdavany pocet testu pri uspesném
vyhleddvand priblizne 1+ §

Dukaz. Zvolme jeden tetézec prvku o délce [. Pocet testu pti vyhledani vSech prvka v tomto fetézci je

[+1
1—|—2+---+l:(—g )

Ocekavany pocet testu pii vyhledani vsech prvku v néjakém fetézci je

> (l . 1) Prob(((i) = 1) = (l j 1)pn,l.

! l
Ocekany pocet testu pii vyhledani vSech prvki v tabulce je m ), (1451) Dni-

Ocekavany pocet testu pro vyhledani jednoho prvku je

me= [1+1 m, — -
_E n:_§:12n+§ln:
n 10( 2 )p ! 2n(lo o 1=0 pJ)

(DU = Dpas+2 Ipng) =
=1 =1

m nn—1) 2n. n-—1
- -/ ) = 1~
Qn( m?2 m) 2m +
142

5

14



Jiny postup.

Dukaz. Predpokladejme, ze pocet testu pii tspésném vyhledavani prvku x € S je 1+pocet porovnani klicu
pii nedspésném vyhledavani x v operaci INSERT (x). Pak pocet porovnani kli¢u je délka fetézce, a proto
ocekavany pocet porovnani klicu je ocekavand délka tetézce. Tedy ocekavany pocet testu pii dspésném
vyhledavani x je 1+ocekavana délka tetézce v okamziku vkladani =, neboli

n—1 .

1 7 n—1
— 1+—)=1 .
n;( +m) + 2m

Pii hasovani se separovanymi retézci je ocekdvany pocet testu pii
neuspesném vyhleddvani priblizné e + o a pri uspéSném vyh-

ledavéni priblizné 1 + 5.

Nésledujici tabulka déava prehled ocekavaného poctu testu pro ruzné hodnoty «

o 0] 0.1 0.2 0.3 04 | 0.5 0.6
neusp. vyh. (1 |1.005 |1.019 |1.041 |1.07 |1.107 [1.149
uspés. vyh. |1 | 1.05 | 1.1 1.15 | 1.2 | 125 |13

o 0.7 0.8 0.9 1 2 3
neusp. vyh. |1.196 |1.249 |1.307 |1.368 |2.135 3.05
uspés. vyh. | 1.35 | 14 145 | 1.5 2 2.5

Vsimnéte si, ze ocekavany pocet testu pti netuspésném vyhledavani je mensi nez ocekavany pocet testu pri
uspésném vyhledavani, kdyz a < 1. Na prvni pohled vypada tento vysledek nesmyslné, ale duvod je, ze
pocet testu pii uspésném vyhleddavani prumeérujeme proti n, kdezto pfi neispésném vyhledavani proti m.

[lustrujeme to na nasledujicim prikladu:

Necht n = T a necht polovina neprazdnych fetézci ma délku 1 a polovina mé délku 2.

Ocekavany pocet testu pii neuspésném vyhleddvani:

e 1 test pro prazdné fetézce a fetézce délky 1 — téchto pripadu je 5?’”
e 2 testy pro fetézce délky 2 — téchto piipadu je .

Ocekéavany pocet testu je #(157"‘ +2%) = %.

Ocekavany pocet testu pii uspésném vyhleddvani:
e 1 test pro prvky na prvnim misté fetézce — téchto pripadu je 2?”
e 2 testy pro prvky, které jsou na druhém misté fetézce — téchto pifpadu je 3.

b ¢ / ~ o s 1712n ny _ 4
Ocekavany pocet testu je - (15 +2%) = 3.

Velikost a je doporucovéna mensi nez 1, ale nem4 byt hodné mald, protoZze by pamét nebyla efektivne
vyuzita.
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2.4 Hasovani s usporadanymi separovanymi retézci

Vylepseni metody: hasovani s usporadanymi fetézci. Rozdil proti puvodni metodé — fetézce jsou usporadané
ve vzrustajicim potradi. Protoze fetézce obsahuji tytéz prvky, je pocet ocekdavanych testu pii Uspésném
vyhleddavani stejny jako u neusporadanych fetézcu. Pri netdspésném vyhledavani konéime, kdyz argument
operace je mensi nez vySettovany prvek v fetézci, tedy koncime diiv.

2.4.1 Ocekavany pocet testu

Ocekavany pocet testu pri neuspésném vyhledavani pro hasovani

s uspofddanymi Fetézci je priblizné e+ 1+ % — (1 —e™®).

«
Ocekavany pocet testu pri uspésném vyhledavani pro hasovani

s usporadanymi retézci je priblizné 1 + 3.

2.4.2 Algoritmy

MEMBER(z)
Spocitame i := h(zx), t :== NIL
if ©-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek ¢-tého seznamu
while ¢ < x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=nasledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t =x then z € S else x ¢ S endif

INSERT(x)
Spocitame i := h(zx), t :== NIL
if ©-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek ¢-tého seznamu
while ¢ < x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=nasledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if ¢t # x then
if © <1t then
vlozime x do ¢-tého seznamu pred prvek ¢
else
vlozime x do i-tého seznamu za prvek ¢
endif
endif
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DELETE(z)
Spocitame i := h(zx), t :== NIL
if .-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek ¢-tého seznamu
while t < x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=nasledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if ¢ = = then odstranime x z i-tého seznamu endif

2.5 DMotivace pro neseparované retézce

Nevyhody hasovani se separovanymi fetézci —
nevyuziti alokované paméti (nehospodarné)
pouzivani ukazatelu (cache).

Reseni: vyuzit pro fetézce puvodni tabulku. Pak fadky tabulky musi mit strukturu, kterd umoziuje
prohledavat Fetézce, a velikost reprezentované mnoziny muze byt nejvyse rovna velikosti tabulky.

Polozky tabulky:

e key,
e odkaz na ulozena data,

e polozky pro praci s tabulkou.

Ptredpokladame, ze data jsou velka, v tom pripadé se ukladaji mimo tabulku. V tabulce je jen odkaz na
ulozend data. Pfi popisu prace s tabulkou tuto ¢ast budeme vynechédvat (tj. data budou pouze klic).

Podle teseni kolize délime d4al hasovani:

e hasovani s pfemistovanim

e haSovani s dvéma ukazateli,

srustajici hasovani,

dvojité hasovani,
e haSovani s linearnim pridavanim.
~ , , ~ 2 0 ’, ’
2.6 HasSovani s premistovanim
2.6.1 Nepresny popis

(pozn.: sekce ,nepresny popis® jsou opravdu nepresné)

V tabulce na tadku ¢ bud nic nenf (= do i se nic nezaheSovalo), nebo tam zacind retézec od néceho, co
koliduje v h(i), nebo je tam prostiedek néjakého jiného fetézce (taky jenom tehdy, pokud se do i nic
nezahesovalo).
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Pokud tam pfi vkladani nic neni, dam to tam.

Pokud tam je prostiedek jiného fetézce, premistim ten prostiedek (od toho nézev metody) do jiného
volného mista a vkladany prvek dam do nové uvolnéného mista.

Pokud tam je zacatek spravného retézce, dojedu na konec a dam to za néj.

2.6.2 Ilustrace

Polozky pro praci s tabulkou: next, previous
polozka next — cislo fadku tabulky obsahujici nasledujici polozku seznamu
polozka previous — ¢islo tadku tabulky obsahujici predchazejici polozku seznamu.

Protoze velikost tabulky omezuje velikost reprezentované mnoziny, muze nastat preplnéni. O feseni pripadného
preplnéni pojedname pozdéji na str. 29. Stejny zpusob feSeni pireplnéni se pouziva i v dalsich metodach,
kde velikost tabulky omezuje velikost reprezentované mnoziny.

Priklad: U = {1,2,...,1000}, h(z) =  mod 10,

ulozend mnozina S = {1,7,11,53,73,141, 161},

fetézce: P(1) = (1,141,11,161), P(3) = (73,53), P(7) = (7).
Hasovaci tabulka:

radek |key |next [previous
P(0)

P(1) | 1 9

P(2)

P3) |73 | 6

P(4)

P(5) |161 8
P(6) | 53 3
P(7) | 7

P(8) | 11 5

P9) |141 | 8 1

Tabulka vznikla nasledujici posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53),
INSERT(7), INSERT(161).

2.6.3 Algoritmy

MEMBER(z)

Spocitame i := h(x)

if i.previous #préazdné nebo i.key =prazdné then Vystup: = ¢ S, stop endif
while i.next F#prazdné a i.key # = do ¢ := i.next enddo

if i.key = = then Vystup: x € S else Vystup: = ¢ S endif
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DELETE(z)
Spocitame i := h(x)
if i.previous #préazdné nebo i.key =prazdné then stop endif
while i.next F#prazdné a i.key # = do ¢ := i.next enddo
if i.key = x then
if i.previous #prazdné then
(i.previous).next := i.next
if i.next #prazdné then (i.next).previous := i.previous endif
1.key := i.next := i.previous := prazdné
else
if i.next #prazdné then
i.key := (i.next).key, i.next := (i.next).next
if ((i.next).next) #prazdné then ((i.next).next).previous := i endif
(i.next).key := (i.next).next := (i.next).previous := prazdné
else
1.key := prazdné
endif
endif
endif

INSERT(x)
Spocitame i := h(x)
if o.key = NIL then i.key := z, stop endif
if v.previous # NI Lthen
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
j.key = i.key, j.previous := i.previous, j.next := i.next, (j.previous).next :=

J
if j.next # NIL then (j.next).previous := j endif
1, key := x, i.next := i.previous :=prazdné
endif
endif
else

while i.next % NIL a i.key # x do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny radek tabulky
r.next := 3, j.key := x, j.previous :=1
endif
endif
endif

V piikladu provedeme INSERT(28), novy fadek je 4. fadek
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— vysledna hasovaci tabulka

fadek |key |next [previous
P(0)

P(1) |1 9

P(2)

P@3) |73 6

P(4) | 11 5 9
P(5) |161 4
P(6) | 53 3
P(7) | 7

P(8) |28

P9) 141 | 4 1

2.6.4 Ocekavany pocet testu

Ocekavany pocet testu je stejny jako pro hasovani se separovanymi
fetézci:
n—

ispésné vyhleddvani: 2=t + 1~ 1+ §

nedspésné vyhledavani: (1 — %)" +r e +a,
kde m = velikost tabulky, n = velikost S, tj. pocet ulozenych prvki,
a = =+ = faktor zaplnéni.

2.6.5 Diskuse

Nevyhodou hasovani s premistovanim je v operaci INSERT pripad, ze previous h(i)-tého radku je
neprazdny. Pak pfemistujeme polozku na h(i)-tém radku na volny téadek a to vyzaduje vice Casu — operace
s premisténim polozky. Toto odstranuje dalsi implementace hasovani se separujicimi fetézci.

2.7 Hasovani s dvéma ukazateli

2.7.1 Nepresny popis

V tadku ¢ je tuplné jedno, co je v polozce key, resp. nijak to nesouvisi s vysledkem hesovaci funkce — co
souvisi je polozka begin, co tika, kde fetézec k danému cislu zacina.

Nemusime nic premistovat, staci ukazovat na spravny zacatek.

2.7.2 Tlustrace

Polozky pro praci s tabulkou — next, begin
Polozka next — ¢islo fadku tabulky obsahujici nasledujici polozku seznamu
Polozka begin — ¢islo fadku tabulky obsahujici prvni polozku seznamu s touto adresou

Stejnéa data jako v minulém ptipadé

20



Hasovaci tabulka:

fadek |key |next [begin
P(0)

P(1) |1 9 1
P(2)

P@3) |73 7 3
P(4)

P(5) |161

P®6) | 7

P(7) |53 6
P(8) |11 5

P9) [141 | 8

Tabulka vznikla nasledujici posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7), INSERT(161).

2.7.3 Algoritmy

MEMBER(x)

Spocitame i := h(x)

if i.begin =prazdné then Vystup: = ¢ S, stop else i := i.begin endif
while i.next #prazdné a i.key # x do ¢ := i.next enddo

if i.key = x then Vystup: x € S else Vystup: = ¢ S endif

DELETE(z)
Spocitame i := h(x)
if i.begin =prazdné then stop else j := i, i := i.begin endif
while i.next #prazdné a i.key # x do j := i, i := i.nexrt enddo
if i.key = = then
if © = j.begin then
if i.next #prazdné then
j.begin = i.next
else
j.begin :=prézdné
endif
else
j.next = 1.next
endif
1.key := 1.next :=prazdné
endif

21



INSERT(x)
Spocitame i := h(x)
if i.begin =prazdné then
if 1.key =prazdné then
1.key = x, i.begin =1
else
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
j.key = x, 1.begin 1= j
endif
endif
else
1 :=1.begin
while i.next #prazdné a i.key # x do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny radek tabulky
r.next := 73, j.key :=x
endif
endif
endif

V piikladu provedeme INSERT(28), novy fadek je 4. fadek
— vysledna hasovaci tabulka

fadek |key |next [begin
P(0)

P(1) |1 9 1
P(2)

P(3) |73 7 3
P(4) |28

P(5) |161

P6) | 7

P(7) | 53 6
P(g) |11 5 4
P(9) |141 | 8

2.7.4 Ocekavany pocet testu

Algoritmus pii préaci s polozkami je rychlejsf nez pti hasovani s pfemistovanim, ale zacatek fetézce v jiném
misté tabulky pridava jeden test.

Ocekavany pocet testu:
uspésny pripad: 1+ (”_&T;_Q) +o=l 1 4 %2 +¢

2m

neuspésny pripad: ~ 1 + 0‘72 +a+e 2+ a)—2.
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2.8 Srustajici hasovani - prehled
2.8.1 Nepresny popis
Miéme Fetézce jako v minulych dvou algoritmech, ale pokud se trefim doprostied fetézce, tak ho nepfemistuji,

ale srostu s nim.

Protoze nic nepiemistujeme, neni potieba previous.

Typy:

e Standardni — normaélni tabulka.

— LISCH - vkladdm na konec fetézce

— EISCH - vkladam hned za prvek

e  Nestandardni“ — bez pismene navic :) — tabulka rozsifena o pomocnou tabulku, kam ukldddm jako
prvni

— LICH - vklddam na konec Fetézce
— EICH - vkladam hned za prvek
— VICH - komplikovanost, viz dal

2.8.2 Prehled
Srustajici hasovani se déli podle prace s paméti na standardni a na srustajici hasovani s pomocnou pameéti
(které se nazyva jen srustajici hasovani) a podle zpusobu pfiddvani dalsiho prvku.

PopiSeme metody:
Standardni srustajici hasovani: LISCH, EISCH,
Srustajici hasovani: LICH, VICH, EICH.

Vsechny metody pro préaci s tabulkou pouzivaji jen polozku next — ¢islo fadku tabulky obsahujici nésledujici
polozku seznamu.

Zakladni idea: Tetézec zacind na svém misté, ale pokud uz tam byl ulozen néjaky udaj, pak retézec tohoto
udaje sroste s fetézcem zacinajicim na tomto radku. To znamenad, ze prvky fetézce, ktery zac¢ina na tomto
misté, budou ulozeny v fetézci, ktery uz je ulozen na tomto misté, ale jen od tohoto mista dal.

2.9 Metody EISCH a LISCH

2.9.1 Popis

e EISCH - early-insertion standard coalesced hashing

e LISCH — late-insertion standard coalesced hashing.
Organizace tabulky je stejna jako v ptedchozich ptipadech.
Zékladni ideje: LISCH ptidava novy prvek na konec fetézce,

EISCH pridéava novy prvek z do fetézce na fadek h(x) (pokud je prazdny) nebo hned za prvek na fadku
h(x)
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2.9.2 TIlustrace

U=1{1,2,...,1000}, h(z) = z mod 10
mnozina S = {1,7,11,53,73,141,171} je ulozena v hasovaci tabulce

radek |key mext
P(0)

P(1) | 1 9
P(2)

P@3) |73 | 6
P(4)

P(B) | 7
P(6) | 53
P(7) |161 | 5
P(8) | 11 7
P9) |141 | 8

Tabulka pro metodu LISCH vznikla nasledujici posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53),

INSERT(161), INSERT(7).

Pro metodu EISCH tabulka vznikla nésledujici posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(161), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7), INSERT(141).

Provedeme INSERT(28), pridavame do ¢vrtého radku, vyslednd tabulka vlevo je pro metodu LISCH,
vpravo pro metodu EISCH.

radek |key next radek |key next
P(0) P(0)

P(1) | 1 9 P(1) |1 9
P(2) P(2)

P3) |73 | 6 P3) |73 | 6
P(4) |28 P(4) |28 | 7
P(5) | 7 4 P(5) | 7

P(6) |53 P(6) |53

P(7) |161 | 5 P(7) |161 | 5
P@®) |11 | 7 P@) |11 | 4
P9) |141 | 8 P(9) |141 | 8

2.9.3 Algoritmy

Algoritmus operace MEMBER je pro obé metody stejny.

MEMBER(x)

Spocitame i := h(x)

while i.next #prazdné a i.key # = do ¢ := i.next enddo

if i.key = x then Vystup: x € S else Vystup: = ¢ S endif
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Metoda LISCH:

INSERT(x)
Spocitame i := h(x)
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je prazdny fadek j.key := x, i.next :== j
endif
endif

Metoda EISCH:

INSERT(x)
Spocitdame k :=i := h(x)
while i.next #prazdné a i.key # x do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
j.next := k.next, k.next .= j, j.key :=x
endif
endif

Efektivni operace DELETE neni zndma, ale i primitivni algoritmy pro operaci DELETE maji rozumnou
ocekdavanou c¢asovou slozitost.

2.9.4 Ocekavany pocet testti netispésného vyhledavani (s, ¢ 5)

Popis situace: Ulozena mnozina S = {si,ss,...,s,} do tabulky velikosti m, je dédn prvek s,;; a méme
zjistit, zda s,41 € S. Oznaéme a; = h(s;) proi =1,2,...,n+ 1, kde h je pouzitd hasovaci funkce.
Ptedpoklad: vSechny posloupnosti aq, as, ..., a,+1 jsou stejné pravdépodobné. Vybér prazdného radku

je pevné dany, to znamend, ze pii stejné obsazenych fadcich dostaneme vzdy stejny prazdny radek.

Definice. C'(ay, as, ..., a,; any1) 0znacuje pocet testi pro zjistént, Ze s,y ¢ S — tj. to, co chceme spocitat,
pro konkrétni posloupnost a,,.

Lemma. Ocekdavany pocet testu pri neuspésném vyhleddvani v mnozine S je

Zal,ag,“.,an+1 C(a’17 az; ..., 0n; a’n+1)
mn+1
Diikaz. SEité se pies viechny posloupnosti a1, as, ..., an41 — a téch je m™*t. ]
Definice. Retézec délky 1 v mnoziné S je maximdind posloupnost adres (by, b, ..., b)) takovd, Ze b;.next =
biy1 proi = 1,2,...,1 — 1. Existence tetézce je ddna posloupnosti a (pri jiném poradi by vzniknul jinak,

naopak dvé mnoziny se stejnou posloupnosti a magi stejny retézec).
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Lemma. Jeden retézec délkyl > 0 v jedné dané posloupnosti {a,} prispél k souctu >, C(aq, ag, ..., ap; apy1)
poctem testu 1 +2+---+1 =1+ (é)

Diikaz. Kdyz v mnoziné {a,} tento fetézec existuje a adresa a, 1 je i-ty prvek v tetézci, pak pocet testu
jel —i+ 1 — pocet testu znamenda ,projet“ kompletni zbytek retézce. O

Definice. ¢, (1) = pocet vSech Tetézcu délky | ve véech reprezentacich n-prvkovijch mnozin (ztotozZrujeme
dvé mnoziny, které meély stejnou posloupnost adres pri ukladani proki).

Lemma. Y C(a1,as, ..., a0 @nr1) = ¢u(0) + 31 lea(l) + 300, (D) en()

Dikaz.

kde ¢,(0) je pocet prazdnych rddku ve vsech reprezentacich.
¢, (0) je zde proto, Ze test na prazdnost je 0(1)

Séitame vsechny mozné C' jako soucet pres vSechny mozné tetézce vibec, ve vSech mnozinach.

O
Lemma. ¢,(0) = (m —n)m”"
Dikaz. Reprezentace S ma m — n prazdnych radku, vSech posloupnosti n-adres je m™, proto
cn(0) = (m —n)m™.
(pozor, opravdu pocitame vsechny mozné préazdné retézce vubec) [

Lemma. ) ;' lc,(l) = nm"

Diikaz. Y lc,(1) je celkovd délka vsech fetézeu ve vSech tabulkdch reprezentujicich vsechny n-prvkové

mnoziny, a proto
n
Z len(l) = nm™.
=1

!poznamka studenta - tohle mi nenf trochu jasné :(
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Lemma (Rekurentni vztah pro ¢,(1)). c,r1(l) = (m —De,(1) + (1= 1)e, (I —1).

Dikaz. Pridavame prvek s adresou a, 1. Pak tetézec délky [ v reprezentaci S zustal stejny, kdyz adresa
an+1 nelezela v tomto fetézci, v opacném pripadé se délka fetézce zvétsila na [ 4+ 1. Proto pridéani jednoho
prvku vytvorilo z tetézce délky [ celkem m — [ fetézcu délky [ a [ fetézcu délky [ + 1.

Vyséitanim ptes vSechny n-prvkové posloupnosti adres dostavame

Cnt1(D) = (m = Dep(l) + (1= 1)e, (I — 1).

[
Lemma (soucet binomickych hodnot). (m —1)(}) + (") = (m +2)(}) +1
Diikaz.
(m—l)(l> +l(l+1> :1(z2m—lm—l3+12+l3+z2) —
2 2 2
%(Fm Cm+2P) =
1
5(l2m —Im+20P =) +1=
[
(m+2) (2) +1.
[
Oznacme S, = 31, (})ea(l) posledni séitanec.
Lemma (Rekurentn{ vztah pro S,). S, = (m +2)S,_1 + (n — 1)m™~!
Diikaz.
Su=)Y_ (é) en(l) =
=1
(1 l
( 0 (m—De, 1 (1) + ) (I=1epa(l—1)) =
=1
n I n—1 l+ 1
(3 (3) tm=tewst) + (X (5 iewnstt) =
=1 =0
<g) (m —n)c,—1(n)+
n—1
l [+1 1
( > (<2> (m—1)+ ( 9 )l)cn_l(l)) + <2> 0c¢n-1(0) =
n—1 n—1
m+2)e,—1(0) + lep—1(0) =
> (5) 2w + S tenath
(m+2)Sp1 + (n=1)m"™,
kde jsme pouzili, ze ¢,—1(n) = 0 a lemma o sou¢tu binomickych hodnot. O
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Lemma (Prvni vztah pro S,). S, = (m + 2)"~! Z:-L;ll @(i)z

Dukaz. Rekurence pro S,, dava

=(m + 2

m—+2

n1+(n—1) =

m+2)35,_ 3+(m—|—2) (n— 3)m” 34
f+(n—-1m" =

m+2)(n—2)m"

(m + 2)” 150 +

( )

(m+2)%S, o+ (m+2)(n—2)m" >+ (n—1)m
( )°S 2

( )

(m +2)" 1 Z(n —1—1) (_m )n_l_i =

=0
n—1

m

m+ 2

(m +2)"! Zz(m n 2)i,

=1

kde jsme vyuzili, ze Sy = 0.

Definice. 7" =>"" ic' pron=1,2,... ac#1

Lemma (Vztah pro T}').
ne

n+2

—(n+ 1" +c

T" =

Diikaz. Z ¢TI =77 ic™™! plyne
(c—D)TF =T
nc" 1
nc" !

ncn+2

— T =

+(
+

—(

c—1
n+1 n
Z(z —1)c' — Zici
i=2 i=1
D ((i-1)c —id)) —¢
=2
Z —ci) —c=
=2
Y ¢ =nc"tt — —Cn+1 i
c—1

1

n+ 1) +c

Tedy plati

ne
" =

n+2

c—1

—(n+ 1" +c

c

(c—1)?
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Lemma (Druhy vztah pro S,). S, = (m(m +2)" — m"*! — 2nm")

Diikaz. Protoze ) # 1, dostavame dosazenim vztahu pro 7 do prvniho vztahu pro S, ze

o (=D ()" = ()" +

Sy =(m+2) 5 =
(i — 1)
27l ) ) ] -

ym™ = n(m + 2)m" + m(m + 2)"] =

3
+

(m(

)" —m"t — 2nm™).

N e SN
—
3
|
—

Véta (Odhad nejhorstho pripadu). Oéekdvany pocet testi pri nedspésném vyhleddvani je i(em —1-2a)

Diikaz. 7 predchozich lemmat

Zal,ag,...,ayH_l C(ala ag, ..., 0n; an-‘,—l) o
mnt1 -
(m — n)m"™ + nm" + X (m(m + 2)" — m"*! — 2nm™) _
anrl -
m™ 4+ 1 (m(m +2)" — m™™ — 2nm")
anrl =
1 2 2n 1
I+-((1+35)"—=1—- ")~ 1+ —(e* —1—20).
+ (0 +—) —) ~ 1+ (e a)

Tento odhad je stejny pro obé metody — LISCH i EISCH, protoze maji stejné posloupnosti adres (lisi se
jen potradim prvku v jednotlivych fetézcich).

2.9.5 Uspésny piipad (s; €9)

Ocekavany pocet testu pri uspésném vyhledavani v modelu LISCH spocitame stejnou metodou jako pro
hasovani se separujicimi fetézci.

Lemma. Pro uspésné vyhleddni prvku s; € S je pocet testi roven 1+pocet porovndnit klici pri netspésném
vyhleddvdani pri operaci INSERT (s;).
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Dukaz. Pti uspésném vyhledavani prochazim stejné prvky, jako pti vkladani. Jednicka je za posledni
porovnani s;, které jsem pri vkladdani délat nemusel. O

Lemma (verze 0). KdyZ s; je vloZen na misto h(s;), nebyl porovndvdn Zdidny kli¢ a test pro uspésné
vyhleddvdani bude 1.

Diikaz. Plyne jednoduse z predchoziho lemmatu. Pozor, v predchozi ¢asti jsem mél 1 test na prazdnost,
zde beru v ivahu pouze porovnéani Kliei O

Lemma (verze > 0). Kdyz h(s;) byl na na i-tém misté v retézci délky [, pak bylo pri operaci INSERT (s;)
pouito | — i + 1 porovndni klici a ted se pouZije | — i + 2 testii.

Diikaz. Pii neidspésném vyhledavani jsem musel projet cely zbytek fetézce. ]

Lemma. Ocekdvany pocet porovndni klicu pri neuspésném vyhleddvdni je pro i-prvkovou mnoZinu i((l +
Zyi— 142,

Diikaz. Stejné, jako v predchozi sekei (s tim rozdilem, ze u prazdnych fadki nepocitam lﬁ) dostaneme, ze
ocekdavany pocet porovnani klicu pii neuspésném vyhledavani je

s (D) -

=1
1 | , . .

— (im' + Z(m(m +2)" = m™ —2im’)) =

1 2. 21

(214D,

4(< + m> + m)

Lemma. Tedy ocekdvany pocet testu pri uspésném vyhledavdni v n-prvkové mnoziné je roven 1 + n-tina
souctu ocekdvaného poctu porovndni klict pri neuspésném vyhleddvani v i-prvkové mnoziné, kde i probihd
¢isla 0,1,...,n— 1.

Dukaz. Skuteéné, kazdy prvek z n-prvkové mnoziny, podle kterych prumeéruji uspésné vyhledavani, tam
musel byt vlozen, tj.
Z;:Ol 1 4 oc¢ekavany pocet testu v i-prvkové mnoziné

n
a jednicku muzu strcit doptredu. ]

2poznamka studenta - toto mi opét neni jasné
3jak pisu vyse, neni mi jasné proé¢
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Lemma. Soucet oc¢ekdvanijch pocti porovndni kliciu pri neuspésném vyhleddvdani v i-prvkové mnoziné, kde
© probiha ¢isla 0,1,...,n—1, je

m((1+ 2)n_1_2n)+n2—n
8 m m 4m
Diikaz.
n—1 . 2 n
1 2 21 11+=2)"=-1 n
_[(1+_)z_1 _] _ _( TZ> — (2) —
— 4 m m 4 1+ = - 4  2m
m 2 2n n?—n
e 2y =22
8 (( * m) m) 4m
]
Véta. Ocekavany pocet testu v uspésném pripadé pro n-prvkovou mnozZinu je
1 o
1+ —(e**—1-2 —
+ 8&(6 a) + 1
Diikaz. 5 ) 1 ]
m n n—
I+ —((14+ )" —1-= ~lF (e —1-2 —
+Sn(( +m) m) dm +8a( a)+
]

> Pro LISCH ocekavany pocet testu v uspésném piipadé pro n-prvko-

vou mnozinu je 1 4 &=(e** — 1 — 2a) + §.

Véta. Pro metodu EISCH je ocekdvdny pocet testu v uspésném pripadeé

Vypocet je komplikovanéjsi, musi se pouzit slozitéjsi metoda (metoda EISCH dava novy prvek hned za
misto, kde mé byt ulozen).

Chyba aproximace pro tyto odhady je O(--).

1
m
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2.10 Metody LICH, EICH, VICH

2.10.1 Popis

e LICH — late-insertion coalesced hashing
e EICH — early-insertion coalesced hashing

e VICH — varied-insertion coalesced hashing.

Zakladni idea: Metody pouZivaji pomocnou pamét. Tabulka je rozdélens na adresovaci ¢ast a na pomocnou
pamét, kterd neni dostupnd pomoci hasovaci funkce, ale pomahd pii feseni kolizi. Metody se lisi operaci
INSERT. Vsechny metody pii kolizi nejprve pouziji fadek tabulky z pomocné ¢asti a teprve, kdyz je
pomocnd ¢ast zaplnéna, pouzivaji adresovaci ¢ést.

Metoda LICH: pri INSERTu vklada prvek vzdy na konec fetézce.
Metoda EICH: pti INSERTu vkladé prvek x do fetézce vzdy na misto hned za fadkem h(z).

Metoda VICH: Pii INSERTu, kdyz novy fadek je z pomocné casti, tak je vlozen s novym prvkem na
konec fetézce, kdyz je pomocna cast paméti vyCerpana, tak se fddek s novym prvkem vklada do fetézce
za posledni fadek z pomocné césti tabulky. Kdyz fetézec neobsahuje zadny fadek z pomocné pameéti, tak
se fadek s novym prvkem z vklada hned za tadek h(z).

Idea: pomocna ¢ast ma zabranit rychlému srustani retézcu.

Tyto metody nepodporuji piirozené efektivni algoritmy pro operaci DELETE.

2.10.2 TIlustrace

U=1{1,2,...,1000}, h(x) = x mod 10,
S ={1,7,11,53,73,141,161}. Tabulka m4 12 fadka a m4a tvar

radek |key mext

P(0)

P(1) | 1 |10
P(2)

P(3) |73 |11
P(4)

P(5) | 7
P(6)

P(7) 161 | 5
PR) |11 | 7
P(9)

P(10) | 141 | 8
P(11) | 53

Hasovaci tabulka vznikla posloupnostmi operaci:

Pro metodu LICH:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(161), INSERT(7).

Pro metodu EICH:
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INSERT (1), INSERT(73), INSERT(161), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(141), INSERT(7),

ale nedodrzovalo se, ze se nejdiiv zaplnuji fadky z pomocné ¢asti. PTi dodrzovani tohoto pravidla takovato
tabulka nemuze vzniknout.

Pro metodu VICH:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(161),

INSERT(11), INSERT(7).

Aplikujeme operace INSERT(28) a INSERT(31), nové fadky budou tadky ¢islo 4 a 9. Tabulka vytvorena
pomoci metody LICH je na levé strané, metodou VICH je v prostiedku a metodou EICH je na pravé strané.

radek |key mext |[Tadek |key mext | fadek |key mext
P(0) P(0) P(0)

P(1) | 1 10 P(1) | 1 10 P(1) | 1 9
P(2) P(2) P(2)

P@3) |73 |11 P3) |73 |11 P@3) |73 |11
P4) |28 |9 P(4) |28 P4) |28 | 7
PB) | 7 4 P(B) |7 P(B) | 7

P(6) P(6) P(6)

P(7) 161 | 5 P(7) [161 | 5 P(7) |161 | 5
P@®) |11 | 7 P@) |11 | 4 P@®) |11 | 4
PO) |31 PO) |31 |8 PO) |31 |10
P(10) |141 | 8 P(10) | 141 | 9 P(10) |141 | 8
P(11) | 53 P(11) | 53 P(11) | 53

2.10.3 Algoritmy

Algoritmus operace MEMBER je pro tyto metody stejny jako pro LISCH a EISCH

MEMBER(z)

Spocitame i := h(x)

while i.next #prazdné a i.key # r do i := i.next enddo

if i.key = x then Vystup: = € S else Vystup: = ¢ S endif

Algoritmus operace INSERT je pro metodu LICH stejny jako pro metodu LISCH a pro metodu EICH je
stejny jako pro metodu EISCH s jedinym doplinkem, pokud existuje prazdny radek v pomocné casti, tak
j-ty tadek je z pomocné c¢ésti. Tento predpoklad je i pro algoritmus INSERT pro metodu VICH.

Metoda LICH

INSERT(x)
Spocitame i := h(x)
if .next = NIL then i.next = x, stop endif
while i.next # NIL a i.key # x do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je prazdny Fadek, j.key := x, i.next = j
endif
endif
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Metoda EICH

Insert(x)
Spocitame k := i := h(z)
if 2.next = NIL then i.next = z, stop endif
while i.next # NIL a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
j.next := k.next, k.next := j, j.key ‘= x
endif
endif

Metoda VICH

INSERT ()
Spocitame i := h(z)
if i.next = NIL then i.next = x, stop endif
while i.next # NIL a i.key # x do
if £ neni definovano a i.next < m then k := 1 endif
Poznamka: Podminka pro k je splnéna, kdyz jsme byli na zacatku nebo v pomocné
¢asti, podminka na i.next je splnéna, kdyz i.next neni v pomocné ¢asti.
1 :=1.next
enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny tadek, j.key := x
if k£ neni definovano then

1.next :=j
else
j.mext = k.next, k.next .= j
endif
endif
endif

2.10.4 Ocekavany pocet testi

(pozn. studenta - opravdu nevim, jestli je nutné se tohle ucit.)

Zmaceni: n — velikost ulozené mnoziny,
m — velikost adresovaci ¢ésti tabulky;,
m' — velikost tabulky,

. — faktor zaplnéni,

m/

p = % — adresovact faktor,

A — jediné nezédporné feseni rovnice e ™ + \ = %

o =

Ocekavany pocet testu pro metodu LICH
neuspésny pripad:
e7F 4+ 8, kdyz a < M,
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L+ 13- 2420 - &
uspésny pripad:
L g5, kdyz o < A8,

L+ 2(EY 2 1-2(3 = 0)B—2+20) + 22+ )+ 3(1 - 2), kdyz a > AB.

Ocekavany pocet testu pro metodu EICH
neuspésny pripad:

e 5+ %, kdyz o < A\g,

CEVELI -+ M E - D+ G - S+ 5) kdyza > A8
uspésny pripad:

L+ &, kdyz a < A8,

1+ 55 + g((eﬁ’)‘ -1+ A — (% —A)(1+ % + %)), kdyz a > Af.

Ocekavany pocet testu pro metodu VICH
neuspésny pripad:

e+ %, kdyz a < A,

LY 13- 4 2n) - &
uspésny pripad:

L+ 35, kdyz a < A8,

L+ &+ 2((F =D+ N) = (5 =)0 +3+ )+ 525 — A —eF 7 +1), kdyz a > AB.

«

%—A),kdyiaZAﬁ

&~ ), kdyz o > \j

Chyba aproximace pro tyto odhady je O(log \}%)

2.11 Hasovani s linearnim pridavanim
2.11.1 Popis

Tabulka ma jedinou polozku — key

Zakladni idea: Pfi operaci INSERT(x) vlozime z na fadek h(z), kdyz je prazdny, v opa¢ném piipadé
nalezneme nejmensi i takové, ze tadek h(z) 4+ i mod m je préazdny, a tam vlozime x. Tato metoda byla
motivovana snahou o co nejvétsi vyuziti paméti.

Komentar: Metoda vyzaduje minimalni velikost paméti.

V tabulce se vytvareji shluky pouzitych radku, a proto pri velkém zaplnéni metoda vyzaduje velky pocet
testu.

Metoda nepodporuje efektivni implementaci operace DELETE.

Pti vyhledavani je tieba testovat, zda nevysSetiujeme podruhé prvni vySetfovany radek, a pro zjisténi
preplnéni je vhodné mit ulozen pocet vyplnénych tadku v tabulce. Pro standarni paméti neni vyhodn4.
Pti pouziti cache-paméti se vyrazné méni jeji hodnoceni. Duvodem je, ze v tomto piipadé hraje klicovou roli
nikoliv pocet testu, ale pocet prechodu mezi riznymi trovnémi paméti. Protoze tabulka je reprezentovand
polem, tak je tento poc¢et mensi nez u jinych metod. Proto se tato metoda doporucuje pro pocitace s cache-
pameéti.
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2.11.2 Algoritmy

MEMBER(z)

Spocitame i := h(zx), h =1

if i.key = x then Vystup = € S, stop endif

if i.key =prazdny then Vystup: x ¢ S, stop endif

1i=1+1

while i.key #prazdny a i.key # x a1 # h do 7 := i + 1 mod m enddo
if i.key = x then Vystup: x € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT(x)

Spocitame i := h(x), j =0

while i.key #prézdny a i.key # v a 7 <mdoi:=i+1modm, j:=j+ 1 enddo
if j = m then Vystup: preplnéni, stop endif

if i.key =prazdny then i.key := x endif

2.11.3 Ilustrace

Méame universum U = {1, 2,...,1000}, hasovaci funkci h(z) = x mod 10 a mnozinu S = {1,7,11,53,73,141,161}.
Tato mnozina je uloZena v levé tabulce. Provedeme operaci INSERT(35). Vysledek je ulozen v pravé tab-
ulce.

radek [key radek [key
P(0) P(0)

P(1) |1 P(1) |1
P(2) |11 P(2) |11
P(3) |73 P(3) |73
P(4) 141 P(4) 141
P(5) [161 P(5) (161
P(6) |53 P(6) |53
P(7) |7 P(7) |7
P(8) P(8) |35
P(9) P(9)

Tabulka vznikla posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT(53), INSERT(7).

2.11.4 Ocekavany pocet testi

> Ocekavany pocet testu pro nedspésny pripad:

Ocekavany pocet testu pro uspésny pripad:
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2.12 Dvojité hasovani
2.12.1 Popis

Zékladni nevyhoda ptedchozi metody je zpusob vybéru dalsiho fadku. Je velmi determinovan a disledkem
je vznik shluku radka, ktery vede k vyraznému zpomaleni metody.

Idea jak odstranit tuto nevyhodu: Pouzijeme dvé hasovaci funkce h; a hy a pii operaci INSERT(z)
nalezneme nejmensi i = 0, 1,... takové, ze (hy(z)+iho(z)) mod m je prazdny tadek, a tam ulozime prvek
x.

Tabulka m4 jedinou polozku — key.

Pozadavky na korektnost: Pro kazdé x musi byt he(x) a m nesoudélné (jinak prvek x nemuze byt ulozen
na libovolném tadku tabulky).

Predpoklad pro vypocet ocekdvaného poctu testu: posloupnost {h;(z) —I—ihg(x)}?ial je nahodné permutace
mnoziny fadku tabulky.

Nevyhoda: Uvedend metoda nepodporuje operaci DELETE.

Poznamka: Metoda hasovani s linedrnim pfidavanim je specidlni piipad dvojitého hasovani, kde ho(x) = 1
pro kazdé x € U.

2.12.2 Algoritmy

MEMBER(z)

Spocitame i := hy(x), h = hao(x), j =0

while i.key #prazdny a i.key # x a j <m do i :=i+ hmod m, j :=j+ 1 enddo
if i.key = x then Vystup: x € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT(x)

Spocitame i := hy(x), h = ha(x), j =0

while i.key #prazdny a i.key # x a j <m do i :=i+ hmod m, j :=j+ 1 enddo
if j = m then Vystup: preplnéni, stop endif

if 1.key =prazdny then i.key := x endif

2.12.3 Ilustrace

Méjme universum U = {1,2,...,1000}. Hasovaci funkce jsou hi(x) = z mod 10 a hy(z) = 1 4 2(x mod 4),
kdyz x mod 4 € {0, 1}, ho(x) = 34+2(x mod 4), kdyz x mod 4 € {2,3}. Mnozinaje S = {1,7,11,53,73,141,161}.
Tato mnozina je ulozena v levé tabulce. Aplikujme INSERT(35). Pak hy(35) = 9, tedy posloupnost pro
x =35 je

(5,4,3,2,1,0,9,8,7,6).
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Vysledek je ulozen v pravé tabulce.

radek [key radek |key
P(0) |11 P(0) |11
P(1) |1 P(1) |1
P(2) P(2) |35
P(3) |73 P(3) |73
P(4) [141 P(4) [141
P(5) |7 P() |7
P(6) |53 P(6) |53
P(7) [161 P(7) [161
P(8) P(8)

P(9) P(9)

Tabulka vznikla posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT(11), INSERT(7).

2.12.4 Ocekavany pocet testi - neltspésny pripad

Definice. ¢;(n,m) — kdyz tabulka md m rddki a je v ni obsazeno n radku, tak je to pravdépodobnost, Ze
pro kazdé j =0,1,...,i— 1 je 7ddek hi(x) + jho(z) obsazen.

Pozorovani. gy(n,m) =1

Dikaz. Krajni pripad - je urcité obsazen pro j =0... —1 ]

n

Pozorovani. ¢;(n,m) = m

Dikaz. Bez druhé hesovaci funkce, tj. zkusim jen jednou. ]

n(n—1)
m(m—1)

Pozorovani. ¢,(n,m) =

Dikaz. Prvni hesovaci funkce se nestrefi, druhd také ne (a druha funkce je nesoudélnd s m a je ndhodnd)

[
Lemma (Obecny odhad ¢;). Obecné plati
i—1
gi(n,m) = HZJQO( /)
=0 (m —j)
Diikaz. Zobecnéni predchozich pozorovani. [



Definice. C(n,m) — ocekdavany pocet testi v neispésném vyhleddvani, kdyz tabulka md m rddki a n jich
je obsazeno (tj. to, co chci spocitat)

Lemma. C(n,m) =37 _(j + 1)(g;(n,m) — gj11(n, m))

Diikaz. Pro kazdé j vezmu pravdépodobnost, ze jen pro i < j je hy(x) + jhe(z) obsazen, pro vsechny dalsi
je volny; pro kazdé takové j je pocet testu 7 + 1 O

Lemma. C(n,m) = Z?:o gj(n,m)

Diikaz. Predchozi lemma + uprava indexu ]

Lemma. C(0,m) =1 pro kazdé m

Dikaz. Vyplyva z predchoziho lemmatu + ¢o(0,m) =1 O]

Lemma. g;(n,m) = “q;_1(n —1,m — 1) pro viechna j,n >0 am > 1
Dikaz. 7 obecného odhadu ¢;

gi(n, m) = Hj;o(n —J) _ nHJ;o((n —1)—J) _ %Qj—l(n S Lm—1)

[Io(m—35) mII—((m—1)—7)

O
Lemma. C(n,m) =1+ 2C(n—1,m —1)
Dikaz. )
n n
C(nam> = X;Qj(nam) =1+ E(Zg%(n_ 1>m_ 1)) =1+ E0<n_ 17m_ 1)
j= j=
O

Lemma. Ocekdvany pocet dotazi pri neuspésném vyhleddvani v tabulce s m tddky, z nichZn je obsazeno,

- __m+l1
je C(n,m) = m—:+1
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Dikaz. Indukei.

Kdyz n =0, pak C(0,m) = m”jgil =1 a tvrzeni plati.

Predpokladédme, ze tvrzeni plati pro n —1 > 0 a pro kazdé m > n — 1 a dokdzeme tvrzeni pro n a m > n.
Plati

C(n,m) =1+ 2C(n— IL,m—1)=

m
L+ n((m—1)+1) _
m((m—1)—(n—1)+1)
n m + 1
1+ = )
m—n+1 m-n+1
]
Veéta. Ocekdvany pocet dotazu pri neuspésném vyhleddvani je priblizné ﬁ
Diikaz. 7 predchoziho lemmatu C'(n,m) = m’f:}rl ~ . O

> Ocekavany pocet dotazu pri neuspésném vyhledavéani je priblizné
1

l—a”

2.12.5 Uspéény pripad
Pouzijeme opét stejnou metodu ze separujicich fetézcu, proto jen strucné.
Véta. Ocekdvanyj pocet dotazi pri uspésném vyhleddvani je priblizné éln(ﬁ)

Diikaz. Pocet dotazu pii vyhledavani x pro x € S je stejny jako byl pocet dotazu pii vkladani x do tabulky:.
Tedy ocekavany pocet dotazu pri uspésném vyhledavani v tabulce s m tadky, z nichz n je obsazeno, je

1 1 m+1
E;C@’m)zﬁgm—iﬂz
m+1(mzﬂl_m—zn+ll)w
O A -
WG ) S )

> Ocekavany pocet dotazu pfi uspésném vyhledavani je priblizné

1 1
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Nésledujici tabulka ukazuje tyto hodnoty v zavislosti na velikosti «.

hodnota v | 0.5 [ 0.7 [0.9 |0.95 |0.99 0.999
%a 2 3.3 | 10 20 | 100 {1000
— 1.38 |1.70 |2.55 |3.15 |4.65 | 6.9

1

—

o |-
—

)

2.13 Porovnani efektivity hasovacich algoritmu

2.13.1 Netspésné vyhledavani

Hasovéni s usporadanymi retézci

Hasovéni s fetézci=HaSovani s prfemistovinim
Hasovéani s dvéma ukazateli

VICH=LICH

EICH

LISCH=EISCH

Dvojité hasovani

Hagovani s linearnim pridavanim

2.13.2 Ijspééné vyhledavani

Poradi metod hasovani podle o¢ekavaného poctu testu:

Hasovani s uspoiradanymi fetézci=Hasovani s fetézci=HaSovan{ s piemistovanim
Hasovéani s dvéma ukazateli,

VICH

LICH

EICH

EISCH

LISCH

Dvojité hasovani

Hagovani s linearnim pridavanim

Poznamka: Metoda VICH pii netspésném vyhledavani pro a < 0.72 a pfi uspésném vyhledavani pro
a < 0.92 vyzaduje mensi ocekdvany pocet testi nez metoda s dvéma ukazateli.

Pii neuspésném vyhleddvani jsou metody VICH a LICH stejné a jsou o 8% lepsi nez EICH a o 15% nez
metody LISCH a EISCH. Pri tspésném vyhleddvani je VICH nepatrné lepsi nez LICH a EICH o 3% lepsi
nez EISCH a o 7% lepsi nez LISCH.

2.13.3 Ocekavany pocet testi pri tiplné zaplnéné tabulce

Metoda s piemistovanim: netispésné vyhledavani 1.5, tspésné vyhleddvani 1.4.
Metoda s dvéma ukazateli: ispésné i netspésné vyhledavani 1.6.

VICH: netspésné vyhledavani 1.79, ispésné vyhledavani 1.67.

LICH: neuspésné vyhledavani 1.79, tspésné vyhledavani 1.69.

EICH: netspésné vyhledavani 1.93, tspésné vyhledavani 1.69.

EISCH: netspésné vyhledavani 2.1, uspésné vyhledavani 1.72.
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e LISCH: neuspésné vyhledavani 2.1, uspésné vyhledavani 1.8.

Metodu s linedarnim ptidavanim je dobré pouzit jen pro a < 0.7, metodu s dvojitym hasovanim pro o < 0.9,
pak ¢as pro neuspésné vyhledavani rychle narusta.

2.13.4 Vliv g =7 pfi srustajicim haSovani

P1i tspésném vyhledavani je optimalni hodnota g = 0.85, pfi neuspésném vyhledavani je optimalni hod-
nota f = 0.78. V praxi se doporucuje pouzit hodnotu 5 = 0.86 (uvedené vysledky byly pro tuto hodnotu
B).

2.13.5 Komentar

Metody se separujicimi Fetézci a srustajici hasovani pouzivaji vice paméti (pfi srustajicim hasovani soucet
adresovaci a pomocné ¢ésti). Metoda s premistovdnim a metoda dvojitého hasovani vyzaduji vice éasu —
na premisténi prvku a na vypocet druhé hasovaci funkce.

2.14 Dalsi otazky
2.14.1 Jak nalézt volny radek

Za nejlepsi metodu se povazuje mit seznam (zdsobnik) volnych fadku a z jeho vrcholu brat volny fadek a
po tspésné operaci DELETE tam zase fddek vlozit (pozor pii operaci DELETE ve strukturach, které
nepodporuji DELETE).

2.14.2 Jak resit preplnéni

Standardni model: Déna zdkladni velikost tabulky m a pracuje se s tabulkami s 2‘m fddky pro vhodné
¢t = 0,1,.... Vhodné i znamena, ze faktor zaplnéni « je v intervalu < }L, 1 > (s vyjimkou 7 = 0, kde se
uvazuje pouze horni mez). Pii prekroceni meze se zvétsi nebo zmensi i a vsechna data se prehasuji do nové
tabulky.

Vyhoda: Po ptehasovani do nové tabulky je pocet operaci, které vedou k novému prehasovavani, roven
alespon poloviné velikosti ulozené mnoziny.

Praktické pouziti: Nedrzet se striktné mezi, pouzivat malé pomocné tabulky pii preplnéni a posunout velké
prehasovani na dobu klidu (aby systém nenechal uzivatele v normélni dobé ¢ekat).

2.14.3 Jak tesit DELETE v metodach, které ho nepodporuji

Pouzit ideu tzv. ‘falesného DELETE’. Odstranit prvek, ale fddek neuvolnit (i v kli¢i nechat néjakou
hodnotu, kterd bude znamenat, ze fadek je prazdny, polozky podporujici praci s tabulkami neménit).
Rédek nebude v seznamu volnych fadki, ale operace INSERT, kdyz testuje tento fddek, tam mize
vlozit novy prvek. Kdyz je alespon polovina pouzitych fadku takto blokovana, je vhodné celou strukturu
prehasovat. Pravdépodobnostni analyzu tohoto modelu neznam.
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2.14.4 Oteviené problémy

Jak vyuzit ideje z hasovani s usporadanymi fetézci pro ostatni metody feseni kolizi (jmenovité pro srustajici
hasovani).

Jakou metodu pouzit pro operaci DELETE ve srustajicim hasovani (problém je zachovat nahodnost
ulozené mnoziny a tim platnost odhadu na slozitost operaci).

Jak nalézt druhou haSovaci funkci pro metodu dvojitého hasovani, aby vzniklé posloupnosti adres pfi
operaci INSERT se chovaly jako ndhodné.

2.14.5 Predpoklady a jejich splnitelnost
Ptipomenme si predpoklady pro predchozi uvedené vysledky o hasovani:

1. Hasovaci funkce se rychle spocitd (v case O(1));

2. HaSovaci funkce rovnomérné rozdéluje univerzum (to znamend, ze pro dvé ruzné hodnoty i a j
hasovaci funkce plati —1 < |h=1(7)] — |h71(5)| < 1);

3. Vstupni data jsou rovnomérné rozdélena.

Diskutujme splnitelnost téchto predpokladu.

Predpoklad 1) je jasny.

Predpoklad 2) — je vyhodné, kdyz rozdéleni univerza hasovaci funkei kopiruje zndmé rozdéleni vstupnich
dat. Toto se pouzilo pfi ndvrhu piekladace pro FORTRAN (Lum 1971). V piekladaci byla pouzita metoda
separovanych fetézcti a hasovaci funkce, ktera preferovala obvyklé nazvy identifikatoru. Vysledky byly
méreny, kdyz se preklada¢ FORTRANu pouzil pro standardni vypocet. Ziskané vysledky se porovnavaly
s teoretickymi vypocty za nasich predpokladu. V nasledujici tabulce muzete porovnat vysledky ziskané
teoretickymi vypocty a namérené hodnoty. Porovnani vysledku:

hodnota o | 0.5 | 0.6 | 0.7 | 0.8 0.9
experiment |1.19 |1.25 [1.28 |1.34 [1.38
teorie 1.25 |1.30 |1.35 | 1.40 [1.45

Zaver: Podminky 1) a 2) muzeme splnit, kdyz zndme rozlozeni vstupnich dat, muzeme dosdhnout jesté
lepsich vysledki.

Nevyhoda: Rozlozeni vstupnich dat nemuzeme ovlivnit a obvykle ho ani nezndame. Je redlné, ze rozdéleni
vstupnich dat bude nevhodné pro pouzitou hasovaci funkci. Dusledek — na pocatku 70. let se zacalo
ustupovat od hasovéani. Hledal se postup, ktery by se vyhnul uvedenému problému s bodem 3).

Resenf navrhli Carter a Wegman (1977), kdyz pfisli s metodou univerzalntho hasovani, kterd obchazi
pozadavek 3). To vedlo k novému rozsahlému pouzivani hasovéni.

Nalezenému teseni je vénovan nésledujici text.
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2.15 Univerzalni hasovani
2.15.1 Zakladni idea

Misto jedné funkce mame mnozinu H funkeci z univerza do tabulky velikosti m takovych, ze pro kazdou
mnozinu S C U, |S| < m se vétsina funkei chova dobfe viéi S (tj. hasovaci funkce méa jen malo kolizi v
mnoziné S). Hasovaci funkei zvolime ndhodné z H (s rovnomérnym rozdélenim) a hasujeme pomoci takto
zvolené funkce.

Tedy jesté jednou — nemam jednu hasovaci funkci, ale mam wvice hasovacich funkci, pro kazdou mnozinu S
se mi vétsina z nich chova rozumné — a z nich ndhodné jednu vyberu; tedy neni nutné ndhodné rozlozeni

S.

2.15.2 Modifikace ideje

Oveérovani vlastnosti vyzaduje znalost velikosti mnoziny H.

Mém ale problém - rychld vy¢islitelnost h(x) vyzaduje analytické zadani funkci v H, ale zjisténi rovnosti
dvou analyticky zadanych funkci na univerzu U je problematické. Resenim problému je pouziti indexové
mnoziny I, kterou si oindexuji funkce v H.

To znamend, ze H = {h; | 1 € I} a dvé funkce jsou ruzné, kdyz maji ruzné indexy. Pak velikost systému,
tj. velikost H, bude velikost indexové mnoziny.

Misto zvoleni hasovaci funkce budeme volit ndhodné index s rovnomérnym rozlozenim a kdyz zvolime
index i, pak budeme pracovat s hasovaci funkci h;. Oc¢ekavana hodnota ndhodné proménné f z mnoziny [
Yicr £

do realnych ¢isel bude prumeér pres I, tj. =

2.15.3 Formalni definice c-univerzalnich systému

Necht U je univerzum. Soubor funkei H = {h; | ¢ € I} z univerza U do mnoziny {0,1,...,m — 1} se
nazyva c-uniwerzdlni (¢ je kladné redlné ¢islo), kdyz

c|l
Ve,y e Uy x #yplati [{i € I | hi(z) = hi(y)}] < %
Omezuji tedy pocet koliznich funkei pro libovolnou mnozinu.
Jako ekvivalentni definici lze pouzit toto tvrzeni: systém funkei H z univerza U do mnoziny {0, 1,...,m—1}

je c-univerzéalni, kdyz vybereme-li h € H s rovnomérnym rozdélenim, pak pro kazdd dvé ruzna z,y € U
plati

c

Prob(h(z) = h(y)) < —.
m

Problémy: existence c-univerzalnich systému,

vlastnosti c-univerzalnich systému (zda spliuji pozadované ideje).

2.15.4 Existence univerzalnich systému
Bez jmy na obecnosti muzu vzit univerzum U, které bude vypadat U = {0,1,..., N — 1} pro prvoéislo

N. (Staci si uvédomit, ze kazdé univerzum muzeme povazovat za univerzum tvaru {0,1,..., N — 1} pro
néjaké N a ze mezi ¢isly N a 2N vzdy existuje néjaké prvocislo.)

44



Definujme si mnozinu funkei H pro univerzum U pro néjaké m.

Definice. H = {hqy | (a,b) € U x U}, kde hqp(x) = ((ax + b) mod N) mod m (tj. indexovd mnozina je
U x U a jeji velikost je N?).

Vyhoda: funkce z mnoziny H umime rychle vyéislit. Nevyhoda: indexova mnozina je velikost univerza na
druhou.

Lemma. Pro x,y € U takovd, Ze x # vy, existuje mazximdlné m([%})Z dvogic (a,b) € U x U takovych, zZe
ha,b(-r) == ha,b(Q)'

Dikaz. Zvolme z,y € U takova, ze x # y. Chceme nalézt (a,b) € U x U takové, ze hqp(x) = hap(y).
Musf existovat i € {0,1,...,m —1} ar,s € {0,1,...,[¥] — 1} tak, ze plati

m

(ax +b =i+ rm)mod N
(ay +b=1i+ sm) mod N

(7 je ono shodné modulo, r a s jsou zbytky po modulu, tedy ax +bmod N =i+ rm ai+rm < N,
podobné s y)

Kdyz z, y, i, r a s jsou konstanty a a a b jsou proménné, je to systém linedrnich rovnic v télese Z/ mod N,
kde Z jsou celd cisla. Matice soustavy

z 1

(y 1>

je regularni, protoze x # y. Jelikoz Z/ mod N je téleso (protoze N je prvocislo), tak pro fixovana z, y, 1,
r a s existuje pravé jedno TeSeni této soustavy.

Tedy, pro dand = a y, ¢ nabyva m hodnot, r a s nabyvaji (%} hodnot.

Zaver: pro kazda x,y € U takovd, ze x # y, existuje maximalné m([%})z dvojic (a,b) € U x U takovych,

7€ hap(x) = hap(y). O

Veéta. MnoZina H je c-univerzalni pro

Dikaz. Skutecné, pro kazdé z,y € U, x # y, je pocet (a,b) € U x U takovych, ze hyp(z) = hap(y), nejvyse

N ()N ()
m([) = ~m S Ll
) = = @ m

Pozorovani. Dokdzali jsme existenci c-univerzdalnich systémi pro c blizké 1.
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2.15.5 Vlastnosti univerzalniho hasovani

Predpoklad: H = {h; | i € I} je c-univerzélni systém funkei. (nemusi byt totozny s H z posledni kapitoly)

Definice. Proi € I a prvky x,y € U oznacme

5:(,y) = 1 kdyz x # y a hi(x) = h;(y),
Y =0 kdyz x = y nebo h;(z) # hi(y).
0i(z,y) je tedy 1, pokud z,y v h; koliduji, jinak je 0.

Definice. Pro mnozinu S C U, x € U a1 € I definuyme

di(x,8) = Z&(%?J)‘

yes

0i(z, S) tedy tikd, s kolika prvky v S x koliduje pfi pouziti funkce h;; je to tedy horni odhad fetézce, pokud
S je reprezentovana mnozina.

Lemma. ﬁ Y icr 0i(x, S) je ocekdvand délka Tetézce pri pevném S pri ndahodném vybéru i.

Dukaz. Plyne jednoduse z definice. ]

Lemma. Ocekdvany pocet testi u operactMEMBER, INSERT « DELETE je O(1+ocekdvané délka tetézce)

Diukaz. Neni mi zcela jasna +1, jinak ale opravdu musime projet cely fetézec. ]

(15| = Dek]

b kdyz x € S,
Lemma. Pro fizovanou mnoZinu S C U a pro fivované x € U platiy ., 0;(x,S) = {\S| " e
c_

kdyz « ¢ S.

Dikaz. V dukazu ,vtipné* prehodime, ptres co vlastné scitdme, a pouzijeme definici c-univerzalniho systému.

Secteme 0;(x, S) pres viechna i € I:

D 0@, 9) =D dimy) =YY dilz,y) =

i€l icl yes yes i€l
> i€l hi@) = hily)}| <
yeS,yF#x
3 1 fUSI=Dell kdyzx € S,
yeS y#a “m {’S‘C% kdyz x ¢ S.
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Lemma. Ocekdvand délka retézce pro firovanouw mnozinu S C U a fixrované x € U presi € I s rovnomérngm

5 ) . L C‘S‘—il kdyZ T € S,
rozdélenim je nejvyse \Sr\n

m

Diikaz. 7 predchozich lemmat:

di(x,S) dava odhad na velikost Fetézce h;(x) pii reprezentaci mnoziny S pomoci funkce h;, tedy ocekavand
délka fetézce pro fixovanou mnozinu S C U a fixované x € U pies ¢ € [ s rovnhomérnym rozdélenim je
nejvyse

1 o=t kdyz x €S
T (51 7S S " ’
7] Z (,5) {c'%l kdyz x¢S.

el

Véta. Ocekavany pocet testu pri operacich MEMBER, INSERT o DELETE pri c-univerzdlnim
hasovani je O(1 + car), kde « je faktor naplnéni (tj. a = Lnﬂ)

Diikaz. Plyne jednoduse z predchozich lemmat. ]

Veéta. Ocekdvang ¢as pro pevnou posloupnost n operaci MEMBER, INSERT ¢« DELETE aplikovanijch
na prazdnou tabulku pro c-univerzdlni hasovdni je O((1 + §a)n), kde a = 2.

Dikaz. J& (upravujici student) nevidim, pro¢ by to mélo platit :( ]

> Ocekavany pocet testu je O(1 + ca) 4

Vyznam vysledku Vzorec se jen o multiplikativni konstantu ¢ 1isi od vzorce pro hasovani se sepa-
rovanymi fetézci. Pritom ¢ muze byt jen o malo mensi nez 1 a ve vSech znamych ptikladech je ¢ > 1.
Takze, co jsme dosahli?

Rozdil je v predpokladech. Zde je predpoklad 3) nahrazen predpokladem, ze index ¢ € [ je vybrén
s rovnomérnym rozdélenim, a neni zadny predpoklad na vstupni data. Vybér indexu ¢ mizeme ovliv-
nit, ale vybér vstupnich dat nikoliv. Muzeme zajistit rovnomérné rozdéleni vybéru ¢ z I nebo se k
tomuto rozdéleni hodné priblizit.

2.15.6 Markovova nerovnost

Predpoklady: Je ddna mnozina S C U, prvek z € U. Oc¢ekavand velikost d;(z, S) je pat > 1.

Ptredpokladejme, ze ¢ je z I vybrano s rovhomérnym rozdélenim.

Véta. Prot > 1 plati: pravdépodobnost, ze §;(x,S) > tu proi € I, je mensi nez

|

47



Diikaz. Oznacme I' = {i € I | 6;(x,S) > tu}. Pak plati
_ Zie[ 5Z(ZL‘, S) Zie]’ 5Z<x’8) > Zie]’ t:u _ |I/|

p= > 2 = ortp
] 1] 1] 1]
Odtud ;
I’ < %
Tedy pravdépodobnost, ze 6;(z,.S) > tu, je mensi nez % ]

Poznamka: Toto tvrzeni plati obecné a nazyva se Markovova nerovnost. Uvedeny dikaz ilustruje jednoduché
tvrzeni pro konec¢ny ptipad.

2.15.7 Vybér funkce ze systému

Hlavni problém: Zajisténi rovnomérného rozdéleni vybéru ¢ z 1.

Provedeni vybéru: Budeme vybirat index z mnoziny I, budeme ho vybirat jako binarni ¢islo tak, ze kazdou
pozici binarniho ¢isla nahodné vybereme.

Totéz formélnéji: Zakdédovat indexy z mnoziny I do éisel 0,1, ..., |I| — 1. Zvolit ndhodné ¢islo i z tohoto
intervalu s rovnomérnym rozdélenim a pak pouzit funkci s indexem, jehoz kéd je 7. Abychom vybrali 7,
nalezneme nejmensi j takové, ze 29 — 1 > |I| — 1. Pak ¢isla v intervalu {0,1,...,2/ — 1} jednoznacéné
koresponduji s posloupnostmi 0 a 1 délky j. Budeme vybirat ndhodné posloupnost 0 a 1 délky j. Kdyz
takto vybrand posloupnost neodpovidd prvku z I, tak vygenerujeme jinou posloupnost (a tuto vynechdme).
Pokud pouzijeme ndhodny generator 0 a 1, pak takto ziskdme nahodny prvek z I. Tedy k vybéru nahodné
funkce potiebujeme nahodny generator 0 a 1 s rovhomérnym rozdélenim.

Zavada: Skutecny ndhodny generator pro rovnomeérné rozdélent je prakticky nedosazitelny (nékteré fyzikalni
procesy). K dispozici je pouze pseudogenerétor.

Jeho nevyhoda: Cim je j vétsi, tim je posloupnost pravidelnéjsi (tj. méné nahodnd).

Dusledky: Hledame co nejmensi c-univerzalni systémy. Nejprve ale nalezneme dolni odhady na jejich ve-
likost obecné. (Velikosti je zde stale mysleno pocet funkei v |H|, v8e ostatni — ¢, |S|, m — je fixovano!)

2.15.8 Dolni odhady na velikost

Predpoklady: Necht U je univerzum velikosti N a necht H = {h; | i € I} je c-univerzdlni systém funkeci
hasujicich do tabulky velikosti m. Muzeme predpokladat, ze

I={0,1,...,[I| - 1}.

Veéta. Kdyz H = {h; | i € I} je c-uniwverzalni systém pro univerzum U o velikosti N haSugici do tabulky
s m radky, pak
m
11> ™ ([log,, N1~ 1).

Dikaz. Indukei definujme mnoziny Uy, Uy, ... tak, ze: Uy = U.
Necht U; je nejvetsi podmnozina Uy vzhledem k poctu prvki takovd, ze ho(Uy) je jednoprvkova mnozina.

48



Necht U, je nejvétsi podmnozina U vzhledem k poctu prvki takovd, ze hy(Us) je jednoprvkové mnozina.
Necht Us je nejvetsi podmnozina Us vzhledem k poctu prvki takovd, Ze ho(Us) je jednoprvkova mnozina.
Obecné, necht U; je nejvétsi podmnozina U;_; vzhledem k poctu prvki takova, ze h;_1(U;) je jednoprvkova
mnozina.

Protoze hasujeme do tabulky velikosti m, plati |U;| > (%1 Protoze |Uy| = N, dostdvame indukei, ze
\U;| > [25] pro kazdé i. Zvolme i = [log,, N]— 1. Pak i je nejvéts{ piirozené éislo takové, ze 2 > 1. Tedy
U; ma aspon dva prvky, zvolme z,y € U; takova, ze x # y. Pak h;(x) = h;(y) pro j =0,1,...,i— 1. Tedy
o1
-

i <Hjel|hi(x)=hiy)} <

Kdyz H = {h; | © € I} je c-univerzélni systém pro univerzum U o

velikosti V hasujici do tabulky s m fadky, pak [I| > Z([log,, N1—1).

Pozorovani. Posloupnosti0 a1 pri ndhodné volbé i z I musi mit délku alespori [(log m—log c+loglog N —
loglogm)| (zde vSechny logaritmy jsou o zdkladu 2).

2.15.9 Maly univerzalni systém - definice

Zkonstruujeme c-univerzalni systém takovy, ze logaritmus z velikosti jeho indexové mnoziny pro velka
univerza je az na aditivni konstantu mensi nez 4(logm + loglog N), kde N je velikost univerza a m je
pocet Tadku v tabulce.

Meéjme velikost tabulky m a univerzum U = {0,1,..., N — 1} pro néjaké prirozené ¢islo N (nemusi byt
prvocislo).
Definice. Necht pi,ps, ... je rostouci posloupnost vsech prvoéisel.

Definice. Necht t je nejmensi éislo takové, Ze tlnp, > mlIn N.

Lemma. t <mIn N, kdyz p; > 3.

Dikaz. Pokud p; > 3, je Inp; > 1. [

Definice. Definujme
H, = {gc,d<h€) | t<t< 2t, C,d c {O, 1, ey Do — 1}},

kde he(z) = x mod p; a geq(x) = ((cx + d) mod py) mod m.
V dalsi sekci ukdzeme, ze kdyz m(Inm + Inlnm) < N, pak H; je 3.25-univerzalni systém. Nejdiive ale
ukazeme, ze indexova mnozina je dostatecné mala.

Piipomeneme si znamou vétu o velikosti prvocisel, bez diukazu (zde In je pfirozeny logaritmus, tj. o zékladu
e).

Véta. Pro kazdé 1 =1,2,... plati p; > ilni a pro i > 6 plati p; < i(Ini + Inlni). O]
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Pozorovani. Proi > 6 plati p; < 2ilni. (z dosazeni do véty o velikosti prvocisel)

Véta. |I| < 16m*log* N pro dostatecné velké t.

Diikaz. (pozn. studenta - diky logaritmum je tento dukaz dost nepiehledny :( logaritmy jsou dvojkové)

Indexova mnozina H; je

I=A{(c,d,l) | c,de{0,1,...,py — 1, ¢t < ¥ <2t}

Tedy |I| = tp?,. Odtud plyne |I| < 16¢>In* 2t a tedy
log(|1]) <4+ 3logt + 2loglogt.

Pro dostatecné velké ¢ (takové, ze logt > 2loglogt, tj. t > 16)@ plati, ze log(|/]) < 4 + 4logt.
t <mlnN, kdyz p; > 3 (viz vyse).

Po dosazeni log(|1]) < 4 4 4(logm + loglog N), coz uz upravime na pozadovanou nerovnost. O

Pozorovani. Logaritmus z dukazu, tj. log(]1]) < 4+4(logm+loglog N), ndm davd horni omezeni velikosti
bindrniho zapisu funkce, tj. pocet nutnych ndhodnijch vybéri.

2.15.10 Univerzalita malého systému H,

Zvolme ruzna x a y z univerza U.

Definice. Oznacme

Gr=1{(c,d,0) | gea(he(x)) = gea(he(y)), he(z) # he(y)},

Budeme odhadovat G4, Gs.

Véta. Gy < (14 my2

P2t
Dikaz. Pouzijeme podobny trik, jako v kapitole s dukazem existence univerzéalnich systému.
Kdyz (¢, d, ) € Gy, pak existuji r,s € {0,1,...,[B] =1} adi € {0,1,...,m — 1} takova, ze
(¢(x mod py) +d =i+ rm) mod pyy
(c¢(y mod py) + d =i+ sm) mod py.

Kdyz ¢ a d povazujeme za neznamé, pak je to soustava linedrnich rovnic s reguldrni matici (protoze
x mod p, # y mod py), a tedy pro kazdé ¢, i, r a s existuje pravé jedna takova dvojice (¢, d) (pfipomindme,
ze 7./ mod py; je téleso). Proto

tp? m I m
Gl < (2272 < Pary oy My Mg e
m m D2 m Dot

4Nejsem si jist, pro¢ plati, ale asi ano
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Véta. G, < 1

Diikaz. Oznacme L = {¢ |t < ¢ < 2t, x mod p; = y mod py} a P = [],.; pe. Protoze P déli |z — g,

dostavame, ze P < N. Protoze p; < py pro kazdé ¢ € L, dostavame, ze P > pw. Tedy |[L| < 2Y < Ly

Inpt — m
definice t. Protoze (c¢,d, () € Gy, pravé kdyz £ € L a ¢,d € {0,1,...,py — 1}, shrneme, ze

2
Gl < IR, < P2 = 1
m m

Lemma (Pomocné lemma). KdyZt > 6 a m(Inm +1Inlnm) < N, pak m < .

Diikaz. Ptedpoklddejme, ze tvrzeni neplati. Pak m > 4. 7 Véty o velikosti prvocisel plyne m > £& >

nt Int
% = t. Kdyz pouzijeme, ze m(lnm + Inlnm) < N, tak dostaneme, ze

Inm +1In(Inm +1Inlnm) <In N,
a odtud plyne, ze
tlnp, <tln(t(Int+Inlnt)) < m(lnm+In(Inm +Inlnm)) < mIn N

a to je spor s definicf t. Tedy m < . ]

Pozorovani. In2t > Int > Inlnt pro vsechna t > 1

Lemma. ™ je mensi, nez 3,
P2t 2

a pokud t konverguje k +oo, tak konverguje k 0.

Dikaz. Zkombinujeme Vétu o odhadu velikosti prvocisel, Pomocné lemma a predchozi pozorovani a
dostaneme, ze

mg 2t <t(lnt+lnlnt)< 1 (1+lnlnt)‘
por — 2tIn2t 2tIntln 2t In 2t Int

Je ziejmé, ze tento vyraz je mensi nez %, a kdyz t konverguje k 400, pak tento vyraz konverguje k 0. [

Lemma. (1+ %)% <1.5? =225

Diikaz. Plyne jednoduse z prechoziho lemmatu. [

Véta. Hy je 3.25-univerzalni
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Dukaz. 7 ptredchoziho plyne:

{i € I'] hi(z) = hi(y)}| = |G| + |Ga| <

I I I
W pmyp |(1 +2.95) = 3251
m P2t m m
O
> Kdyzt>6amlnmlnlnm < N, pak H; je 3.25-univerzalni. 4
Bez jakychkoliv predpokladu lze ukézat, ze H; je b-univerzalni.
2.15.11 Odhad na velikost ¢
Lemma (Technické lemma). Méjme redind ¢isla b; proi =0,1,...,m —1 a necht b = 2?1:—01 b;. Pak
m—1
b
> bibi — 1) 2 b(— — 1).
m
=0
Diikaz. 7 Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
m—1 m—1 m—1
(Z ziyi)? < ( xf)(z v;)
i=0 =0 =0
plyne (305" )% = b2 < m (327" b?), staci polozit a; = by a y; = 1, a tedy £ < 371 b2, Odtud
m—1 m—1 m—1 m—1 b2 b
bi(b; — 1) = 2 = 2 — —b=
> bibi —1) Zﬂ Ab,})%b>m b=b(-——1)
=0 =0 =0 =0
a lemma je dokazano. N

Lemma (O obecné funkci). Pokud f: U — T je libovolnd hasovact funkce (tj. ne z H), pocet dvojic u,v
takovych, e u # v a f(u) = f(v) (4. kolidujici dvojice) je vétsi, nez N(¥="), kde N je velikost U a m je
velikost T'.

Dikaz. Kdyz pro t € T oznacime k, = |f71(t)|, pak [A| = >, ke(ke — 1). Z lemmatu plyne, ze
N N —-—m
Al =S kb —1) > N(= —1) = N(—"
A= St =) 2 NG = MO,

protoze » ,.p ki = N.

Nerovnitko plyne z technického lemmatu. [
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Véta. Kdyz H je c-univerzadlni systém univerza U o velikosti N hasugjici do tabulky s m vddky, pak ¢ >
1-2.
N

Dukaz. Pouzijeme ptredchozi lemma o obecné funkci a pri sc¢itani si ,,vtipné“ prehodime, pres co vlastné
sCitame, a poté vyuzijeme toho, ze H je c-univerzalni.

Kdyz H = {h; | i € I} je c-univerzalni systém funkeci z univerza U o velikosti N do tabulky o velikosti m,
pak pomoci lemmatu dostavame

N—m
[TV (

) <

Z {(z,y) € U x U hi(z) = hi(y), = # y}| =
> i€l hix) =hiy)} <
(z,y)eUXU, z#y
> M N(N — 1)cm.

(z,y)eUxU,x#y
Odtud plyne, ze N —m < ¢(N — 1), a tedy

>N—m>N—m_1 m
‘C=N_1 N N

> Kdyz H je c-univerzalni, ¢ > 1 — %. 4

2.15.12 Problémy univerzalniho hasovani

Pouzit jiné metody na feSeni kolizi nez separované ftetézce. Jak to ovlivni pouzitelnost univerzalniho
hasovani? Plati podobné vztahy jako pro pevné danou hasovaci funkci? Jaky vliv na efektivnost mé
neptitomnost operace DELETE?

Existuje c-univerzalni hasovaci systém pro ¢ < 17 Jaky je vztah mezi velikosti c-univerzalniho hasovaciho
systému a velikosti ¢? Lze zkonstruovat maly c-univerzalni systém pro ¢ < 3.257 Zde hraje roli fakt, ze pti
c = 3.25 se ocekavana délka fetézce muze pohybovat az kolem hodnoty 7.

Pouziti Cebysevovy nerovnosti misto Markovovy nerovnosti déva kvadraticky odhad pravdépodobnosti,
ze délka Tetézce je o t vétsi nez ocekavand hodnota. Za jakych okolnosti dava lepsi odhad? Lze pouzit i
vyssich momentu?

Jak pouzit Markovou nerovnost a ocekavanou délku maximalniho fetézce pro odhad oc¢ekavaného poctu
voleb hasovaci funkce?

Pro jaké parametry lze pouzit nasledujici model

Je dana zakladni velikost tabulky m a dale pro j = 0,1, ... ¢isla (parametry) [; a c-univerzalni hasovaci
systémy H; = {h; | i € I;} z univerza do tabulky s m2/ fddky.

®pozn.studenta - vitbec nevim, o co jde :(
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Mnozina S C U je reprezentovana ndsledovné: je ddno j takové, ze kdyz j > 0, pak m2/=2 < |S| < m27,
kdyz j = 0, pak |S| < m, a je zvolen index i € I;. Déle mame prosté fetézce o, 71, . .., Tmai_1, jejichz délky
jsou nejvyse l;, a fetézec ry obsahuje prvky {s € S | hi(s) = k}.

Operace INSERT () prohleda fetézec 7y, () a kdyz tento fetézec neobsahuje prvek z, pak ho pridd. Kdyz
m297% < |S| < m27 a délka Fetézce 1, () je nejvyse l;, pak operace konél. Kdyz |S| > m27, tak se nejdifve
zvétsi j o 1. Pak se ndhodné zvoli ¢ € I; a zkonstruuji se fetézce reprezentujici S. Kdyz néktery z nich mé
délku vétsi nez [, tak se volba a konstrukce fetézcu opakuje tak dlouho, dokud se nepovede zvolit i € I;
takové, Ze vSechny zkonstruované fetézce maji délku nejvyse [;. Operace DELETE se fesi analogicky.
Problém: Jak volit parametry ;7

V pripadé teSeni kolizi dvojitym hasovanim nebo hasovanim s linearnim pridavanim je tieba dat silnéjsi
podminky na velikost |S|. V posledni dobé se této tématice vénuje pozornost a byla dosazena tada
zajimavych vysledku.

2.16 Perfektni hasovani
2.16.1 Idea

Jde o dalsi feseni kolizi. Idea je nalézt pro predem danou mnozinu haSovaci funkci, kterd nevytvari Zadné
kolize.

Nevyhoda: Metoda neptipousti operaci INSERT (pro novy vstup nemuzeme zarucit, ze nevznikne kolize).
Metodu lze prakticky pouzit pro tlohy, kde lze o¢ekdvat hodné operaci MEMBER a operace INSERT
se témer nevyskytuje (kolize se fesi pomoci malé pomocné tabulky, kam se uklddaji kolidujici data). Tato
metoda se pouziva pri navrhovani kompilatoru.

2.16.2 Pozadavky

Pro danou mnozinu S C U chceme nalézt hasovaci funkci h takovou, ze

1. pro s,t € S takové, ze s # t, plati h(s) # h(t) (tj. h je perfekini hasovaci funkce pro S);

2. h hasuje do tabulky s m tadky, kde m je ptiblizné stejné velké jako |S| (neni praktické hasovat do
prilis velkych tabulek — ztréci se jeden ze zakladnich duvodu pro hasovéni);

3. h musi byt rychle spocitatelnd — jinak hasovani neni rychlé;

4. ulozeni h nesmi vyzadovat moc paméti, nejvyhodnéjsi je analytické zadani (kdyz zadéni h bude
vyzadovat moc paméti, napt. kdyz by byla dana tabulkou, pak se ztraci duvod k pouziti stejné jako
v bodé 2).

Kompenzace: Nalezeni hasovaci funkce muze spotiebovat vice ¢asu. Provadi se jen na zacatku tlohy.

2.16.3 (N, m,n)-perfektni systém - definice

Méjme univerzum U = {0,1,..., N — 1}.

s

Definice. Soubor funkci H z U do mnoziny {0,1,...,m — 1} se nazyvd (N, m,n)-perfektni, kdyz pro
kazdou S C U takovou, Ze |S| = n, existuje h € H perfektni pro S (tj. h(s) # h(t) pro kaZdd dvé riznd
s,teS).
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Protoze nevime, zda takova h existuji, nejprve vysetiime mnoziny perfektnich hasovacich funkeci. Vysetiime
vlastnosti (N, m,n)-perfektnich souboru funkei.

2.16.4 Dolni odhady na velikost (N, m,n)-perfektniho souboru

Predpokladejme, ze H je (N, m,n)-perfektni systém pro U = {0,1,..., N — 1} a nejprve nalezneme dolni
odhady na velikost |H].

Lemma. Libovolnd funkce h zU do mnoziny {0, 1,...,m—1} je perfekini pro mazimdlné (’Z) (%)“ mnozin.

Diikaz. Jesté jednou — zjistujeme pocet mnozin S C U takovych, ze h je perfektn{ funkce pro S a |S| = n.
Funkce h je perfektni pro S C U, prave kdyz pro kazdé i = 0,1,...,m — 1 je |h~1(i) N S| < 1. (pokud by
bylo vétsi, nebyla by perfektni)

Odtud pocet téchto mnozin je

S L6

0<ip<i1 < <tp—1<m j=0

Vysvétleni: vzali jsme si vSechny mozné podmnoziny m, velké n — tahle mnozina nam tika, na kterych
mistech vysledné tabulky je néco zahesovano — a reprezentovali jsme si ji pfes rostouci posloupnost. Pro
kazdé misto v tabulce, kde je néco zaheSovéno, jsem si vzal vSechny moznosti, co tam muzou byt (to je

[P=(i)]).
Jinak feceno, h(S) ={i; | j=0,1,...,n—1}.

Hledédme horn{ odhad této sumy; je maximdlni, kdyz |h=1(i)| = % pro kazdé i. Posloupnosti i je (Tg), tedy

h muze byt perfektni nejvyse pro (') ()" mnozin. O

Véta. (N)
1=y e

3=

Dikaz. Vime, ze n-prvkovych podmnozin universa je (]X ), a kazda z funkci v H je perfektni pro maximélné

N
(™) (E)" mnozin, tedy skutecné |H| > () 2

Jiny odhad velikosti (N, m,n)-perfektniho souboru.

Véta.
log N

logm

|H| >

Diikaz. Velikost souboru funkef nazvéme ¢, H = {hy,..., h}.

Definujme indukei soubor mnozin U;:
L] Uo = U
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e pro ¢ > 0 je U; nejvétsi podmnozina U; 1, co do poc¢tu prvku, takova, ze h; je konstantni na Uj;.

Pak |U;| > % pro viechna i > 0; z [Uy| = N plyne |U;| > £

Pro kazdé ¢ = 1,2,...,t je h;(U;) jednobodova mnozina pro kazdé j < i (z definice mnozin U — je tam
konstantni).

Tedy, jakmile bychom pro néjaké i méli mnozinu S, pro kterou |SNU;| > 2, tak zaddné j < i neni perfektni
(protoze pro tyto dva prvky by byla shodnd).

Protoze H je (N, m,n)-perfektni, musi byt |U;| < 1 (vzali-li bychom si mnozinu, co by v sobé méla vice,
nez 2 prvky z Uy, ani jedna z funkei by tam nemohla byt perfektni), a tedy % <1

Proto ¢ > el O

logm "

7 obou vét potom plati:

Kdyz H je (N, m,n)-perfektni soubor funkei, pak

(N) log N

n

(m)(%)n’ logm

n

|H| > max{

}.

2.16.5 Existence (N, m,n)-perfektniho souboru

Meéjme univerzum U = {0,1,..., N — 1} a soubor funkci H = {hy,hs,...,h} z univerza U do mnoziny
{0,1,...,m — 1}. (funkce jsou libovolné)

Definice. Reprezentujeme tento soubor pomoci matice M(H) typu N X t s hodnotami {0,1,...,m — 1}
tak, Ze prox € U ai=1,2,...,t je v x-tém rddku a i-tém sloupci matice M(H) hodnota h;(x).

(Jedna matice je tedy rovna jednomu souboru funkei. Pokud mam jedinou mnozinu, pro kterou neexistuje
perfektni funkce, uz to neni (N, m,n)-perfektni systém.)

Lemma. Pro pevnou mnozinu S = {s1, Sa,...,8,} C U je matic bez perfekini funkce nejuyse

(m" — l:I(m — i)t

1=0

Diikaz. Zadné funkce z H neni perfektni pro mnozinu S = {s1,s2,...,5,} C U, pravé kdyz podmatice
M (H) tvorend tadky s1, s, az s, a vSemi sloupci neméa prosty sloupec. Takovych matic je nejvyse

(m" — I:I(m — i)t

1=0

Vysvétleni: m™ je pocet vsech funkei z S do {0,1,...,m — 1}, H;:Ol (m — 1) je pocet prostych funkei z S
do {0,1,...,m—1}, a tedy pocet viech podmatic s n fadky takovych, ze zadny jejich sloupec neni prosty,
je (m"™ — 12y (m — i)). Tyto podmatice miizeme libovolné doplnit na matici typu N x n a pro kazdou
matici je téchto doplnéni m V=", O
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Lemma. Pocet matic, které nereprezentugi (N, m,n)-perfektni systém, je mensi nebo roven
N n—1
n A\t (N—n)t
m" — m—1))'m :
(M) =TI

Dukaz. Podmnozin U velikosti n je (]Z ), tedy pocet vSech matic, které nereprezentuji (N, m, n)-perfektni
n—1 (N—n)t

systém, je mensf nebo roven (V) (m" — [[12, (m —i))'m (podle posledniho lemmatu) O

Lemma (Postacujici podminka). Kdyz

() on L= i <.

n .
=0
pak nutné existuje (N, m,n)-perfektni systém.

Diikaz. Viech matic je m™, a tedy kdyz (n)(m" — T2, (m = )'mN="t < mNt pak nutné existuje
(N, m,n)-perfektni systém, protoze néjaka matice, co ho reprezentuje, se ,najde*. O

Véta. Pokudt > n(lnN)e %, tak existuje (N, m,n)-perfektni soubor funkci.

Dukaz. Nésledujici vyrazy jsou ekvivalentni s postacujici podminkou:

<N> oo Milm=iye s MG

n 2= lim—g)y
n m —In(1 - Hz—Qm(n ))

Zlomek vpravo odhadneme shora — protoze se jedna o postacujici podminku, pokud bude ¢ vétsi, nez tento
horni odhad, pak (N, m,n) systém bude existovat.

Citatel odhadneme shora — In ( ) < nlnN.

Jmenovatel odhadneme zdola — protoze —In(1 — z) > = pro x € (0, 1), dostdvame

—111(1 H’L =0 ( _ Z > H n 1111(1—%) Z

efO 1_7 dx

kde integral muzeme odhadnout

ml(1— )1 —In(1 — =) — 1] > m[(1 —

m

3
3=

n2
Horni odhad zlomku je tedy n(ln N)ewm .

n2

Odtud dostavame, ze kdyz t > n(In N)ew, pak plati postacujici podminka, a tedy existuje (N, m,n)-
perfektni soubor funkei. ]
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Existence (N, m, n)-perfektniho souboru funkef ale nezarucuje splnéni pozadavku 2), 3) a 4) ze sekce 216.2]
Abychom uspéli, pouzijeme ideu z metody univerzalniho hasovani.

Pozn. studenta — v nasledujicich nékolika kapitolach jsem si dovolil ruzné funkce, které stavime, nazvat
pismeny A, B, C, D, E, abych v nich sdm mél porddek. Puvodné $lo o jednu kapitolu, ale ztrécel jsem se
v tom.

2.16.6 Konstrukce perfektnich hasovacich funkci A, B

Predpoklady: U = {0,1,..., N — 1}, kde N je prvocislo. Mé&jme pevné S C U o velikosti n.

Definice.
hi(z) = (kz mod N) mod m prok=12...,N—1.

Definice. Prot=0,1,....m—1a k=1,2,...,N — 1 oznacme

v = |{z € S| (kx mod N) mod m = i}|.

Vyznam bf: Hodnoty bF lze povazovat za veliciny, které ukazuji odchylku od perfektnosti. Rikaji, kolik
prvku koliduje v k-té funkei do i-tého slotu.

Pozorovani.
kdyz bf > 2, pak (b¥)? —bF > 2,

protoZe a®> —a > 2, kdyZ a > 2. Na druhou stranu
b¥ < 1 implikuje (b¥)? — b = 0.

Lemma (Podminka perfektnosti). Funkce hy. je perfektni, pravé kdyz Zzgl(bf)z —n < 2.

7

Diikaz. Plyne z 37" bF = n. O

Lemma. FEzistuje k takové, Ze Zi"i_ol(bf)2 < onin=h) |

- m

Diikaz. Odhadneme vyraz S0 ' (0, (b5)2) — n).

> (X 0h) ) =
Z_: ((z_: {z €S| hi(z) =i}]>) —n) =

{(z,y) |2,y €S,z #y, hi(z) = hy(y)}| =

Y HEIL1<E <N, hy(z) = n(y)}.

z,YE€S,xFY
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Prvni rovnitko je z definice; druhé plati proto, ze umocnény vyraz je pocet vSech kolidujicich dvojic a n je
takovych, ze se rovnaji; tfeti je opét prehozeni sumy.

Ted pouzijeme podobny ,trik* s modulem, jako predtim.
Zvolme x,y € S takova, ze x # y.

Pak hi(z) = hi(y), pravé kdyz existuje i =0,1,...,m—1lar,s=0,1,..., L%J takovéd, ze

(kx =i+ rm) mod N
(ky =i+ sm) mod N

ai+rm,i+sm <N (ijeopét zbytek po modulu).
Odtud odectenim dostavame, ze hi(z) = hy(y) implikuje kx — ky = (r — s)m mod N.
Protoze 0 < k < n a x # vy, plati, ze kx — ky # 0; tedy hx(z) = hy(y) implikuje existenci

N N N

(r=s)=q=——J~[ ]+ 1. ~112... [ ]

takového, ze k(z — y) = kx — ky = gm mod N.

Necht napi. ¢ > 0; pro > y a pro jedno ¢ = 1,2, ..., L%J existuje praveé jedno k takové, ze k(z —y) =
gm mod N, protoze Zy je téleso (tato rovnice ma jediné feseni — fesime k, protoze z,y,q,m, N jsou
zafixovany).

Naopak pro ¢ = —[%J, ..., —2,—1 je rovnice k(x —y) = gm mod N ekvivalentni s rovnici k(x — y)
N + gm mod N, opét je pravé jedno reseni.

Dostavame, ze pro z,y € S, x > y, existuje nejvyse 2| L] = 2| X=1] riznych k = 1,2,...,N — 1, ze
hi(z) = hi(y) (jedno k pro kazdé mozné q).

Stejny odhad analogicky dostaneme, kdyz x < y (ale dostdvame jind feseni).

Odtud Nl )
—~ N -1 n(n —1)
(o) —n) < Y 2oA——)=2(N - )=
k=1 1=0 z,yE€S,x#yY
Tedy plati, Ze existuje k takové, ze S0 (bF)? < 2% +n. O

Lemma. UkdzZeme, Ze existuje vice nez % takovych k, Ze plati

—_

o2 < gL
0 m

1=

Dukaz. Sporem.
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V opacném piipadé dostavame, ze

- = 3(N —1)3n(n—1
; ZZO (4 ) (m ) _
9(N—1)n(n—1)>
dm
2(N —1)n(n—1)

a to je spor s predchozim vysledkem. Tedy pfi ndhodném rovnomérném vybéru £ je

Prob{Zbk 3n(n = 1)+n|k€{12 N-1}}>

]

Véta. Kdyzn =m, pak

(a) (nazvu funkce Ap) existuje deterministicky algoritmus, jenz v ¢ase O(nN) nalezne k takové, Ze

3

(bf)? < 3n;

Il
o

i
(b) (nazvu funkce An) existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery nalezne v c¢ase O(n) takové k, Ze

Zznol(bk) < 4n — ocekdvany pocet iteract vypoctu je nejvyse 4.

Ddle

(¢) (nazvu funkce Bp) existuje deterministicky algoritmus, jenz v éase O(nN) pro m = n(n — 1) + 1
nalezne takové k, Ze hy je perfektni;

(d) (nazvu funkce Bn) existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery pro m = 2n(n — 1) v case O(n)
nalezne k takové, Ze hy je perfekini — ocekdvany pocet iteracti vypoctu je nejvyse 4.
Diikaz. Neformalneé:

Casy jsou jednoduché — pro deterministické musime zkusit véechny mozné k, pro nedeterministické zkusime
v prumeéru jen ctytikrat. Zbytek v podstaté jen dosadime do predchozich dvou lemmat ruzné velikosti m.

Formalneé:

Me¢jme n = m. Protoze spocitani y .-, (bk) pro pevné k vyzaduje cas O(n), prohleddnim vSech moznosti
nalezneme k takové, ze

,_.

Ll)—Fn:?m—2<3n,

i= 0
v ¢ase O(nN). Tim je dokdzdno a) Pravdépodobnostm’ algoritmus dokazujici b) voli ndhodné k a v case
O(n) ovéit, zda 37 (bF)? < 37D 4y — 4n—3 < 4n. Tuto akci opakuje, dokud pozadavek nenf splnén.

Protoze pravdépodobnost, ze k splnuJe pozadavek, je alespon , tak ocekavany pocet iteraci akce je nejvyse

o0

31 1

1
\e 1_:_ :4
YoiTans

3
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a odtud plyne b).

Kdyz m = n(n — 1) + 1, pak prohleddnim vSech moznosti nalezneme k takové, ze

m—1
2n (n—1)
()< —— < 2
;: “nn-1)+1 TREnTS
v case O(nN) a c) plyne z predchozi véty. Kdyz m = 2n(n — 1), pak pro ndhodné zvolené k plati
s pravdépodobnosti § <, 7€
m—1
3n(n—1)
(bF)? <n+2
Z - 2n 2n(n —1) Trsny

1=

Algoritmus spliujici tvrzeni d) je stejny jako v ptipadé b) (jen m = 2n(n — 1)).

Hasovaci funkce A nejsou perfektni.

Hagovaci funkce B jsou perfektni, ale nespliuji pozadavek 2) z216.2] (plati m = ©(n?)). Pro ten nalezneme
funkci C

2.16.7 Konstrukce perfektni hasovaci funkce C

Neformalneé:

Pouziji funkce A, ty mi budou nékde kolidovat. Na kazdé z koliznich mnozin pak pouziji funkce B, kazdou
extra v extra tabulce a pak je vSechny dam za sebe. Pocet kolizi v A je omezen.

Formalné, deterministicka verze:

1. Nalezneme k takové, ze pro m = n plati y " 1(b’“) <3n.Prot=0,1,...,m—1 nalezneme mnoziny

S—{sGS\hk()—z}

2. Pro kazdé i = 0,1...,m — 1 takové, ze S; # 0, nalezneme pro m = 1+ |S;|(|S;| — 1) takové k;, ze
hi, je perfektni na S;. Definujme ¢; = 1+ |S;|(]S;| — 1), kdyz S; # 0, a ¢; = 0, kdyz S; = 0.

3. Proi=0,1,...,m definujme d; = Z; “i¢j apro x € U oznaéme hy(z) = . Pak polozime g(x) =
dl + hkl(l')

Formalné, nedeterministicka verze, rozdily podtrzeny:

1. Nalezneme k takové, ze prom = n plati > . "(0¥)? < 4n. Proi = 0,1,...,m—1 nalezneme mnoziny

Si={s€ S| h(s)=1i}

2. Prokazdé i = 0,1...,m — 1 takové, ze S; # (), nalezneme pro m = 1 + 2|S;|(|S;] — 1) takové k;, ze
hx, je perfektni na S;. Definujme ¢; = 2|S;|(]5;| — 1), kdyz S; # 0, a ¢; = 0, kdyz S; = 0.

3. Proi =0,1,...,m definujme d; = Z; i ¢cj aprox € U oznacme hy(z) = I. Pak polozime g(z) =
dl + hkl(l‘)
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Véta. o Zkonstruovand funkce g je perfektnd.
e Hodnota g(x) se pro kazdé x € U spocitd v ¢ase O(1).
o V deterministickém pripadé hasuje do tabulky velikosti < 3n a je nalezena v ¢ase O(nN), v pravdeé-
podobnostnim pripadé hasuje do tabulky velikosti < 6n a je nalezena v c¢ase O(n).
e Pro jeji zakodovani jsou treba hodnoty k a k; pro v = 0,1,..
1,2,...,N — 1, a tedy vyzadugi O(nlog N) paméti.

.,m — 1. Tyto hodnoty jsou v rozmezi

Dikaz. e Protoze ¢(S;) pro i = 0,1,...,m — 1 jsou navzdjem disjunktni a hy, je perfektni na S;,
dostavame, ze g je perfektni.

e Pro vypocet hodnoty g(x) jsou tieba dvé nasobeni, dvoji vypocet zbytku pii déleni a jedno séitani
(hodnoty d; jsou ulozeny v paméti). Proto vypocet g(x) vyzaduje cas O(1).

e Dile d,, je hornf odhad na pocet fadku v tabulce. Protoze pro S; # 0 méame |S|(|S;|—1)+1 < |S]? =
(b¥)?, dostavdme v deterministickém pifpadé d,,, = Y70 ¢ < 27 (02 < 3nak nalezneme v case
O(nN). Protoze k nalezneme v case O(|S;|N), lze g zkonstruovat v case O(nN + 37" 1 |Si|N) =
O(nN + N " 1S = O(2nN) = O(nN). V pravdépodobnostnim pifpadé je

m—1 m—1 m—1 m—1
:ZCz’SZQ|5’2—2’S’ ) =2 be<8n—2n:6n
=0 =0 z:0 =0

(protoze |S;| = bf a 7 b = n).
e Protoze k nalezneme v case O(n) a k; v case O(]S;]), dostaneme, zZe ze g nalezneme v ¢ase O(n).
e Zbytek je jasny.

Tedy zkonstruovand hasovaci funkce spliiuje pozadavky 1), 2) a 3) z[2.16.2] ale pozadavek 4) neni splnén.

2.16.8 Konstrukce perfektni hasovaci funkce D

Lemma. Nechtf q =pocet prvoéisel, kterd déli m. Pak q = 0(102){%)-

Diikaz. Mé&jme prirozené ¢islo m a necht ¢ je pocet vsech prvocisel délicich m (py,ps,... je rostouci
posloupnost vSech prvocisel). Pak

q
m > [[ i > gl = eSta i > efimads _ cata(@a1 > (Dya,

3 e
=1

Proto existuje konstanta ¢, ze ¢ < c2™ (viz Pomocné lemma v sekci 2.3.6)). O
’ Inlnm

Véta. Pro kazdou n-prokovou mnozinu S C U existuje prvocislo p o velikosti O(n*In N) takové, Ze funkce
¢p(x) = mod p je perfekini pro S. (nazvu funkce D)

Diikaz. Méjme opét pevné danou S = {s1 < $5 < --- < s,} CU.

Oznacme d; ; = s; — s; pro 1 <i < j < n. Pak s; mod p # s; mod p, pravé kdyz d; ; # 0 mod p.
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Oznacme D = H1§i<j§n di; < N@®?),

InD
Inln D

Pak pocet prvociselnych délitelu ¢isla D je nejvyse ¢ (z minulého lemmatu).

Tedy mezi prvnimi 1 + clrllrlllf)D prvocisly existuje prvocislo p takové, Zze s; mod p # s; mod p pro kazdé

1 <11 < j < n. Existuje proto, ze jsme vzali o 1 vétsi nez nejvétsi mozné prvocislo, které to déli; nerovna
se proto, ze to nesmi délit ani jeden rozdil.

To znamend, ze funkce ¢,(z) = = mod p je perfektni pro S.

Podle véty o velikosti prvocisel p; < 2tInt pro kazdé t > 6, tedy

InD InD
< <
p =21t egp)n(l+epap) <

InD InD

<
D " nmp) S
InD InD InD
4e(1 1 =
C(nzc)lnlnD+ ClnlnD n(lnlnD)
4cln D + o(ln D) = O(In D) = O(n*In N).

4c

Véta. Pro danou mnozinu S C U takovou, Ze |S| = n, deterministicky algoritmus nalezne prvocislo
p=0(n?log N) takové, e ¢,(x) = x mod p je perfekini pro S, a pracuje v éase O(n*lognlog N).

Dikaz. Test, zda funkce ¢,(x) = x mod p je perfektni pro S, vyzaduje cas O(nlogn). Tedy systematické
hledan{ nejmensiho p, ze ¢, je perfektni pro S, vyzaduje cas O(n®lognlog N). ]

Véta. Pravdépodobnostni algoritmus nalezne prvocislo p = O(n?log N) takové, Ze ¢, je perfekini, v
ocekdvaném case O(nlogn(logn + loglog N)).

Diikaz. Nejmensi p takové, ze ¢, je perfektni pro S, je prvocislo. Navrhneme pravdépodobnostni algoritmus
pro nalezeni p.

Pro dostatecné velké n mezi prvnimi 9cIn D ¢&isly je alespoil polovina takovych prvocisel p, ze ¢, je perfektni
pro S. Algoritmus pak opakuje néasledujici krok, dokud nenalezne perfektni funkci

e vyberme ndhodné ¢islo p mezi prvnimi 9en? In N &fsly a otestujme, zda p je prvocislo a ¢, je perfektni

Odhadneme ocekavany pocet neispésnych kroki.

1
In(9¢n? In N)
Milleruv pravdépdobnostni algoritmus na testovéni prvocisel) a pro prvocislo p je ¢, perfektni s pravde-

podobnosti > % Tedy ndhodné zvolené ¢islo p < 9en? In N spliuje test s pravdépodobnosti O

Nahodné zvolené ¢islo p < 9en?In N je prvocislo s pravdépodobnosti ©( ) (pouzijeme Rabin-

1
In(9¢n?1n N) )’ a
proto o¢ekdvany pocet netspésnych testi je O(In(9cn? In N)). Tedy ocekdvany €as algoritmu je O(n log n(log n+

loglog N)).
[

Pozorovani. Deterministicky algoritmus nalezne nejmensi prvocislo s pozZadovanou vlastnosti. Pravdé-

podobnostni algoritmus nalezne prvocislo, které muze byt podstatné vétsi, ale jeho wvelikost je omezena
9cn?log N.
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2.16.9 Konstrukce perfektni hasovaci funkce E

Neformalné: Nyni vSechny funkce A, B, C,D ,zkombinujeme® dohromady.

1. Prvni vezmeme funkci Dp.
2. Na zaheSované mnoziné najdeme funkci Bp s néjakym prvocislem jako velikosti tabulky.

3. Na zaheSované mnoziné najdeme funkci Cp.

Podobné nedeterministicky. Pokud to chapu spravné, pouzijeme B jakoby dvakrat; jednou v B a jednou
v C.

Vsechno jsme to takhle zkombinovali, protoze:
e (' se nam libi, protoze je perfektni a ma malou tabulku; ale potiebuje moc paméti na ulozeni. Tak
si zmensime prostor, ve kterém se pohybujeme.
e Pokud si piedtim omezime prostor pomoci B, tak je pamét, nutnd k C, o néco mensi, ale zase trva

prilis dlouho nalézt parametr k B a je moc velky
e Proto si jesté pomuzu na zacatku D, kterd ndm prostor zmensi.

Formalneé:

1. Nalezneme prvocislo qo € O(n?log N) takové, ze ¢, (r) = x mod gy je perfektni funkce pro S.
Polozme S; = {¢g,(s) | s € S}.

2. Nalezneme prvocislo ¢; takové, ze n(n—1) < ¢; < 2n(n—1). Pak existujel € {1,2,...,qgo—1} takové,
ze hy(z) = ((Ix) mod qp) mod ¢; je perfektni pro S; C {0,1,...,q0 — 1}. Polozme Sy = {h(s) | s €
S1}.

3. Déle zkonstruujme perfektni hasovaci funkci g pro mnozinu Sy C {0,1,...,¢; — 1} do tabulky s méné
nez 3n fadky. Polozme f(x) = g(hi(¢4 (x))). Konstruovand hasovaci funkce je f.

Vysledek: f je perfektni hasovaci funkce pro S, protoze slozeni perfektnich hasovacich funkci je zase
perfektni funkce, a tedy pozadavek 1) je splnén.

f hasuje S do tabulky s méné nez 3n tadky, a tedy spliuje pozadavek 2).

Protoze kazd4 z funkci g, hy, ¢, se vycisli v case O(1), i vycisleni funkce f vyzaduje ¢as O(1) a pozadavek
3) je splnén.

Funkce ¢, je jednoznatné urcena ¢islem gy € O(n?log N). Funkce h; je urcena ¢isly ¢; € O(n?) al € O(qp).
Funkce g je uréena n + 1 &isly velikosti O(qy). Tedy zadani f vyzaduje pamét o velikosti

O(logn +loglog N + nlogn) = O(nlogn + loglog N).
Lze tict, ze pozadavek 4) je splnén.

Vypocet ¢y, vyzaduje cas O(n®lognlog N). Vypocet hy vyzaduje ¢as O(n(n?log N)) = O(n?®log N) (pouzité
univerzum je {0,1,...,q}). Vypocet g vyzaduje ¢as O(nn?) = O(n?) (zde univerzum je {0,1,...,q1}).
Celkove vypocet f vyzaduje cas O(n3lognlog N).

Lze pouzit i pravdépodobnostni algoritmy pro nalezeni g, h; a ¢4,. Pak hasujeme do tabulky s méné nez
6n fadky, ale ocekdvany ¢as pro nalezeni f je O(nlogn(logn + loglog NV)).

Tuto metodu navrhli Fredman, Komlds a Szemerédi.
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2.16.10 Univerzalni a perfektni hasovani

Ptedchozi hlavni konstrukce perfektni hasovaci funkce vychazela z ideji pouzitych v univerzalnim hasovani.
Ukéazeme, Ze to neni ndhodna shoda. Dokazeme, ze kazdy c-univerzalni systém funkci umoznuje zakladni
konstrukei perfektn{ hasovaci funkce. Pro kazdé m necht H,, = {h; | i € I} je c-univerzéln{ systém funkef
hasujicich do tabulky velikosti m. Pro libovolnou, ale pevnou podmnozinu S C U o velikosti n definujme

.= {s €S| hi(s) = j} pro kazdé j = 0,1,....,m — 1 ai € I. Kdyz b} > 2, pak (b})* —b; > 2, a
kdyz b;- <1, pak (b§)2 — b;'- = 0. Odtud dostavame ptirozené zobecnéni dusledku z predchozi sekce, které
vyuzijeme stejnym zpusobem jako v predchozi sekci:

Disledek. Kdyz > 7" 1(61) > n+ 2, pak h; neni perfektni pro S, kdyz 37 1(b1) < n+2, pak h; je
perfektni hasovact funkce pro S.

Stejné jako v predchozi sekci spocitame

m—1
SO @) —n)=> [{(s,t)[s,t €S, s#t, hils) = hi(t)}| =
i€l j=0 i€l
: B c[I|  en(n—1)[1|
S el s =ny < Y L= T
s,t€S,sF#t s,tE€S,s#t
Proto existuje v € I takové, ze Zm 1(bz) < % + n. Nyni spoc¢itdme analogické odhady, které tvori

zaklad pro pravdépodobnostni algorltmus Méjme kladné ¢islo a > 0 a oznacme I’ mnozinu téch i € I, ze

-1

(b5)*

3

- (c+a)n(n—1)

+n.

Il
=)

J

Déle predpokladejme, ze |I’| > b|I| pro néjaké kladné ¢islo b. Pak plati

WEZ(Z_U);)Q_”) ZZ(Z_(b;)z_n) >

Z(C+a)n(n—1) > (c +a)n(n — 1)b|I]

m

3

iel’
Odtud plyne, ze ¢ > (¢ + a)b, a proto b < - Kdyz tedy vybirame h; € H,, ndhodné s rovnomeérnym

rozdélenim (vzhledem k i € I), pak pravdepodobnost ze bude platit ) 7", 1(bl) Mm(n_l) +n, je mensi

nez —=. Stejné jako v predchozi sekci shrneme tato fakta do tvrzent

Tvrzeni. Pro prirozené c¢islo m méjme c-univerzdlni systém funkci H,, = {h; | i € I} haSujicich do
tabulky o velikosti m. Pro m = n existuje deterministicky algoritmus, ktery v ¢ase O(|I|n) nalezne h; € H,,
takovou, Ze Z;n;ol(b;)z < c(n—1)+n, a existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery pro kladné ¢islo a v
case O(n) nalezne h; € H,y, takové, Ze

3
L

()" < (e +a)(n— 1) +n,

Il
o

J

a ocekdvany pocet iteract pri hleddani h; je mensi nez C+“

Pro m = % + 1 existuje deterministicky algoritmus, ktery nalezne perfektni hasovaci funkci h € H,,

pro mnozinu S velikosti n v ¢ase O(n|I|).
Proa >0 aprom = W—i— 1 existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery nalezne perfektni hasovaci

funkci h € Hy, pro mnozinu S v éase O(n) a ocekdvany pocet iteraci je mensi nez <2,

65



Diikaz. Kdyz n = m, pak v ¢ase O(n) pro hasovaci funkci ovéifme, zda D 7" Ol(b;) <c¢n—-1)+n
respektive > 70 ' (0%)* < (c+a)(n—1)4n. V prvnim pifpadé vime, ze takové funkce v souboru H,, existuje,

systematlckym prohledévém’m vSech funkci v daném c-univerzalnim systému H,, ji nalezneme v case
O(nl|I]). Pro pravdépodobnostni algoritmus budeme vybirat funkei ze souboru H.,, ndhodné s rovnomérnym

rozdélenim. Pak ocekdvany pocet iteraci nez uspéjeme je

OO‘ & i—1 C —1_ - : ¢ T __
;Z<c—|—a) ( c+a ;Z c+a ;Z(c—l—a)
f:( c i = I cta
— c+a 1—C+La a

Pro hledani perfektni hasovaci funkce opét pouzijeme systematické prohledavani c-univerzalniho systému,
protoze vime, ze existuje funkce h; € H,, takovd, ze 3 7", 1(b’) < ) Ly < n+ 2, atedy je tato

—= cn(nfl)_’_l
2
funkce perfektni. To vyzaduje cas O(n|I|).

Kdyz mame a > 1 a m = % + 1 a kdyz budeme volit funkce z H,, ndhodné s rovnomeérnym

rozdélenim, pak s pravdépodobnosti i dostaneme funkci h; takovou, ze

m—1
(c+a)n(n—1)
sz S c—‘ran(n 1)_|_1 +n<24n.

Jj=

7 dusledku plyne, ze h; je perfektni. Analyza ocekavaného poctu iteraci je stejné jako u predchoziho tvrzeni
pro pravdépodobnostni algoritmus. O

Dalsi postup konstrukce perfektni hasovaci funkce uz nesouvisi s c-univerzalnimi systémy.

2.16.11 Dynamické perfektni hasovani

Jedna z velkych nevyhod perfektniho hasovani je neznalost efektivnich aktualiza¢nich operaci. Existuji
sice obecné metody na dynamizaci deterministickych operaci — viz letni prednaska, ale tato metoda v
tomto pripadé neposkytuje efektivni dynamizacni operace, protoze deterministicky algoritmus pro feSe-
ni perfektniho hasovani je pro aktualiza¢ni operace prilis pomaly. To vedlo k navrhu, ktery kombinuje
pravdépodobnostni algoritmus pro perfektni hasovani s obecnou metodou dynamizace a tyto metody jsou
upraveny pro konkrétni situaci.

Nejprve uvedeme modifikaci vysledku z predchozi ¢asti, na kterych je tato metoda zalozena. Predpokladame,
ze U =1{0,1,..., N — 1} je univerzum, kde N je prvocislo, a ze je ddno ¢islo s < N. Oznaéme H, = {hy |
k=1,2,...,N — 1} mnozinu funkei z U do {0,1,...,s — 1}, kde hg(z) = (kxz mod N) mod s pro kazdé
x € U. Kdyz zvolime nahodné k =1,2,..., N — 1, pak s pravdépodobnosti alespon % plati

Skutetné, kdyz pro méné nez X-1 hodnot k plati " ) —1(bF)* < 22, pak

S ((m_1<bf>2> _ n) > (N - 1)
k=1 1=0
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a to je spor. Budeme predpokladat, ze takové £ mame, a pak pro kazdé i = 0,1,...,s — 1 pfedpokladame,
ze ndhodné zvolime j; € Hyry2 takové, Ze hy, je prostd na mnoziné S; = {s € S | hy(s) = i} (z predchoziho
textu vime, ze kdyz zvolime ndhodné j; = 0,1,..., N — 1, pak s pravdépodobnosti alespon }l je hj, prosta
na S;). Pro jednoduchost predpokldddame, ze mnoziny S; pro i = 0,1,...,s — 1 ulozime do tabulek T; a
tabulky 70, T1,...,Ts—1 budou ulozeny v tabulce T. Kdyz s = O(]S|), pak tato metoda vyzaduje O(|S])
prostoru. Abychom urcili s, zvolme ¢ > 1 a polozme s = o(|5]), kde o(n) = g\/é(l + ¢)n pro kazdé n.
Nyni popiseme algoritmy. Zde n je velikost reprezentované mnoziny, s = o(n) a 2m(j) je velikost tabulky

T;proj=0,1,...,s—1.

2.16.12 Algoritmy

INSERT(x):
n:=n+1
if n < s then
j = h(x), [ =151 +1
if |S;| < m(j) a pozice h;(z) v Tj je prazdnd then
vlozime x do tabulky 7} na pozici h;(z)
else
if [S;| < m(j) a pozice h;(z) v T je obsazena then
vytvoiime seznam S; prvku v tabulce 7}
vyprazdnime tabulku 7}
zvolime ndhodné funkci h; € H,y, ()2
while /; neni prostd na mnoziné S; do
zvolime nahodné funkci h; € H,y(jy2

enddo
for every y € S; do vlozime y do T} na pozici h;(y) enddo
else
m(j) == 2m(j)
if neni dost prostoru pro tabulku 7; nebo
o(m)—1 4n2
m(i))? > n
> m@F 2 s+

then

RehashAll
else

alokujeme prostor pro novou prazdnou tabulku 7;
vytvoifme seznam S; prvku ze staré tabulky 7Tj a zrusime ji
zvolime nahodné funkci h; € H,y(jy2
while h; neni prostd na mnoziné S; do
zvolime ndhodné funkci h; € H,py ()2
enddo
for every y € S; do vlozime y do T} na pozici h;(y) enddo
endif
endif
else
RehashAll
endif
endif

RehashAll:
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projdeme tabulku 7" a tabulky 7; a vytvoiime seznam prvki z mnoziny S
s:=o(n)
zvolme nahodné h € H,
forevery i =0,1,...,s —1do S;:={z € S| h(z) =i} enddo
while 3770 2(|S;[)? > 22 + 2 do
zvolme ndhodné h € H,
for every i =0,1,...,s —1do S;:={z € S| h(z) =i} enddo

enddo
Komentar: zde S; jsou mnoziny vytvorené nahodné zvolenou funkci h
n:=0
for every i =0,1,...,s — 1 do
m(i) := 2|S;]

zvolime ndhodné h; € H,p, ()2
while h; neni prostd na mnoziné S; do
zvolime ndhodné h; € H,, ()2
enddo
enddo
for every v € S do INSERT(z) enddo

DELETE(z):

jim (@) ni=n— 1, |S;] = [S;] — 1

odstranime z z pozice h;(z) v tabulce T}, pozice bude prazdna
if n < 7% then RehashAll endif

1+2c¢
MEMBER(z):
j = h(z)

if x je na h;(z)-té pozici v tabulce T; then
Vystup: z je prvek S

else
Vystup: = neni prvkem S

endif

Algoritmy predpokladaji, ze pti operaci INSERT (z) prvek x nepatii do S a pii operaci DELETE(x) z
je prvkem S. Velikost reprezentované mnoziny je n.

Uvedu slozitost této metody bez dukazu.

Véta. Popsand metoda vyZaduge linedrni pamét (neuvazuje se pamét potrebnd pro zakédovdni hasovacich
funkci), operace MEMBER. v nejhorsim pripadé vyzZaduje ¢as O(1) a ocekdvand amortizovand sloZitost
operaci INSERT o DELETE je také O(1).

Toto zobecnéni Fredman-Komlés-Szemerédiho metody navrhli Dietzfelbinger, Karlin, Mehlhorn, Meyer
auf der Heide, Rohnert a Tarjan.

Dalsi nevyhoda Fredman-Komlés-Szemerédiho metody:

Navrzend metoda pracuje pro m < 3n, ale nezajisti m = n. Lze fict, Ze pamét je efektivné vyuzita?
Existuje metoda, kterd by umoznila navrh perfektni hasovaci funkce pro m = n? Z vysledku pro (N, m,n)-
perfektni soubory funkei plyne existence (N, n, n)-perfektniho souboru pro n’v > e"*"(®) In(N). Zminime se
orientacné o parametrizované metodé, ktera navrhuje perfektni hasovaci funkei pro S C U a pro |S| = n.
Parametr bude prirozené cislo r, které urcuje, jaké hypergrafy jsou uzity pri konstrukci funkce. Proto
nejdiive pripomeneme nékolik definic.

Dvojice (X, E), kde X je mnozina a E je systém r-prvkovych podmnozin X, se nazyva r-hypergraf. Prvky
v E se nazyvaji hrany r-hypergrafu. Cyklus je hypergraf (X, F), kde kazdy vrchol lezi alespon ve dvou
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ruznych hrandch. Naopak r-hypergraf (X, FE) se nazyva acyklicky, kdyz zadny jeho podhypergraf neni
cyklus.

Nyni popiseme metodu, ktera je rozdélena do dvou kroku. Je ddano S C U takové, ze |S| = n.

Krok 1) Méjme r-hypergraf (V| E), kde |E| = n. Nalezneme zobrazeni
g:V—={0,1,...,n—1}

takové, ze funkce h : E — {0,1,...,n—1} definovand h(e) = >_;_, g(v;) mod n, kde e = {vy, va,..., v, }, je
prosté (misto s¢itani modulo n muzeme pouzit libovolnou grupovou operaci na mnoziné {0, 1,...,n—1}).
Pro acyklicky r-hypergraf lze funkci g zkonstruovat nasledujicim postupem. Zvolime bijekci h : £ —
{0,1,...,n — 1} a pak definujeme g nasledovné: kdyz e = {vy,vq,..., 0.} a g(v;) je definovano pro i =
2,3,...,r, pak

g(v1) = h(e) — Zg(vi) mod n.
=2
Protoze pro kazdy acyklicky r-hypergraf existuje vrchol, ktery lezi v jediné hrané, 1ze tento postup pouzit
ke konstrukeci g pomoci indukce (a tedy mame algoritmus pro konstrukci g).

Krok 2) Nalezneme r funkci fi, fo, ..., fr : U = V takovych, ze (V, E), kde

E={{h) fo(z),.... fr(2)} [z € S},

je acyklicky r-hypergraf. Pak hasovaci funkce f je definovéna f(z) = >/, g(fi(x)) pro kazdé = € U. Z
konstrukce vyplyva, ze je perfektni na mnoziné S.

Autori dokdazali, ze nejvhodnéjsi alternativa je, kdyz zobrazeni fi, fs, ..., f. jsou ndhodna zobrazeni nahodné
zvolena. Bohuzel takova zobrazeni neumime zkonstruovat, ale autoti ukazali, ze pro tyto tucely lze pouzit
nahodny vybér funkci z néjakého c-univerzalniho souboru funkei.

Autori ukézali, ze jejich algoritmus vyzaduje O(rn + |V|) ¢asu a O(nlogn + rlog|V|) paméti.

Tento metapostup navrhli Majewski, Wormald, Havas a Czech (1996).

Pro praktické pouziti je problematickd reprezentace r-hypergrafu a i ndhodna volba funkci fi, fo,..., f-

(viz ptredchozi diskuze o c-univerzalité). Z pozadavku na perfektni hasovaci funkci je opét problémem
splnéni pozadavku 4). Nevim, jak je uvedend metoda prakticky pouzitelna a zda se nékde pouziva.

2.17 Externi hasovani

Navrzeny postup je také znam pod nazvem Faginuv algoritmus. Timto problémem se jako prvni asi zabyval
Larsson.

Resfme jiny problém — ulozeni dat v externi paméti. Hlavni problém — minimalizovat pifstupy na externf
pamét.

Predpoklady: Externi pamét je rozdélena na stranky, kazd4 strdnka obsahuje b polozek (dat) (pfedpokladdme,
ze b > 1, jinak to nemd smysl). Vzdy v jednom kroku nacteme celou stranku do interni paméti nebo celou
stranku v interni paméti v jednom kroku zapiseme na externi medium. Tyto operace jsou fadové pomalejsi
nez operace v interni pameéti.

Podobny problém se také tesi pri praci s cache-paméti. V tom piipadé vsak neovliviiujeme, ktera stranka
se bude nacitat, kdezto v ptripadé externi paméti to pravé musime resit.

Nas cil: Nalézt zptisob ukladéni dat do stranek externi paméti, aby se minimalizoval pocet operaci s externi
paméti.

69



Predpokladejme, ze h : U — {0, 1}* je prosté zobrazeni takové, ze délka h(u) je stejnd pro vsechny prvky
univerza U. Oznacme k délku h(u) pro u € U. Pak h je hasovaci funkce (to znamend, ze hasovaci funkce
je prejmenovani prvki). Necht S C U, pak pro slovo a délky mensi nez k definujme

hg'(a) = {s € S| a je prefix h(s)}.

Rekneme, 7ze a je kritické slovo, kdyz 0 < |hg'(a)] < b a pro kazdy vlastni prefix o/ slova a plati
|hg'(a’)| > b. Pro kazdé s € S existuje pravé jedno kritické slovo «, které je prefixem h(s). Definujme d(s)
pro s € S jako délku kritického slova, které je prefixem h(s) a

d(S) = max{délka(a) | a je kritické slovo} = max{d(s) | s € S}.

Mnozinu S reprezentujeme tak, ze je jednoznacné korespondence mezi kritickymi slovy a strankami externi
paméti slouzicimi k reprezentaci S. Na strance prislusejici kritickému slovu « je reprezentovan soubor

hg'(a).
Problém: jak nalézt stranku kritického slova a?

Reseni: Adresér je funkee, kterd kazdému slovu a o délce d(S) priradi adresu stranky predpisem

1. kdyz kritické slovo [ je prefixem «, pak k « je pritazena stranka korespondujici s [, jinak je k «
prifazena stranka NIL — specidlni prazdna stranka.

Korektnost: Pro riizna kritickd slova 3 a v platf hg'(8) Nhg'(y) = 0, a tedy pro kazdé slovo o délky d(S)
existuje nejvyse jedno kritické slovo, které je prefixem a. Kdyz « je slovo délky d(S), pak nastane jeden z
téchto tii pripadu:

1. hg'(a) # 0, pak 0 < |hg'(a)] < b a existuje pravé jedno kritické slovo 3, které je prefixem «;

2. hg'(a) = 0 a existuje prefix o/ slova a takovy, ze 0 < |hg'(a/)| < b, pak existuje pravé jedno kritické
slovo, které je prefixem o (a tedy také prefixem a);

3. hg'(a) = 0 a pro kazdy prefix o slova a platf bud hg'(a’) = 0 nebo |hg'(e/)| > b (pak k « je
piirazena stranka NIL).

Meéjme slovo « o délce d(S). Oznacme c(a) nejkratsi prefix o/ slova « takovy, ze kazdému slovu 8 o délce
d(S), které ma o za prefix, je pfitazend stejna strdnka jako slovu a. V&imnéme si, ze kdyz hg'(a) # 0,
pak c(a) je kritické slovo. Plati silnéjsi tvrzeni, které tvrdi, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. stranka pfitazena slovu « je ruznd od NIL;
2. c(a) je kritické slovo;

3. néjaky prefix a je kritické slovo.

Vsimnéme si, ze znalost adresdfe umozinuje nalézt slovo c¢(a) pro kazdé slovo o délce d(5).

Linearni usporadani na slovech délky n nazveme lexikografické, kdyz o < (3, pravé kdyz a = ~0a’ a
B = ~15' pro néjaka slova v, o a (3. Lexikografické usporadani vzdy existuje a je jednoznacné.

Reprezentace adreséie: Je to seznam adres stranek o délce 245) takovy, ze adresa na i-tém misté odpovida
i-tému slovu délky d(S) v lexikografickém uspofadani.

Piiklad: U je mnozina vsech slov nad {0, 1} o délce 5, h je identickd funkce a b = 2. Reprezentujme mnozinu
S = {00000, 00010, 01000, 10000}. Pak d(00000) = d(00010) = d(01000) = 2, d(10000) = 1, kritické slova
jsou 00, 01 a 1 a adreséar je (misto adresy stranky uvedeme mnozinu, kterd je na této strance ulozena)

00 — {00000,00010}, 01 — {01000}, 10+ 11— {10000}.
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Tedy ¢(00) = 00, ¢(01) = 01 a ¢(10) = ¢(11) = 1. Kdyz odstranime prvek 10000, pak 1 pfestane byt
kritické slovo a adresai bude mit tvar

00 — {00000,00010}, 01+~ {01000}, 10+~ 11— NIL.

Opét plati ¢(00) = 00, ¢(01) = 01 a ¢(10) = ¢(11) = 1. V adreséii je také ulozeno d(S).

2.17.1 Algoritmy

Uvedeme zde jen slovni popis operaci. Pfedpokladame, ze adresar je ulozen v externi paméti na jedné
strance.

MEMBER(z)

1) Spocitdme h(x) a nacteme adresai do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h(z) o délce d(S) a
nalezneme adresu stranky piislusejici k a. Kdyz je to stranka NIL, pak = ¢ S a konec, jinak pokrac¢ujeme
krokem 2).

2) Nacteme stranku piislusejici k a do interni paméti. Prohleddme ji a pokud neobsahuje x, pak z ¢ S a
konec. Kdyz obsahuje x, pak provedeme pozadované zmény a stranku ulozime do externi paméti na jeji
puvodni misto. Konec.

INSERT(x)

1) Spocitame h(x) a nacteme adresai do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h(z) o délce d(S) a
nalezneme adresu stranky prislusejici k a a slovo ¢(«). Kdyz stranka pritazena k o je NIL, pokracujeme
krokem 3), v opa¢ném piipadé pokracujeme krokem 2).

2) Nacteme stranku pfifazenou slovu «. Kdyz z je ulozeno na této strance, pak skoné¢ime. Kdyz x neni
na této strance, pak tam pridame slovo x. Pokud na strance je nejvyse b prvku, pak ulozime stranku na
jeji puvodni misto a skonéime. Kdyz na strance je vice nez b prvku, pak nalezneme nova kriticka slova,
ktera nam stranku rozdéli, a vytvoiime dvé stranky — jednu ulozime na misto ptuvodni stranky a druhou
ulozime na novou stranku. Pokrac¢ujeme krokem 4).

3) Vytvoiime v interni paméti novou stranku, kterd obsahuje x, nalezneme novou stranku v externi pameéti
a tam ulozime vytvorenou stranku (véem slovum, kterd maji ¢(«) za prefix, bude pfifazena tato stranka)
a pokracujeme krokem 4).

4) Nacteme opét adresar do interni paméti, aktualizujeme adresy prifazenych stranek a pripadné zvétsime
adresar (to nastane, kdyz néjaké nové kritické slovo ma délku veétsi nez d(.S), pak nové d(S) je pravé délka
tohoto slova — obé kritickd slova vznikld v kroku 2) maji stejnou délku). Aktualizovany adresii ulozime
do externi paméti. Konec.

DELETE(z)

1) Spocitame h(x) a nacteme adresai do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h(z) o délce d(S) a
nalezneme adresu stranky prislusejici k « a slovo ¢(a). Kdyz stranka prifazena k « je N1L, pak skoné¢ime.
Oznaé¢me ' slovo, které ma stejnou délku jako c(«) a lisi se od ¢(«v) pouze v poslednim bitu. Kdyz existuje
slovo 8 délky d(S) takové, ze ¢(B) = ', pak stranka prifazend k /3 je kandiddt.

2) Nacteme stranku prislusnou k slovu « do interni paméti. Kdyz tato stranka neobsahuje x, pak skonéime.
Kdyz tato stranka obsahuje z, pak odstranime x z této stranky. Kdyz neexistuje kandidat nebo kdyz nova
stranka a stranka kandidata dohromady obsahuji vice nez b prvku, pak novou stranku ulozime na jeji
puvodni misto a skon¢ime.

3) Kdyz nové stranka a stranka kandidata maji dohromady b prvki, pak na¢teme stranku kandidédta do
interni paméti. V interni paméti tyto stranky spojime do jedné a tuto stranku pak ulozime do externi
pameéti.

4) Nacteme adresar, kde zaktualizujeme adresy stranek. Pokud jsme slouéili dvé stranky, musime nalézt
nové c(a) (je to nejkratsi prefix o slova a takovy, ze ke kazdému slovu 5 o délce d(S), které ma o' za
prefix, je prifazena jedna z téchto adres: adresa stranky ptirazend k «, adresa stranky kandidata, NIL) a
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kazdému slovu o délce d(S), které ma nové c(a) za prefix, bude pfifazena adresa nové (spojené) stranky.
Otestujeme, zda se adresal nemuze zkratit (to nastane, kdyz adresy stranek pfirazené (2i + 1)-imu slovu
a (2i + 2)-ému slovu o délce d(S) jsou stejné pro vSechna i, pak se tato slova spoji a d(S) se zmensi o 1).
Upraveny adresar ulozime. Konec.

Nasledujici véta ukazuje, ze jsme nas hlavni cil splnili. Pro jednoduchost predpokladame, ze adresar je
také ulozen na externi pameéti a ze v interni pameéti nemuze byt ulozen spolu s néjakou jinou strankou.

Veéta. Operace MEMBER . vyzZaduje nejvyse tri operace s externi pameéti. Operace INSERT ¢« DELETE
vyzZadugi nejuyse Sest operaci s externi paméti.

V nasem piikladu provedeme operaci INSERT(00001). Po pfidéni prvku stranka puvodné prirazend k
slovu 00 vypada takto {00000, 00001, 00010}. Tuto stranku rozdélime na stranky {00000, 00001} a {00010}.
Pritom kritické slovo prvni stranky je 0000 a druhé stranky je 0001. Takze d(S) = 4 a adresar vypada

0000 — {00000, 00001}, 0001 s {00010},
0010 — 0011 ~— NTL,

0100 — 0101 — 0110 ~» 0111 s {0100},

1000 -+ 1001 — 1010 — 1011 +— {10000},
1100 -+ 1101 — 1110 — 1111 +» {10000}

To znamend, ze kromé adresy 00 se ostatni slova rozdélila na ¢tyri slova, ale adresy zustaly stejné. Jen u
slova 00 vznikla slova dostala ruzné adresy.

V puvodnim piikladu provedeme operaci DELETE(01000). Pak kandidat je 00 a po odstranéni prvku
01000 nastane spojeni téchto dvou stranek. Po aktualizaci adres dostane adresar tvar

00 — 01 — {00000, 00010}, 10 — 11 ~— {10000},

tj. k prvnimu a druhému slovu je pritazena stejnd stranka a stejné tak k tretimu a ¢tvrtému slovu. Takze
muzeme adresaf zmensit. Pak d(S) =1 a adresai ma podobu

0 — {00000, 00010}, 1 — {10000}.

Vznikd otdzka, jak je tato metoda efektivni. Hlavné jak efektivné vyuzivd pamét. Plati

_n_

s @ ocekdava-

Veéta. Kdyz velikost reprezentované mnoZiny je n, pak ocekavanyy pocet pouZitych stranek je
I+g

nd velikost adresdre je n

e
bln2
Prvni tvrzeni fika, ze otekdvany pocet prvku na strance je bln2 =~ 0.69b. Tedy zaplnéno je asi 69% mist.
Tento vysledek neni prekvapujici a je akceptovatelny. Horsi je to s adresarem, jak ukazuje nasledujici
tabulka

velikost S | 10° 10° 108 10%0
2 6.2-107 |1.96-10% [1.96- 10" [1.96 - 10™
10 1.2-10° | 1.5 - 10° 2.4 -10% |3.9-10%
50 9.8-10° | 1.0-10° | 1.1 -10%® |1.2-10'
100 4.4-10° | 4.5-10* | 4.7 - 10° 4.9-108

kde jednotlivé tadky odpovidaji hodnotam b uvedenym v prvnim sloupci. Protoze ocekavana velikost
adresére se zvétsuje rychleji nez linedrné (exponent u n je 1+ %), tak nelze ocekavat, ze tuto metodu lze
vzdy pouzit. Vypocty i experimenty ukazuji, ze pouzitelna je do velikosti |S| = 10'° kdyz b ~ 100. V
tomto rozmezi je narust adresare jen kolem 5%. Pro vétsi n je tieba, aby b bylo jesté vétsi.

72



3 Vyhledavani v usporadaném poli

pozn studenta - tato kapitola byla uprostied stromu, ale tam mi nedavala smysl, takze jsem si ji dovolil
presunout sem.

3.1 Zadani dlohy

Mdme podmnozinu S linedrné usporddaného univerza a S je ulozena v poli A[1..|S]] tak, ze pro i < j je
A(i) < A(j). Pro dané x € U mame zjistit, zda x € S (operace MEMBER(x)).

3.2 Metaalgoritmus

Pokud x < A(1) nebo A(|S|) < x, pak x neni prvkem S.

V opa¢ném piipadé bud z = A(1) nebo z = A(]S|) nebo mdme dvé hodnoty d a h takové, ze 1 < d <
d+1 < h < |S|aA(d) <z < A(h). Pak najdeme n takové, ze d < n < h, a dotazem zjistime, zda
r = A(n) (pak konéime a z € S) nebo z < A(n) (pak polozime h = n) nebo x > A(n) (pak polozime
d = n) a proces opakujeme. Koné¢ime, kdyz d + 1 > h, pak x ¢ S. Na zac¢dtku polozime d = 1 a h = |S].
Formalni zapis algoritmu:

MEMBER(x)
if © = A(1) then
Vystup: x € S stop
else
if © < A(1) then
Vystup: = ¢ S stop
else
d=1
endif
endif
if z = A(|S]) then
Vystup: x € S stop
else
if © > A(]S]) then
Vystup: x ¢ S stop

else
h =S|
endif
endif
while d+1 < h do
n = next(d, h)

if x = A(n) then
Vystup: x € S stop
else
if © < A(n) then h :=n else d := n endif
endif
enddo
Vystup: = ¢ S stop

V tomto metaalgoritmu je next(d, h) funkce, kterd nalezne hodnotu n takovou, ze d < n < h. Korektnost
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plyne z pozorovéni, ze kdyz d+1 = h, pak A(d) < x < A(h) implikuje, Ze neexistuje i takové, ze x = A(i),
a tedy x ¢ S. Efektivita algoritmu zdlezi na fukci next. Zpracovani dotazu vyzaduje cas O(1) a pocet
dotazu je pocet volani funkce next.

3.3 Typy funkce next

Unérn{ vyhledavani: next(d, h) = d + 1, pak kazdy dotaz zvétsi d o 1, a tedy nejvétsi pocet dotazu je |S].
Algoritmus v nejhorsim pfipadé vyzaduje ¢as O(|S]) a oéekdavany pocet dotazu pii rovnomérném rozlozeni
mnoziny S a prvku z je 2! (tedy ocekavany cas je O(|5])).

Poznamka: Dudlni piistup je, kdyz next(d,h) = h — 1, vysledky se nezméni. Pii aplikacich je nékdy
vyhodné pouzit funkci next(d, h) = min{d + ¢, h — 1}, kde ¢ je n¢jaka konstanta (pak krok neni 1, ale ¢).
Jak uvidime pozdéji, jsou situace, kdy je vyhodné takovéto unarni vyhledavani pouzit.

Binarni vyhledavani: next(d, h) = fd;r—h}, pak kazdy dotaz zmensi rozdil h — d priblizné na polovinu. Pocet
dotazu je nejvyse 3+log(|S|—2), algoritmus tedy v nejhorsim piipadé vyzaduje cas O(log |S]) a otekdvany
¢as prii rovnomeérném rozlozeni mnoziny S a x € U je také O(log |5]).
T— A(d
)—A(d)
nez % dotazu, a proto ¢as v nejhorsim piipadé je O(|S|), ale pii rovnomérném rozlozeni mnoziny S a
x € U je ocekavany cas O(loglog|S]). To je zalozeno na faktu, ze hodnota next zavisi i na velikosti x.
Kdyz x je velké, tak hodnota next je posunuta do vétsich hodnot, kdyz z je malé, pak je posunuta do
mensich hodnot.

Interpolaéni vyhledavani: next(d,h) = d + [+~ Y10 (h d)]. V nejhorsim piipadé musime polozit vice

Poznédmka: Kdyz rozlozeni prvku neni rovnomérné, ale je zndmé, pak podle toho muzeme upravit funkci
next a ocekavany cas algoritmu se nezmeéni.

Pro nasledujici funkci next bude jednodussi spocitat ocekavany pocet dotazui nez pro interpolaéni vyh-
ledéavani, ale vysledek je asymptoticky stejny.

3.3.1 Zobecnéné kvadratické vyhledavani

Pozn. studenta: Tohle viibec nechapu a mam to jako TODO, jestli to stihnu.

vvvvvv

na vysledku dotazu. Procedura zadava dotazy v blocmh. Prvni dotaz v bloku je interpola¢ni a procedura
pritom zjisti velikost kroku a zda = je mensi nebo vétsi nez prvni dotaz v bloku. Pak stiidda unarni a
binarni vyhledavani. Blok kon¢i, kdyz rozdil mezi h a d je nejvyse velikost kroku. Krok v nasledujicim
bloku klesne priblizné na odmocninu velikosti kroku v tomto bloku. Procedura pouziva boolské proménné
blok, typ, smer. Proménnd blok je inicializovana hodnotou false a urcuje, zda se dotaz zadava v ramci
stejného bloku nebo nikoliv. Proménnd typ urcuje, zda ptisti dotaz je unérni (kdyz typ = true) nebo
bindrni. Proménnd smer urcuje, zda dotazy jsou mensi nez prvni dotaz v bloku (smer = true) nebo
veétsi. Déle procedura pouziva proménnou krok typu integer, ktera obsahuje velikost kroku v ramci bloku.
Hodnoty téchto proménnych se preddvaji z jednoho volani procedury do dalsiho volani (tj. jsou to globalni
proménné, které se neinicializuji volanim procedury next).

next(d, h)
if blok then
if typ then
if smer then
next(d, h) := h — krok
if A(next(d,h)) < z then

74



blok := false
endif
else
next(d, h) := d + krok
if A(next(d,h)) > x then

blok := false
endif
endif
typ := false
else
if min{h — [HL], [HL] — d} < krok then
blok := false
endif
next(d, h) := [, typ := true
endif
else

krok := VB —d|, next(d, h) := d + [ 5552505 (h — d)],
if A(next(d,h)) > x then

smer = true

else
smer := false
endif
typ = true, blok = true
endif

Po dvou dotazech klesne h — d bud pod v/h — d nebo pod h%i. Proto procedura v nejhorsim pripadé
pouzije nejvyse 8+ 2log(|S| — 1) +2loglog | S| dotazu, a tedy v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as O(log|S]).

Nyni spocitame ocekavany pocet dotazu béhem jednoho bloku za predpokladu rovnomérného rozdéleni
dat. Necht p; je pravdépodobnost, Ze v rédmci bloku se poloZ alespon i dotazui. Pak ocekdvany pocet

dotazu v ramci bloku je
E(C):Zi — Pi+1) sz

i>1 i>1

Nyni odhadneme p;. Ozna¢me n + d argument prvniho dotazu (interpola¢ni vyhledavani) v ramci bloku a
necht krok = k v ramci bloku. Oznaé¢me X = |{i | i > d, A(i) < z}| na zac¢atku bloku, pak X je ndhodn4
proménnad zavisla na argumentu operace a bloku. Kdyz se v bloku polozi alespon ¢ dotazu pro ¢ > 2, pak
| X —n| > [52]k, protoze kazdy undrni dotaz, jehoz polozeni nezméni blok, nalezne dalsich & hodnot i v
rozdilu | X — n|. Tedy

) — 2
pi < Prob(|X —n| > | k).

Pouzijeme Cebysevovu nerovnost pro ndhodnou proménnou X. Kdyz Y je ndhodnd proménna s oéekévanou
(stfedn{) hodnotou yu a rozptylem o2, pak Cebysevova nerovnost ifkd, ze

0.2

Prob(|Y —p| >1t) < ) pro kazdé t > 0.

Uvazujme okamzik, kdy jsme na zac¢atku néjakého bloku. Protoze S je vybrana s rovnomérnym rozdélenim,

je pravdépodobnost, ze A(i) < z pro d < i < h, rovna p = ﬁ%, a pak pravdépodobnost, ze X = j, je

(h;d) P (1 — p)h=4=3. To znamen4, Ze X je nahodnd veli¢ina s binomickym rozdélenim s rozsahem d — h a
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pravdépodobnosti p, a tedy jeji ocekdvand hodnota je

h—d

= j<h ; d)pj(l —p)" " =p(h—d)

J=0

a rozptyl ma hodnotu

>
ISH

=3 - m?(h ; d)pﬂu )T = p(1 - p)(h — d).

<.
Il
=)

Kdyz si uvéedomime, ze k = |v/h — d] a n = p(h — d), pak dostaviame

i—2 4p(1 —p)(h — d)
W= =g =

Dis Piv1 < Prob(|X —n| > |

4p(1 — p) 1
(i-22 =~ (-22

protoze pro 0 < p < 1 je p(1 —p) < L. Kdyz shrneme tato pozorovani, dostdvame, ze
4

E(C):ZPiSQ—I—ZZﬁ:Q—FQZ%:
1>1

i>1 i>3

2 2
242— =24+ —=5.3

* 6 + 3

Zaver: ocekavany pocet dotazu v bloku je mensi nez 6.
Kdyz E(T(n)) je ocekdvany pocet dotazu pro operaci MEMBER a kdyz |S| = n, pak plati
E(T(n)) < E(C) + E(T(Vn)).
Protoze E(T(1)) =1 a E(T(2)) < 2, dostavame z rekurentntho vzorce, ze
E(T(n)) <2+ E(C)loglogn  pron > 2.

Véta. Cas operace MEMBER v usporddaném poli délky n pri zobecnéném kvadratickém vyhleddvdnt je v
neghorsim pripadé O(logn). Kdyz rozdéleni vstupnich dat je rovnomérné, pak ocekdvany cas je O(loglogn).

Nevyhoda této datové struktury spociva v neexistenci prirozenych efektivnich implementaci operaci IN-
SERT, DELETE, SPLIT a JOIN. Piirozené implementace téchto operaci vyzaduji ¢as O(|S]), zhruba
feceno musime pohybovat s témér kazdym prvkem. Pokusem o feSeni tohoto problému byl ndvrh binarnich
vyhledavacich stromu.

4 Stromy

4.1 Usporadany slovnikovy problém

Jedna se o rozsiteni zakladniho slovnikového problému. Je ddno totélné usporddané univerzum U (tj. pro
kazdé dva ruzné prvky u,v € U plati bud u < v nebo v < u). Cilem je reprezentovat mnozinu S C U a
navrhnout algoritmy pro tyto operace:

MEMBER, INSERT, DELETE

MIN — nalezne nejmensi prvek v S,
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MAX — nalezne nejvétsi prvek v .S,

SPLIT(z) — zkonstruuje reprezentace dvou mnozin S; = {s € S | s <z}l a Sy ={se€ S |s >z} a
oznami, zda r € S,

JOIN - pouzivaji se dvé verze této operace:

JOIN2(S;,S5) — jsou dany reprezentace mnozin S; a S, které spliuji maxS; < min Sy, vytvorii se
reprezentace mnoziny S = S7 U Sa,

JOIN3(Sy, z, S2) — jsou dény reprezentace mnozin S; a Sy a prvek = € U tak, Ze je splnéno max S; < z <
min Sy, vytvoii se reprezentace mnoziny S = Sy U {x} U Ss.

Je vidét, ze operace JOIN2 a JOINS3 Ize pomoci operaci INSERT a DELETE pievést jednu na druhou.
Proto ¢asto budeme popisovat pro danou strukturu jen jednu z nich. Obcas se také pouziva operace
ord(k) — predpokadame, ze k < |S|, a operace nalezne k-ty nejmensi prvek v S.

Ziejmeé operace MIN a MAX jsou specidlnim piipadem operace ord(k), presné MIN je operace ord(1)
a MAX je operace ord(]S|).

4.2 (a,b)-stromy
4.2.1 Obecna definice

Dilezitou datovou strukturou vhodnou pro feseni usporadaného slovnikového problému jsou (a, b)-stromy.
Tuto datovou strukturu lze pouzit pro interni i pro externi pamét. Je to struktura zaloZené na stromech.
Nejobecnéjsi grafova definice (a, b)-stromu je:

Necht 1 < a < b jsou kladna pfirozena ¢isla. Pak kofenovy strom (7', t) se nazyva (a,b)-strom, kdyz
1. kdyz v je vnitini vrchol stromu 7" ruzny od kofene t, pak ma alespon a a nejvyse b synu;

2. vSechny cesty z kotfene do libovolného listu maji stejnou délku.

4.2.2 Specialni piipad — definice
Tato definice je prilis obecna a pro datové struktury se nehodi. Proto pouzivame jeji specidlni pripad
(zmény podtrzeny).

Datovd struktura (a,b)-strom je definovéna jen na téchto stromech: Necht a a b jsou piirozend &isla
takovd, ze 2 < a a 2a — 1 < b. Pak kofenovy strom (7',¢) nazveme (a, b)-strom, kdyz plati

1. kazdy vnitini vrchol v stromu 7' ruzny od kofene t ma alespon a a nejvyse b synu;

2. kofen je bud list nebo m4 alespoi dva syny a nejvyse b synu;

3. vSechny cesty z kofene do libovolného listu maji stejnou délku.

4.2.3 Vlastnosti — velikost

Vyhody nasich (a,b)-stromu:
Kdyz ma (a, b)-strom vgsku h > 0 (tj. délka kazdé cesty z kotene do libovolného listu je h), pak strom mé
alespori 2a"~! listd a nejvyse b* list. Z toho jednoduse plyne:

Tvrzeni. Méjme prirozend cisla a a b takovd, Ze a > 2 a b > 2a — 1. Pak pro kazdé kladné prirozené cislo
n existuje (a,b)-strom, ktery md presné n listu. Kdyz (a,b)-strom md presné n listu, pak vijska stromu je
nejuyse 1 4log, (%) a je alespori log,n. Tedy vyska stromu je O(logn).

7



4.2.4 Vlastnosti — usporadani na listech

Méjme korenovy strom (7, t) takovy, ze pro kazdy vnitini vrchol v plati:

kdyz v méa p(v) synt, pak jsou ocislovany od 1 do p(v). Rekneme, Ze vrchol v je v hloubce h, kdyz cesta
z kotene t do v ma délku h. Mnozina vSech vrcholu v hloubce h se nazyva h-td hladina. Lezikografické
uspordddni na h-té hladiné je definovano rekurzivneé:

v < w, pravé kdyz bud otec(v) < otec(w) nebo otec(v) = otec(w) a kdyz v je i-ty syn otec(v) a w
je j-ty syn otec(v), pak i < j.

Predpokladdme, Ze v (a, b)-stromu synové kazdého vnitintho vrcholu jsou usporadédny. Listy tvoii hladinu
h, kde h je hloubka (a,b)-stromu, a je na nich definovano lexikografické usporadéni.

Meéjme linedrné uspofadané univerzum U a mnozinu S C U. Pak (a,b)-strom (7', t) reprezentuje mnozinu
S, kdyz ma presné |S| listu a je dan izomorfismus mezi lexikografickym uspordadénim listu stromu T a
usporadanou mnozinou S (tj. bijekce key : list(7") — S, kterd pro s,t € S spliuje s <t v U, pravé kdyz
key '(s) < key~!(t) v lexikografickém uspofadani na mnoziné listt stromu 7).

4.2.5 Jak reprezentujeme mnozinu?

Co je ulozeno ve vnitinich vrcholech (a,b)-stromu (7, t) reprezentujictho mnozinu S C U?

e p(v) — pocet synu vrcholu v,

e S,(1..p(v)) — pole ukazateli na syny vrcholu v takové, ze S,(i) je i-ty syn vrcholu v pro i =
1,2...,p(v),

e H,(1..p(v) —1) — pole prvku z U takové, ze H,(i) je nejvétsi prvek z S reprezentovany v podstromu
i-tého syna vrcholu v
alternativa: H,(i) je prvek z U takovy, ze nejvétsi prvek reprezentovany v podstromu i-tého syna
vrcholu v je mensi nebo roven H,(i) a to je mensi nez nejmensi prvek reprezentovany v podstromu
(7 + 1)-niho syna vrcholu v

Struktura listu:
listu v je prifazen prvek key(v) € S.

Neékdy je ve struktufe kazdého vrcholu v (a, b)-stromu ruzného od kotene jesté ukazatel otec(v) na otce
vrcholu v.

Pozorovani. Kdyz H,(i) jsou prvky z reprezentované mnoziny, pak pro kazdy prvek s € S kromé nejvétsiho
existuje prave jeden vnitrni vrchol v (a,b)-stromu a jedno i, Ze H,(i) = s, a nejuétsi prvek v S neni prvek
H, pro Zadni vrchol v.

Tento fakt se pouzivéa pii implementaci, kde se vynechavaji listy. Prvky z S jsou reprezentovany v polich
H, vnitinich vrcholii stromu a nejvétsi prvek je ulozen zvlast nebo je k mnoziné S priddn formalni nejveétsi

prvek (a ten je pak ,ulozen* zvlast). Je to prostorove efektivnéjsi reprezentace mnoziny S, ale je technicky
nepiehlednd. Proto pfi praci s (a, b)-stromy pouzivam verzi s listy.

Nyni uvedeme algoritmy pro (a, b)-stromy.

4.2.6 Algoritmy

Pomocny algoritmus
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Vyhledej(x)

t :=koten stromu T, w := NIL

while ¢ neni list do
1:=1
while H,(i) <z ai < p(t) do i :=1i+ 1 enddo
if H,(i) =z then w := ¢t endif

t := S;(i) enddo Vystup: ¢t a w.

MEMBER(z)
Vyhledej(x)
if key(t) = x then Vystup: x € S else Vystup: x ¢ S endif

INSERT(x)
Vyhledej(x)
if key(t) # x then
vytvor novy list ¢/, key(t') := z, u := otec(t)
if key(t) < x then
(komentéi: z > max S)
Su(p(u) + 1) =1, Hu(p(u)) == key(t), p(u) := p(u) + 1
else
najdi i, ze S, (i) =t
Sulplu) + 1) == S(p(w)), j = p(u) — 1
while j > i do
Sul+ 1) o= Su), HuG+1) = Hy(G), j o= j — 1
enddo
Su(i) =t Hy(i) ==z, p(u) := p(u) + 1
endif
t:=u
while p(t) > b do Stépeni(t) enddo
endif

Stépeni(t)
if ¢ je kofen stromu then
vytvor novy kofen u s jedinym synem ¢
endif
u := otec(t), najdi i, ze S, (i) = t,
vytvor novy vnitin{ vrchol ¢/, j :=1
while j < |%£1] do
Sp(5) = Se(5 + [%5H), He(j) == He(G + [%5H]), j =7 + 1
enddo
Sp([*5H]) = Se(b+ 1), p(t) := [#5], p(t') = [ ],
if i < p(u) then S, (p (u) + 1) := Su(p(u)) endif
while 5 > 7 do
Su(j+1) = 8u(j), Hu(j +1) = H,(j),j =71
enddo
Suli+1) 1= ¥, Hu(i +1) = H (i), Hy(i) = Hy(p(t)), t == u
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DELETE(z)
Vyhledej(x)
if key(t) = x then
u := otec(t), najdi i, ze S, (i) = t,
|fw7£uaw7éNILthenH (7) :
while k& < p(u) — 1 do
H,(k):= Hy(k+1), Su(k) = Su(k+1), k:=k+1
enddo
if i # p(u) then S,(p(u) — 1) := Sy, (p(u)) endif
p(u) := p(u) — 1, odstran t, t :==u
while p(t) < a a t neni koten do
y je bezprostiedni bratr ¢
if p(y) = a then Spojeni(t,y) else Pfesun(t,y) endif
enddo
endif

aj,ze Hy(j) =z, k:=1i
= H,(p(u) — 1) endif

Spojeni(t,y)
u = otec(t), najdi i, ze S, (i) =t, j:=1
if S,(i—1) =y then vymént ay,i:=i— 1 endif
while j < p(y) do

Se(p(t) +3) == Sy (7)), Hi(p(t) +j) == Hy(j), j =7 +1
enddo
Hy(p(t)) := Hu(i), Se(p(t) + p(y)) = Sy(p(y)), p(t) := p(t) + p(y), odstran y
while i < p(u) — 1 do

Suli+1) = Su(i +2), Hu(i) = Hu(i +1), i :=i+1
enddo
p(u) = p(u) —1
if u je kofen a p(u) =1 then

odstran u
else

t:=u
endif

Presun(t, y)
u := otec(t), najdi i takové, ze S, (i) =t
if S,(i +1) =y then
Si(p(t) +1) = Sy(1), He(p(t)) := Hy (i),
Hu(z) = Hy(1)7 J=1
while j < p(y) — 1 do
Sy(j) =5,(1+1), Hy(j) == Hy(j +1),j:=j+1
enddo
Sy(p(y) — 1) == Sy(p(y)), p(t) == p(t) + 1, p(y) == p(y) — 1
else
Se(p(t) +1) = Si(p(t)), j = p(t) — 1
while 5 > 0 do
Se(f+1) = 8(J), He(j +1) == He(j), j =7 —1
enddo
p(t) = p(t) + 1, Su(1) = S, (ply), Hi(1) i= Hy(i — 1),
fj_@;(i —1):=Hyp(y) = 1), p(y) = ply) — 1
endi
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MIN

t :=koten stromu

while ¢ neni list do ¢ := S;(1) enddo
key(t) je nejmensi prvek S

MAX

t :=kofen stromu

while ¢ neni list do ¢ := S;(p(t)) enddo
key(t) je nejvétsi prvek S

JOIN2(Ty,T3)
Predpoklad T; je (a,b)-strom reprezentujici mnozinu S; pro i = 1,2, které splnuji
max.S; < min Sy (tento predpoklad je silngjsi nez pozadavek, ze S; a Sy jsou dis-
junktni, ale algoritmus nekontroluje jeho splnéni)
if vyska T} je vétsi nebo rovna vysce 75 then
t :=koten Ty, k := v(T1) — v(T5)
while £ > 0 do t := S;(p(t)), k := k — 1 enddo
Spojeni(t.kofen T5), t := otec(t)
while p(t) > b do Stépeni(t) enddo
else
t :=koten Ty, k := v(T3) — v(T1)
while £ > 0 do t := Si(1), k:= k — 1 enddo
Spojeni(t.kofen T}), t := otec(t)
while p(t) > b do Stépeni(t) enddo
endif
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SPLIT(T, z)
Z, Zy prazdné zasobniky, t :=koten T'
while ¢ neni list do

1:=1

while H,(7) <z ai < p(t) do i :=1i+ 1 enddo

t:= S(7)

if i = 2 then vloz podstrom vrcholu S;(1) do Z; endif
if © > 2 then

vytvor novy vrchol t1, p(ty) =i — 1,
for every j =1,2,...,i — 2 do
Stl(j) = St(])v Htl(]) = Ht(])
enddo
Sy, (i — 1) := Si(i — 1), vloz podstrom vrcholu t; do Z;
endif
if i = p(t) — 1 then
vloz podstrom S;(p(t)) do Z,  endif
if i < p(t) —1 then
vytvor novy vrchol to, p(ta) := p(t) — i
forevery j =1,2,...,p(t)—i—1do
St, () := St +j), Hyy,(j) := Hy(i + )
enddo
St (p(t) — i) := Si(p(t)), vloz podstrom ty do Zy
endif
enddo
if key(t) = x then
Vystup: z € S
else
Vystup: x ¢ S
if key(t) < x then
vloz podstrom vrcholu t do Z;
else
vloz podstrom vrcholu t do Z5
endif
endif
Ty := vrchol Zy, odstran 717 ze 2,
while Z; # () do
T' :=vrchol Z, odstran T" ze Z;, Ty :=JOIN(T",T})
enddo
T := vrchol Zs, odstran 15 ze Zs
while Z, # () do
T" := vrchol Zs, odstran T" ze Zs, Ty :=JOIN(T5,T")
enddo

4.2.7 Korektnost algoritmu
Odkaz na otce vrcholu: bud je v kazdém vrcholu v stromu 7' pifmo odkaz na otec(v), nebo se v procedure
Vyhledej vkladaji vrcholy do zasobniku a otec(v) je vrchol v zasobniku pted vrcholem wv.

Pii operaci SPLIT se zasobniky pouzivaji jednopruchodové — nejprve se naplni a v této ¢dsti algoritmu
se nepouzije operace pop, pak se vyprazdni a v této fazi se nepouziva operace push. V okamziku, kdyz
jsou zasobniky naplnéné, plati:
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e v zdsobnicich jsou ulozeny (a, b)-stromy reprezentujici podmnoziny S

e kdyz (a,b)-stromy T; a T;,; reprezentuji mnoziny S; a S;;; a jsou v zasobniku Z; (nebo Z) a strom
T;+1 nasleduje po stromu 7}, pak plati max S; < min S;;; < x (nebo min S; > max S;;; > ) a vyska
T; je vétsi nebo rovna vysce T;1;

e kdyz T; a T;1; jsou dva po sobé nasledujici (a, b)-stromy v zasobniku Z; pro j = 1,2, které maji

stejnou vysku, pak nésledujici strom v zdsobniku Z; m4 ostfe mensi vysku.

Toto plyne z prvni faze algoritmu operace SPLIT a zajistuje korektnost druhé fize algoritmu.

4.2.8 Casova analyza

Dile si véimnéme, ze podprocedury Stépeni, Spojeni a Pfesun vyzaduji ¢as O(1), a proto algoritmy
pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2 a pro prvni fazi algoritmu SPLIT
vyzaduji ¢as O(1) pro préaci v dané hladiné. Protoze hladin je nejvyse log, |S|, muzeme shrnout:

Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2 a SPLIT v

(a, b)-stromech vyzaduji v nejhorsim pripadé c¢as O(log, |S|), kde S je reprezentovand mnozina.

Je tfeba jesté odhadnout spotiebovany ¢as ve druhé fazi algoritmu pro operaci SPLIT.

Nejprve si vSimneéme, ze algoritmus JOIN2(T}, T3) vyzaduje ve skutecnosti jen ¢as rovny O(rozdil vysek stromu 73

Kdyz po naplnéni zasobnik Z; pro j = 1, 2 obsahuje stromy Uy, Us, . . ., Uy, v tomto potadi, pak & < 2log, |S]|

a vyprazdnéni zasobniku Z; vyzaduje cas O(Zi:ll (u; — uir1 + 1) = O(uy + k), kde w; je vyska stromu U;
prot = 1,2,..., k. Protoze vyska stromu U; je nejvyse rovna vysce stromu 7', dostavame, ze druha faze

algoritmu SPLIT vyzaduje ¢as O(log, |S|) a dukaz je kompletni.

4.2.9 Poradkova statistika

Nyni popiseme algoritmus pro operaci ord (k). Tato operace se ¢asto nazyva k-ta poradkova statistika Tato
operace neni podporovana navrzenou strukturou, pro jeji efektivni implementaci musime rozsitit strukturu
vnitiniho vrcholu v o pole

P,(1..p(v) — 1), kde P,(i) je pocet prvku S reprezentovanych v podstromu i-tého syna vrcholu v.

Udrzovat pole P, v aktudlnim stavu znamend pfi uspésném provedeni aktualiza¢ni operace projit cestu z
vrcholu do kotfene a aktualizovat pole P. Uvedeme algoritmus pro nalezeni k-té poradkové statistiky.

ord(k)
if & > |S| then neexistuje k-ty nejmensi prvek, konec endif
t :=kofen stromu
while ¢ neni list do
1:=1
while k& > P,(i) ai < p(t) do
k:=k—P(),i:=i+1
enddo
t:= S(7)
enddo
key(t) je hledany k-ty nejmensi prvek

Invariant algoritmu: V kazdém okamziku plati, ze puivodni k se rovna aktualni k+pocet prvku z S, které
jsou v podstromech vrcholu stromu, které v lexikografickém uspotadéani predchézeji i-tému synu vrcholu
t. Korektnost algoritmu plyne z tohoto invariantu.
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Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, SPLIT, JOIN2 «
ord(k) pro vSechna k v rozsirené strukture (a,b)-stromu vyZaduji v nejhorsim pripadé c¢as O(log|S]),
kde S je reprezentovand mnozina.

4.2.10 Hodnoty a,b

(a,b)-stromy se pouzivaji jak v interni tak v externi paméti. Jaké hodnoty a a b je vhodné pouzivat?
Pro interni pamét jsou doporuc¢ené hodnoty @ = 2, b = 4 nebo a = 3 a b = 6.
Pro externi pamét jsou doporucené hodnoty a =~ 100, b = 2a.

4.2.11 Paralelni verze

Kdyz je mnozina reprezentovana (a, b)-stromem ulozena na serveru a mé k ni pristup vice uzivatelu, vznika
problém s aktualizacnimi operacemi. Tyto operace méni strukturu (a, b)-stromu a v dusledku toho se v
ném jiny uzivatel muze ztratit. Tento problém se d& tesit tak, ze pri aktualizacnich operacich se uzavte
cely strom.

Nevyhoda: ostatni uzivatelé do ného nemaji pfistup a nemohou pracovat. Tzv. paralelni implementace
operaci INSERT a DELETE nabizi jiné, efektivnéjsi feseni.

Predpoklad: b > 2a.

Pii operaci INSERT jsou ve vyhledédvaci fazi vzdy uzavieny vrcholy ¢, otec(t) a synové vrcholu t. Algo-
ritmus zjisti, ve kterém synu vrcholu ¢t ma pokracovat, a pak, kdyz p(t) = b, provede Stépeni (proto je
nutné b > 2a, abychom po této operaci méli zase (a,b)-strom). V algoritmu pak odpadne vyvazovaci ¢ast
(tj. Stépeni pii cesté vzhiru ke kofeni).

Pii operaci DELETE jsou ve vyhleddvaci fazi uzavieny vrcholy ¢, otec(t), bezprostiedni bratr y vrcholu
t a jejich synové. Kdyz p(t) = a, pak po najiti vrcholu, kde se bude pokracovat, se provede bud Pfesun
(kdyz p(y) > a) nebo Spojeni (kdyz p(y) = a). Stejné jako pii operaci INSERT se vynecha vyvazovaci
¢ast uzavirajici puvodni algoritmus.

Tato dprava vyzaduje sice vice Stépeni, Spojeni a Pfesunt, ale asymptoticky vychdzi ¢as stejny (jen
je vetsi multiplikativni konstanta). Doporu¢ené hodnoty a a b jsou a ~ 100 a b = 2a + 2 pfi ulozeni na
serveru v externi paméti, ve vnitini pameéti se doporucuje a = 2, b = 6.

Operace JOIN2 lze také paralelizovat, ale operaci SPLIT paralelizovat nelze.

4.2.12 A-sort

(a, b)-stromy davaji také zajimavé aplikace pro tiidici algoritmy. Pouziti (a, b)-stromu pro setiidéni ndhodné
posloupnosti neni vhodné, rezie na udrzovani struktury (a,b)-stromu vede k tomu, ze multiplikativni
konstanta by byla o hodné vétsi nez u klasickych t¥idicich algoritmu. Také ulozeni (a, b)-stromu vyzaduje
vice paméti nez je potieba pro klasické algoritmy. Situace se podstatné zméni, kdyz vstupni posloupnost
je predtiidéna a je ji tfeba jen dotiidit. Klasické algoritmy vétsinou nejsou schopné vyuzit faktu, ze
posloupnost je predtiidénd, a jejich ¢asovd narocnost je prakticky stejnd (nékdy i horsi) jako u ndhodné
posloupnosti. Na rozdil od nich algoritmus A-sort zalozeny na (a,b)-stromech je schopen predtiidénost
vyuzit a ma na predtiidénych posloupnostech lepsi vysledky nez klasické algoritmy.

Modifikace (a, b)-stromu pro algoritmus A-sort. Mame (a, b)-strom reprezentujici vstupni posloupnost, je
dén ukazatel Prv na prvni list, listy (a, b)-stromu jsou propojeny do seznamu v rostoucim lexikografickém
poradi (ukazatel na nasledujici prvek je Nasl) a je ddna cesta z prvniho listu do kofene (to znamend, ze
na cesté z prvniho listu do kofene zndme pro kazdy vrchol v jeho otce). Nyni uvedeme algoritmus A-sort.
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A-sort(xy, z9,...,x,)
1:=n — 1, vytvor jednoprvkovy strom s vrcholem ¢
key(t) := xp, Prv =1
while i > 1 do A-Insert(z;), i :=i — 1 enddo
y1 = key(Prv)
while : < n do
y; = key(t),i:=1i+ 1, t := Nasl(t)
enddo
Vystup: (y1, Y, - .., ys) setiidénd posloupnost (x, za, ..., x,)

A-Insert(z)
t:=Prv
while ¢ # koten T a H,(1) < x do t := otec(t) enddo
while ¢ # list do
1:=1
while H,(i) <z ai < p(t) doi:=i+ 1 enddo
if i > 1 then v := S5,(i — 1) else v := S;(p(t)) endif
t:= S(7)
enddo
if key(t) # x then
vytvor novy list ¢/, key(t') =
if ¢ je kotren then
vytvor novy koten u, p(u) := 2
if key(t) > x then
H,(1):=x, S,(1) :=1, Su(2) :=t,
Prv =t Nasl(t') :=t, Nasl(t) :== NIL
else
H,(1) :=key(t), Syu(1) :==1t, S,(2) =1
Prv :=t, Nasl(t) :=t/, Nasl(t') :== NIL

endif
else
u := otec(t)

if key(t) < « then
(komentaf: > max .S)
Sulp(u) +1) =1, Hy(p(u)) :=key(t), p(u) := p(u) + 1
Nasl(t) :=t/, Nasl(t') := NIL
else
najdi i, ze S, (i) = t, (() 1) :=
j=pu) —1, Nasl(v) :=1t', Nasl(t') :
while j > i do
enddo
Suli) i= ¥, Hy(i) = 2, p(u) i= p(u) + 1,
if t = Prv then Prv :=t' endif
endif
=u
while p(t) > b do Stépeni(t) enddo
endif
endif

Korektnost algoritmu plyne z faktu, ze key je izomorfismus usporddani a seznam listu je v rostoucim
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poradi. Protoze v je vzdy bezprostiedni predchudce ¢, je seznam korektné definovén. Ukazatel otec(t) je
dén na cesté z vrcholu Prv do kofene, pro ostatni vrcholy se fesf stejnym zpusobem jako pro (a, b)-stromy.

4.2.13 A-sort — slozitost

Algoritmus A-sort vyzaduje vice ¢asu i vice paméti nez klasické tiidici algoritmy, ale jejich asymptotickd
slozitost je stejnd. Jeho vyhoda je v pouziti na predtiidéné posloupnosti.

Definice. Pro posloupnost (x1,xs, ..., x,) proki z totdlné usporddaného univerza U definujme
F= H(%]) | 1 < ja xrj < xz}|

Ziejmeé F = 0, pravé kdyz posloupnost (x1,xs, ..., x,) je setiidéna.
Dale 0 < F < (Z) aF = (g), prave kdyz je posloupnost (z1, s, ..., z,) klesajici.

To vede k tomu brat F' jako miru ptredtiidénosti posloupnosti. Spocitame slozitost algoritmu A-sort v
zavislosti na n a F.

Pozorovani. Algoritmus A-sort v nejhorsim pripadé vyZadugje cas, ktery potrebuje A-Insert, plus O(n).

Pozorovani. Algoritmus A-Insert(x) wvyzZaduge ¢as potiebny na nalezeni mista, kam vlozit x, plus O(pocet
voldni Stépeni).

Pozorovani. Protoze kazdy beh procedury Stépeni vytvoril jeden vnitini vrchol (a,b)-stromu a protoZe
a>2 a(a,b)-strom po skonceni voldni A-Insert md n listu, je vnitrnich vrcholi (a,b)-stromu < n.

Pozorovani (Plyne z minulého). Vsechny béhy procedury A-Insert vyZaduji ¢as na nalezeni mist jed-
notlivych proki plus O(n).

Pozorovani. Kdyz procedura A-Insert(x) pri hleddni mista pro prvek x skondila ve visce h (tj. prund
cyklus se h-krat opakoval), pak nalezeni mista pro prvek x vyZadovalo ¢as O(h).

Pozorovani. Viechny proky reprezentované (a,b)-stromem pod prunim vrcholem ve vijsce h—1 jsou mensi
nez x a je jich alespori a™ 1.

Pozorovani. Kdy: x = z;, pak pocet prvku reprezentovanych (a,b)-stromem pri béhu procedury A-
Insert(z), které jsou mensi nez x, je pocet j takovych, Ze i < j a x; < z;. (Plyne z toho, v jakém
poradi vkldddme.)

Definice. Oznacme f; pocet j takovich, Zei < j a x; < x;.

Véta. Algoritmus A-sort na setridéni n-célenné posloupnosti vyZaduje v nejhorsim pripadé cas O(n +
n log %), kde F' je mira setridenosti vstupni posloupnosti.

Dukaz. 7 pozorovani plati

a"P< f; = h—1<log, fi = he€O(logf).

Proto v nejhorsim piipadé ¢as potfebny pro nalezeni pozice x; je O(log f;). Odtud plyne, ze ¢as algoritmu
potiebny k béhu algoritmu A-sort je

0((2 log fi) +n).
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Zrejme > | f; = F anyni vyuzijeme toho, ze geometricky prumér je vzdy mensi nebo roven aritmetickému
prumeéru, a odtud dostavame

Zlogfi ZIOngz‘ = nlog(H fi)% <
i=1 i=1 i=1

Z?:1 fz o
—n =

nlog nlog —.
n

Zhodnoceni: Protoze A-sort nepouzivé operaci DELETE, doporucuje se pouzit (2,3)-stromy. Kdyz se
budou tiidit posloupnosti s mirou F' < nlogn, pak algoritmus A-sort bude potfebovat v nejhorsim
pifpadé ¢as O(nloglogn). Mehlhorn a Tsakalidis dokdzali, Ze kdyz F < 0.02n'57, pak algoritmus A-sort
je rychlejsi nez algoritmus Quicksort.

4.2.14 Propojené stromy s prstem

Hladinové propojeny (a,b)-strom s prstem je (a,b)-strom, kde struktura vnitintho vrcholu ruzného od
kofene je rozsifena (proti klasickému (a, b)-stromu) o ukazatele otec(v), levy(v), pravy(v), kde:

e levy(v) ukazuje na nejveétsi vrchol (v lexikografickém usporadani) ve stejné hladiné jako v, ktery je
mensi nez v (kdyz neexistuje, tak je to NIL),

e pravy(v) ukazuje na nejmensi vrchol (v lexikografickém uspotrdadani) ve stejné hladiné jako v, ktery
je vétsi nez v (kdyz neexistuje, tak je to NIL).

Navic je dan ukazatel Prst na néktery list.

Zde se lisi hlavné vyhledavani, které je zobecnénim postupu A-sortu. Zaciname od listu p, na ktery ukazuje
Prst. Kdyz x je mensi nez prvek reprezentovany timto listem, pak se pokracuje v jeho otci v, a kdyz p byl
i-ty syn v, tak se pomoci pole H, zjistuje, zda x nemé byt reprezentovan v podstromu jeho j-tého syna
pro j < i. Kdyz ne, pokracuje se ukazatelem levy(v). Kdyz x neni reprezentovan ani v jeho podstromu, tak
se cely postup opakuje o hladinu vys (zkouma se otec vrcholu). Kdyz « je vétsi nez prvek reprezentovany
listem p, je postup zrcadlové obraceny. Kdyz se nalezne vrchol, v jehoz podstromu ma x lezet, pak se
aplikuje od tohoto vrcholu (misto od korene) procedura Vyhlede;j.

Struktura kromé operaci usporddaného slovnikového problému jesté pouziva pridanou operaci PRST(z),
ktera nastavi ukazatel Prst na list, ktery reprezentuje nejmensi prvek vétsi nebo rovny z (pokud x > max S,
tak ukazatel Prst bude ukazovat na nejveétsi list). Operace provedou vyhledani a pak pokracuji klasickym
zpusobem.

Pouziti: Tato struktura je velmi vyhodna pro ulohy, kde vzdy skupina po sobé jdoucich operaci pracuje v
blizkém okoli néjakého x € U. Pak vyhledani prvku je rychlejsi nez v klasickém (a, b)-stromu, viz A-sort.

4.2.15 Omezeni Stépeni, spojovani a presuni

Pozn. studenta - dost jsem popfesouval potadi dokazovani v této kapitole tak, aby mi davalo logicky smysl.

Vyvazovaci operace Stépeni, Spojovani, PFesun vyzaduji ¢as O(1), ale ve skutecnosti jsou nejpomalejsi
¢asti algoritmu pro operace INSERT a DELETE. Omezeni jejich poc¢tu vedlo k mensi slozitosti algoritmu
A-sort. To motivovalo analyzu jejich pouziti.
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Libovolny béh algoritmu INSERT  vold podproceduru Stépeni nejvyse log(|S|)-krat a libovolny béh
algoritmu DELETE muze nejvyse log(|S|)-krat zavolat podproceduru Spojeni a nejvyse jednou pod-
proceduru Pfesun. V obecném piipadé tyto odhady nejdou zlepsit. Pro vhodny typ (a,b)-stromu vsak
amortizovany pocet vyvazovacich operaci (zacindme-li s puvodné prazdnym stromem) je konstantni.

Ptripomindme, ze vyska vrcholu v kofenovém stromeé je maximalni délka cesty z ného do nékterého listu.
(tj. je pocitand odspodu)

Dukaz omezeni poctu Stépeni je zalozen na bankovnim principu — navrhneme kvantitativni ohodnoceni
(a,b)-stromu, nalezneme jeho horni odhad a popiseme, jak toto ohodnoceni mohou zménit vyvazovaci
operace. Srovnani téchto odhadu da pozadovany vysledek.

Necht b > 2a a a > 2.
Definice. Pro pevné a a b oznacme

¢ = min{min{2a — 1, [HTH} —a,b— max{2a — 1, LHTlJ}}

Definice. Mé¢jme (a,b)-strom T, pro vnitini vrchol v rizny od korene definujme b(v) = min{p(v) — a, b —
p(v),c}, pro koren r definugme b(r) = min{p(r) — 2,b — p(r), c}.

b se d4 vnimat jako ,vzdalenost“ poc¢tu synu od krajnich hodnot a a b, ale s hornim omezenim c.

Pozorovani (1). Pro vnitind vrchol stromu v riuzny od korene plati

1. b(v) <¢;

2. kdyz p(v) = a nebo p(v) = b, pak b(v) = 0;

3. kdyz p(v) = a—1 nebo p(v) =b+1, pak b(v) = —1;

4. kdyz p(v) = 2a — 1, pak b(v) = ¢;

5. Kdyzv' av" jsou dva rizné vrcholy stromu rizné od korene takové, ze p(v') = [%1] a p(v”) = M1 ],

pak b(v') +b(v") > 2¢ — 1;

6. pro koren r plati b(r) < c.

Diikaz. Dukazy 1,2,3,6 jsou trividlni. Dukazy 4 a 5 jsou technické a vyplyvaji z definice ¢ (pozn. studenta
- ja to tam nevidim :( ) O

Definice. Strom (T',r) ohodnotime

bp(T) = Z{b(v) | v # r vnitini vrchol stromu ve vysce h}

b(T) = bu(T) + b(r).

Definice. Rekneme, e (T,r,v) je parcialni (a,b)-strom, kdyZ r je koren stromu, v je vnitini vrchol T a
plati:

o kdyzv#r, paka—1<pv)<b+1a2<p(r)<b
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o kdyzv=r, pak2 <p(r)<b+1;
o kdyzt je vnitrni vrchol T rizniy od v a r, pak

a < p(t) <b;
e wvSechny cesty z korene r do néjakého listu maji stejnou délku.

Tj. jde o a,b strom s jednim ,pokazenym® vrcholem.

Nyni rozlozime operace INSERT a DELETE do jednotlivych akci se stromem a vySetfime vliv téchto
akci na jeho ohodnoceni. Dukazy lemmat jsou zalozené na nasledujicim pozorovani

Pozorovani (2). Méjme dva stromy T a T', které magi stejnou mnoZinu vrcholi ve vySce h. Pak plati:

1. kdyz kazdy vrchol ve vysce h md stejny pocet syni v obou stromech, pak b, (T) = by (T");

2. kdyz vsechny vrcholy ve vysce h aZ na jeden vrchol maji stejny pocet synu v obou stromech a pocet
syni u zbylého vrcholu se ve stromech T a T" lisi nejvyse o 1, pak by(T) > bp(T") — 1.

Lemma 1. Kdyz (T,r) je (a,b)-strom a kdyz strom T" vznikne z T priddnim/ubrdnim jednoho syna vrcholu
v ve vysce 1 (tj. priddvany/ubirany syn je list), pak (T',r,v) je parcidlni (a,b)-strom a plati

bi(T) >0y(T) =1 aby(T') = by(T) pro h > 1;
b(T") >b(T) — 1.
Dikaz. Zhorsili jsme by v nejspodnéjsi hladiné, na nic jiného jsme nesahali, nic jsme nestépili. O]

Lemma 2. Necht (T,r,v) je parcidlni (a,b)-strom, p(v) = b+ 1 a v je ve vysce | > 1. Kdyz T' vznikne z
T operaci Stépeni(v), pak (1", r, otec(v)) je parcidlni (a,b)-strom a plati:

bl(T/) Zbl(T) + 20, bl—i—l(T/) Z bl+1(T> —1
bu(T") =by(T) pro h # 1,1+ 1;  b(T") > b(T) + 2¢ — 1.

Dukaz. Nerovnitko o [-té hladiné plati kvuli bodu 5 z pozorovani 1, protoze jsme b z —1 zménili na 2c¢— 1,
o [ + 1 hladiné to plati proto, protoze se zvétsil uzel o jedna (viz pozorovani 2). Zbytek stromu je stejny.
O

Lemma 3. Necht (T, r,v) je parcidlni (a,b)-strom, p(v) = a — 1, v je ve vysce | > 1 a y je bezprostiedni
bratr v takovy Ze p(y) = a. Kdyz T' vznikne z T operaci Spojeni(v,y), pak (T',r,otec(v)) je parcidlni
(a,b)-strom a plati:

o(T") >b(T) + e+ 1, bya(T') > by (T) — 1
bp(T") =byp(T) pro h A 1,1+ 1; b(T") > b(T) + c.

Dukaz. Ve vrstveé [ se ze situace v bodech 2 a 3 z pozorovani 1 dostaneme do situace v bodu 4.

Ve vrstvé | + 1 opét ménime jenom jeden prvek. [
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Lemma 4. Necht (T,r,v) je parcidlni (a,b)-strom, p(v) = a — 1, v je vijsce | > 1 a y je bezprostredni
bratr v takovy, zZe p(y) > a. Kdyz T" vznikne z T operaci Piesun(v,y), pak (T',7) je (a,b)-strom a plati:

b(T") 2 b(T) a bu(T') = bu(T) pro h 15 b(T") = b(T).

Diikaz. Nevim, ze kterého pozorovani presné to plati :( ale ... asi to plati, protoze pokud jednu vzdalenost
zhorsime, jinou zlepsime. Nebo tak néco. O

Definice. Nechtf P je posloupnost n operaci INSERT o DELETE, aplikujme ji na prdazdny (a,b)-strom.
Oznacme

e St — pocet Stépeni ve vyice h pri aplikaci P, St =", Sty
e Spy— pocet Spojeni ve vysce h pri aplikaci P, Sp =", Sps
e P, — pocet Pfesunu ve vysce h pri aplikaci P, P =, P.

Definice. Polozme si Sty + Spg = pocet listu v Ty, < n, aby ndm vychdzely vzorecky ddle (v 0 - tj. listové
- hladiné jinak nic nestépime/nespojujeme a St ¢i Sp tam neddvd smysl)

Definice. Oznacme Ty(a,b)-strom vznikly provedenim posloupnosti P na prdzdny (a,b)-strom.

Sectenim predchozich vysledku dostavame

Disledek 5. Kdyz polozime

Stg + Spo = pocet listu v T, < n, pak
bh(Tk) > QCSth + (C + 1)Sph — Sth_l — Sph_l pro h Z 1.

Dukaz. Skuteéné plyne z lemmat z ¢asti pro hladiny, ruzné operace ptispéji ruzné. ]

Dausledek 6. Ddle b(Ty) > (2¢ — 1)St + ¢Sp — n, kde n je délka posloupnosti P.

Diikaz. Skuteéné plyne z lemmat z casti pro celé stromy.

Nyni odhadneme shora b(T}).

Lemma 7. Kdyz T je (a,b)-strom s m listy, pak 0 < b(T) < c+ (m — 2) .
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Diikaz. Pro 0 < j < c oznacme m; pocet vnitinich vrcholu ruznych od kofene, které maji piesné a + j
synu, a m, oznacme pocet vnitinich vrcholu ruznych od korene, které maji alespon a+ ¢ synu. Kdyz vrchol
v mé a + j synu, pak br(v) < j a pro kazdy vnitini vrchol v plati br(v) < ¢. Tedy b(T) < c+ Z;:o Jm;.
7 vlastnosti stromu plyne

2+ Z a+ j)m; <> {p(v) | v je vnitini vrchol T} =

c
m + E mj.
j=0

Odtud plyne

7=0
Protoze ﬂ 1 < 257 pro kazdé j takové, ze 0 < j < ¢, dostavame
~ . j .
T) Sc—l-Zij —c+ZcH_J—__1(a+j —1)m; <
=0 7=0
+———(m-2)
c+ ——(m —
a+c—1
a lemma je dokazano. ]
Véta (1).
c(n —2)
P<n a (2c—-1)St+cSp<n+c+—->=;
at+c—1’

Diikaz. Protoze kazda operace DELETE pouzije nejvyse jednu operaci Presun (a operace INSERT
operaci Pfesun nepouziva) dostavame, ze

P < pocet operaci DELETE <n

a prvni nerovnost plati. Abychom dokézali druhou nerovnost, spojime druhé tvrzeni v Dusledku 5 a Lemma
7 (T, ma nejvyse n listu)

C

_ _n< < 9y -
(2¢c—=1)St+cSp—n <b(Ty) < c+ (n 2)a—|—c—1

Odtud plyne pozadovana nerovnost. O

Lemma 8. Pro kazdé h > 1 a pro kazdy (a,b)-strom T' s m listy plati

Zbl Jc+ 1) < (c+1)m
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Dikaz. Pro 0 < j < ca pro libovolné h ozna¢me m;(h) pocet vrcholu ve vysce h ruznych od kofene, které
maji presné a + j synu, a mc.(h) pocet vrcholu ve vysce h ruznych od kotfene, které maji alespon a + ¢
synu. Pak mame

T) <> jmy(h)
=0
Z(a —i—j)mj(h) < ij(h — 1) pro kazdé h > 1,
§=0

J=0

kde dodefinovavame Z;:O m;(0) = m. Tyto vztahy pouzijeme v nasledujicim odhadu. Plati

Zb T)c+ 1)< Z I(ijj(l))}ﬁ

~

=1

Zc+ 1)+ ( Zm] Cilgmj(l))g
(c+1)

kde rovnost jsme ziskali prerovnanim sc¢itancu tak, aby vyrazy ZC_O m;(1) byly u sebe, a posledni nerovnost

plyne z toho, ze -5 > 1, a tedy druhy scitanec v predchozim vyrazu neni kladny. ]

c l
Lemma 9. St, + Spr < gy + Z? 1 bz(ﬂ)%

Diikaz. Vyraz z Dusledku 5 upravime (vyuzivame, ze ¢ > 1):

br(Ty) . Stp—1 + Spr—1 <

t <
Sh+Sph_c+1 c+1 -
bn(Tx)  bn—1(Tk) = Stp—o+ Spp—a <
c+1  (c+1)? (c+1)2 — =
hz_i bhfl(Tk) + n _
— (c+ 1)L~ (e+ 1)k
h

n c+ 1)
1) + sz(ﬂﬁ#.

=1

Véta (2). Sty + Spn+ Py < T30
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Dikaz. Zkombinujeme predchozi dvé lemmata. Dostaneme

h

n (c+ 1)
Sty + Spr Sm + Z bz(ﬂ)m <
=1
n nic+1)  2n

(c+1)" " (c+ 1) (e+ DM

Protoze P, < Spn_1 — Spn, < Stp_1 + Spp_1 < # dostavame, ze

2n 2n 2n+2n(c+1)
Sty + S P, < = =
PP ST T e ct 1)
2n(c + 2)
(c+ 1)k
O
Disledek. Amortizovany pocet vyvazZovacich operact splnuje
P+ St+ Sp < 5
n -2
Dikaz. 7 definice plyne, ze ¢ > 1, a protoze a > 2, z véty (1) dostaneme
-2 -2 3
St+Sp< 41+ <1422
c a 2 2
Amortizovany pocet vyvazovacich operaci spliuje tedy
P+ St+ Sp < 5
n -2
O

4.2.16 Omezeni stépeni, spojovani a presunt — diskuze

Véta vysvétluje, proc jsou doporucené hodnoty b > 2a — pak je pocet vyvazovacich operaci behem posloup-
nosti operaci INSERT a DELETE linearni vzhledem k délce této posloupnosti. Pro b = 2a — 1 lze lehce
nalézt posloupnost operaci INSERT a DELETE o délce n takovou, ze jeji aplikace na prazdny (a,b)-
strom vyzaduje pocet vyvazovacich operaci imérny nlogn (pro kazdé dostateéné velké n). Podobna véta
plati i pro paralelni implementaci (a, b)-stromu, ale plati za predpokladu b > 2a + 2. Pro b = 2a nebo
b = 2a + 1 1ze nalézt posloupnost, ktera je protiptikladem. Proto se doporucuje hodnota b = 2a + 2 pro
paralelni implementaci (a, b)-stromu. Pro propojené (a, b)-stromy plati silnéjsi verze.

Véta. Predpoklidejme, Ze b > 2a a a > 2. Méjme hladinové propojeny (a,b)-strom s prstem T, ktery
reprezentuje n-prvkovou mnozinu. Pak posloupnost P operaci MEMBER, INSERT, DELETE o« PRST

aplikovand na T vyZaduje cas

O(log(n) + cas na vyhledéni prvku).
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Vysvétleni: Zacindme v libovolném propojeném (a, b)-stromé 7', proto jeho struktura muze byt nevyhodnd
pro danou posloupnost operaci P. Abychom se dostali do vhodného rezimu, muze byt tieba az log(n)
vyvazovacich operaci. Cas na vyhledavani nemuzeme ovlivnit, ten musi ovlivnit uzivatel.

Aplikace: analyza hladinové propojenych stromu s prstem umoznila navrh algoritmu, ktery pro dveé
mnoziny Sy a Ss reprezentované propojenymi (a,b)-stromy, kde b > 2a a a > 2, zkonstruuje propo-
jeny (a,b)-strom reprezentujici mnozinu S; U Sy (nebo mnozinu A(Sy,Se) = (51 \ S2) U (S \ S1) nebo
S1M S5 nebo Sp\ S2) v case O(log ("T™)), kde n = max{|S1], |S2|} a m = min{|S], |S2|}. Detaily budou

v letnim semestru.

Vyvazovani pii operaci INSERT lze provadét tak, ze operace Stépeni(t) se provede, jen kdyz oba bratfi
vrcholu £ maji b synu. Jinak se provadi operace Presun. Nevim o zddném seridznim pokusu tyto alternativy
porovnat.

4.3 Binarni vyhledavaci stromy

Binarni vyhleddvaci strom je struktura pro binarni vyhleddvani v usporadaném poli roztazeném do roviny
a vyhledavani odpovida cesté ve stromé.

4.3.1 Formalni definice

Ptredpokladame, ze U je linearné usporadané univerzum a S C U. Bindrni vyhleddvaci strom T reprezen-
tugici mnozinu S je Uplny bindrni strom (tj. kazdy vrchol je bud listem nebo mé dva syny, levého a
pravého), kde existuje bijekce mezi mnozinou S a vnitinimi vrcholy stromu takova, ze

e kdyz v je vnitini vrchol stromu 7', kterému je pritazen prvek s € S, pak kazdému vnitfnimu vrcholu
u v podstromu levého syna vrcholu v je pfitazen prvek z S mensi nez s a kazdému vnitinimu vrcholu
w v podstromu pravého syna vrcholu v je pritazen prvek z S vétsi nez s.

Strukura vnitiniho vrcholu v:
ukazatel otec(v) na otce vrcholu v

ukazatel levy(v) na levého syna vrcholu v
ukazatel pravy(v) na pravého syna vrcholu v

atribut key(v) — prvek z S pfifazeny vrcholu v.

Kdyz v je kofen stromu, pak hodnota ukazatele otec(v) je NIL. List ma ukazatele pouze na otce.

Kazdy list reprezentuje interval mezi dvéma sousednimi prvky z S — ptresné, kdyz u je list a je levym
synem vrcholu v, nalezneme vrchol na cesté z u do kotene nejblize u takovy, ze je pravym synem vrcholu
w. Pak u reprezentuje interval (key(w),key(v)) a kdyz vrchol w neexistuje, pak u reprezentuje interval
(—o00, key(v)) a prvek key(v) je nejmensi prvek v S. Kdyz u je list a je pravym synem vrcholu v, nalezneme
vrchol na cesté z u do korene nejblize u takovy, ze je levym synem vrcholu w. Pak u reprezentuje interval
(key(v),key(w)) a kdyz takovy vrchol w neexistuje, pak u reprezentuje interval (key(v),+o0) a prvek
key(v) je nejveétsi prvek v S.

Pii implementaci bindrnich vyhledavacich stromu je vyhodné vynechat listy (misto nich bude ukazatel
NIL). Pii navrhu algoritmu je vSak naopak vyhodné pracovat s listy (vyhlizi to logi¢téjsi). Proto pii
navrhu algoritmt budeme pfedpokladat, ze stromy maji listy reprezentujici intervaly.
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4.3.2 Algoritmy

Navrhneme algoritmy pro binarni vyhleddvaci stromy realizujici operace z usporadaného slovnikového
problému.

Vyhledej(x)
t :=kofen stromu
while ¢ nenf list a key(¢) # = do
if key(t) > x then t := levy(t) else t := pravy(t) endif
enddo

MEMBER((z)
Vyhledej(x)
if ¢ neni list then Vystup: = € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT ()

Vyhledej(x)

if ¢ je list then

t se zméni na vnitin{ vrchol, key(¢) := z,

levy(t) a pravy(t) jsou nové listy, jejichz otcem je t
endif

DELETE(z)
Vyhledej(x)
if ¢ neni list then
if levy(t) je list then
odstranime vrchol levy(t), otec(pravy(t)) := otec(t)
if ¢ = levy(otec(t)) then
levy(otec(t)) := pravy(t)
else
pravy(otec(t)) := pravy(t)
endif
odstranime vrchol ¢
else
u = levy(t)
while pravy(u) nenf list do
u := pravy(u)
enddo
key(t) := key(u), odstranime vrchol pravy(u),
otec(levy(u)) := otec(u)
if u = levy(otec(u)) then
levy(otec(u)) := levy(u)
else
pravy(otec(u)) := levy(u)
endif
odstranime vrchol u
endif
endif
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MIN

t :=koten stromu

while levy syn ¢ neni list do ¢ := levy(¢) enddo
Vystup: prvek reprezentovany ¢ je nejmensi prvek v S

MAX

t :=kofen stromu

while pravy syn ¢ neni list do t := pravy(¢) enddo
Vystup: prvek reprezentovany ¢ je nejvétsi prvek v .S

SPLIT(x):
T1 a T, jsou prazdné stromy
Uy = Ug := NIL
t := kofen stromu T'
while ¢ nenf list a key(t) # = do
if key(t) > x then
u = levy(t), levy(t) := NIL, otec(u) :== NIL
if 75 je prazdny strom then
T, := podstrom vrcholu ¢
else
levy(us) :=t, otec(t) := uy
endif
Ug =1
else
w := pravy(t), pravy(t) := NIL, otec(u) := NIL
if T} je prazdny strom then
Ti := podstrom vrcholu ¢
else
pravy(uy) := t, otec(t) := uy
endif
uy =1
endif
t:=u
enddo
if key(t) = x then
otec(levy(t)) := uy, pravy(uq) := levy(t)
otec(pravy(t)) := ug, levy(ug) := pravy(t)
(

otec(uy) := NIL, otec(ug) := NIL, Vystup: z € S
else

Vystup: = ¢ S
endif

Komentai: T; je bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici mnozinu {s € S | s < x}
a T3 je bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici mnozinu {s € S | s > x}.

JOIN3(T}, x,Ts) — predpokladdme, ze kdyz T; reprezentuje mnozinu S; proi = 1,2,
pak max S; < x < min Sy

vytvorme novy vrchol u, key(u) = z, otec(u) := NIL,

otec(kofene T7) := u, otec(kofene Ty) := u,

levy(u) :=koten Ty, pravy(u) :=koten T5.
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4.3.3 Korektnost

Abych dokéazali korektnost algoritmu Vyhledej — jedna se o modifikaci vyhleddvani v usporddaném poli
— popiseme podrobnéji vlastnosti binarniho vyhledavaciho stromu.

Nejprve rozsitime universum o dva nové prvky, o novy nejmensi prvek —oo a o novy nejvétsi prvek +oo.

Meéjme binarni vyhleddavaci strom T’ reprezentujici mnozinu S, pak pro vrchol ¢ stromu T definujeme
indukei hodnoty A(t) a w(t). Kdyz r je koten, pak A(r) = —oo a m(r) = +oo0. Kdyz hodnoty A(t) a 7(t)
jsou pro vrchol ¢ definovany, pak pro levého syna u vrcholu ¢ definujeme A(u) = A(t) a w(u) = key(y) a
pro pravého syna w vrcholu ¢ definujeme A(w) = key(t) a m(w) = 7(t).

Pozn. studenta - nejspis Lambda jako Levy, Pi jako Pravy.
Nyni dokazeme

Lemma. Je-li T podstrom bindrniho vyhleddvaciho stromu T urcéeny vrcholem t, pak T' reprezentuje
mnozinu S N (A(t),n(t)). Navic interval (A(t),n(t)) je nejvétsi interval, ktery obsahuje jenom proky z
S, které jsou reprezentovdany vrcholy podstromu T'. Navic, kdyz t je list, pak < A(t),7(t) > je interval
repreyentovany listem t.

Dukaz. Tvrzeni dokazeme indukci. Ziejmeé plati, kdyz t je koten stromu T'. Predpokladejme, ze plati pro
vrchol ¢ a dokdzeme ho pro syny vrcholu ¢. Ozna¢me ¢; levého syna vrcholu ¢, ¢, pravého syna vrcholu ¢. Z
definice binarniho vyhledavaciho stromu stromu plyne, ze kdyz u je vnitini vrchol v podstromu 7" ur¢eném
vrcholem ¢; a kdyz v je vnitini vrchol v podstromu 7" uréeném vrcholem ¢, pak key(u) < key(t) < key(v).
Nyni platnost tvrzeni pro ¢ implikuje platnost tvrzeni i pro vrcholy ¢; a t,. O]

Korektnost podprocedury Vyhledej plyne z nasledujiciho invariantu:
Lemma. Kdyz pri vyhleddvani x vySetrujeme vrchol t, pak

At) <z < 7(t).

Toto tvrzeni se lehce dokéze indukei z popisu algoritmu Vyhledej. Tedy operace Vyhledej je korektni a
korektnost operaci MEMBER a INSERT je ted ziejma4.

V operaci DELETE, kdyz levy(t) je list, pak korektnost je ziejmé. Kdyz levy(t) neni list, pak algoritmus
nalezne list v takovy, ze m(v) = z. Pak pro u = otec(v) plati v = pravy(u) a A(v) = key(u) a (A(v),7(v))N
S = (. Kdyz y = key(u), pak odstranéni vrcholu u a v ddvd bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici
S\ {y}. Protoze (y,z) NS = 0, tak pitkaz key(t) := y ddva bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici
S\ {z} a proto operace DELETE je korektni.

Korektnost operaci MIN, MAX a JOIN3 plyne z definice binarntho vyhledavaciho stromu.

Korektnost operace SPLIT plyne z korektnosti algoritmu Vyhledej a z faktu, ze u; je otec nejpravéjsiho
listu stromu 7} a us je otec nejlevéjsiho listu stromu 75.

Protoze ke stromu 717 se pridava ¢ést stromu 7T reprezentujici prvky, které jsou vétsi nez prvky reprezen-
tované v 711, a ke stromu T, se pridava ¢ast stromu T reprezentujici prvky, které jsou mensi nez prvky
reprezentované v T5, korektnost algoritmu pro operaci SPLIT je jasna.
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4.3.4 Casova slozitost

Zpracovani jednoho vrcholu vyzaduje ¢as O(1) a algoritmus se pohybuje po jedné cesté z korene do néjakého
listu. Ozna¢me hloubka(T") délku nejdelsi cesty z kotene do néjakého listu. Pak dostavame

Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3 « SPLIT v
bindrnim vyhleddvacim stromé T vyZadugi éas O(hloubka(T")).

4.3.5 Poradkova statistika

Bohuzel ani struktura bindrnich vyhleddvacich stromu nepodporuje efektivni implementaci operace ord (k).
Pro jeji efektivni implentaci je vhodné rozsitit datovou strukturu tak, ze u kazdého vrcholu ¢ je deklarovan
také udaj p(t) — pocet listu v podstromu uréeném vrcholem ¢. Po provedeni operaci INSERT, DELETE,
JOIN3 a SPLIT je pak nutné aktualizovat tuto polozku na cesté z vrcholu do korene. Nasledujici algo-
ritmus pak realizuje operaci ord (k).

ord(k)
t :=koten stromu
if & > p(t) then k-ty prvek neexistuje, stop endif
while true do
if &> p(levy(t)) then
k:=k —p(levy(t)), t := pravy(t)
else
if £ < p(levy(t) then
t:=levy(t)
else
key(t) je k-ty prvek reprezentované mnoziny, stop
endif
endif
enddo

Korektnost algoritmu plyne z nésledujiciho invariantu: Kdyz algoritmus ma v daném okamziku v proménné
t vrchol v a hodnota proménné k je k/, pak k-ty prvek v S se rovnd k’-tému prvku v intervalu reprezen-
tovaném v podstromu stromu 7' uré¢eném vrcholem v. Protoze na pocatku algoritmu je v kofen stromu
a interval je S (a k' = k), tak na pocatku béhu algoritmu invariant plati. Predpoklddejme, ze plati v
nékterém kroku. Necht u je levy syn v, w je pravy syn v a I, je interval reprezentovany podstromem T
urc¢enym vrcholem a. Pak |[,| = p(u) — 1, max [, < key(v) < minl, a I, = I, U {key(v)} U [,,. Odtud
plyne, ze kdyz k' < p(u), pak k'-ty prvek v intervalu I, je k'-ty prvek v intervalu I,, kdyz k' > p(u),
pak k’-ty prvek v intervalu I, je (k' — p(u))-ty prvek v intervalu I, a kdyz &' = p(u), pak k’-ty prvek
v intervalu I, je key(v). Odtud plyne invariant a korektnost algoritmu. Podle stejnych argumentu jako v
predchozim piipadé dostaneme, ze casova slozitost algoritmu je O(hloubka(T")). Tedy muzeme tato fakta
shrnout.

Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3, SPLIT «
ord(k) pro vsechna k v rozsirenych bindrnich vyhleddvacich stromech vyZaduji ¢as O(hloubka(T')), kde
T je reprezentugici strom.

4.3.6 Diskuze
Tento vysledek motivuje pouzivani binarnich vyhledavacich stromu, které splnuji dalsi podminku, ktera
mé zajistit, ze hloubka(T") = O(log|S]). V takovémto piipadé mluvime o wyvdZenych bindrnich vyh-

ledavacich stromech. Je vsak nutné ptridat k operacim INSERT, DELETE, JOIN3 a SPLIT dalsi kroky,
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které zaruci, ze po jejich provedeni strom opét spliiuje pozadované podminky. To vede k pozadavku, aby
vyvazovaci operace byly rychlé a provadélo se jich malo.

Pti ndhodné posloupnosti operaci INSERT a DELETE je velkd pravdépodobnost, ze dostaneme nahodny
binarni vyhledavaci strom. Je zndmo, ze o¢ekdvand hodnota proménné hloubka(7") je O(log|S|). Protoze
se nepouzivaji vyvazovaci operace, muzeme dostat lepsi vysledek (¢asové) nez pro vyvazené bindrni vyh-
leddvaci stromy. Tento problém se ted intenzivné studuje. Velkd pozornost je vénovéana pravdépodobnost-
nim modifikacim binarnich vyhledavacich stromu. Hledaji se vsak i dalsi moznosti.

Studuji se tzv. samoupravujici struktury. Zde se pracuje s datovou strukturou bez dodateénych informaci,
ale operace nad touto strukturou provadi vyvazovani v zavislosti na argumentu operace. Dokazalo se, ze
existuje strategie vyvazovani, kterd zajistuje dobré chovani bez ohledu na vstupni data. Dalsi strategie je,
7e se jen zjistuje, zda datova struktura nemd vyrazné Spatné chovani, a pokud ho ma nebo po dlouhé Fadé
uspésnych aktualizaénich operaci se vybuduje nové datova struktura (s optimélnim chovanim). Treti,
pomérné stara, strategie je zalozena na ptredpokladu, ze zname rozdéleni vstupnich dat. Zde se datova
struktura predem upravuje pro toto rozdéleni. Ukazuje se, Ze tyto strategie maji tispéch. Dalsi podrobnosti
v letnim semestru.

4.3.7 Rotace
Nyni si ukazme dvé operace se stromy, na nichz jsou zalozeny vyvazovaci operace pro binarni vyhledavaci
stromy. Obé operace vyzaduji ¢as O(1).

Méjme vrchol v bindrniho vyhleddvaciho stromu 7" a jeho syna u, ktery je vnitini vrchol. Pak Rotace(v, u)
je znazornéna na obrazku [Il a provadi ji nasledujici algoritmus.

Obrézek 1: Rotace (v, u)

Rotace(v, u)
otec(u) := otec(v),
if v =levy(otec(v)) then
levy(otec(v)) := u
else
pravy(otec(v)) :=u
endif
otec(v) :==u
if u=levy(v) then
otec(pravy(u)) := v, levy(v) := pravy(u), pravy(u) := v
else
otec(levy(u)) := v, pravy(v) := levy(u), levy(u) := v
endif

Vsimnéme si, ze pii Rotace muzeme aktualizovat i funkei p. Pro vrchol w # u, v se jeji hodnota nemént,
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nové hodnota p(u) je rovna puvodni hodnoté p(v) a novou hodnotu p(v) dostaneme jako p(levy(v)) +
p(pravy(v)).
Méjme vrchol w stromu 7T, jeho syna v a jeho syna u takového, ze u neni list a v je pravy syn vrcholu w,

pravé kdyz u je levy syn vrcholu v. Pak Dvojita-rotace(w, v, u) je zndzornéna na obrazku a provadi ji
nasledujici algoritmus.

Obrazek 2: Dvojita-rotace(w, v, u)

Dvojita-rotace(w, v, u)

otec(u) := otec(w

if w = levy(otec(w)) then
levy(otec(w)) :=u

else
pravy(otec(w)) 1= u

endif

otec(v) := u, otec(w) :=u

if v =levy(w) then
levy(w) := pravy(u), otec(pravy(u)) := w, pravy(v) := levy(u)
otec(levy(u)) := v, levy(u) := v, pravy(u) := w

else
pravy(w) := levy(u), otec(levy(u)) := w, levy(v) := pravy(u)
otec(pravy(u)) := v, levy(u) := w, pravy(u) := v

endif

Také zde muzeme v ¢ase O(1) spocitat nové hodnoty p. Pro vrchol x # u,v,w se hodnota neméni, nové
hodnota p(u) je rovna puvodni hodnoté p(w) a nové hodnoty p(v) a p(w) ziskdme podle stejného vzorce
jako v Rotace.

Dalsi kapitoly by technicky mély pattit pod binarni stromy, pro prehlednost jsem je ale nechal ve vlastnich
kapitolach.

4.4 AVL-stromy
4.4.1 Definice

Binarni vyhledavaci strom je AVL-strom, kdyz pro kazdy vnitini vrchol v se délka nejdelsi cesty z jeho
levého syna do listu a délka nejdelsi cesty z jeho pravého syna do listu lisi nejvyse o 1.

Pro vnitini vrchol v stromu T oznaéme n(v) délku nejdelsi cesty z vrcholu v do listu.

Struktura vnitinich vrcholt v AVL-stromech je rozsifena o hodnotu w:
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e w(v)=—1, kdyz
n(levy syn vrcholu v) = n(pravy syn vrcholu v) + 1;

o w(v) =0, kdyz
n(levy syn vrcholu v) = n(pravy syn vrcholu v);

e w(v) =+1, kdyz
n(levy syn vrcholu v) 4+ 1 = n(pravy syn vrcholu v).

Vsimnéme si, ze hodnota 7(v) pro vnitini vrcholy v stromu 7" neni nikde ulozena. Hodnoty 1 jsme schopni
spocitat z hodnot w, ale neni to tieba. Staci, kdyz po aktualizacnich operacich budeme umét aktualizovat
hodnoty w a upravit bindrni vyhledavaci strom tak, aby byl opét AVL-strom.

4.4.2 Odhad vysky stromu

Odhad velikosti n(kofen T') =vyska stromu v zévislosti na velikosti reprezentované mnoziny S.

Pozorovani. Kdyz T je AVL-strom a v je vnitrni vrchol T, pak podstrom T wurcéeny vrcholem v je opét
AVL-strom.

Definice. Oznacme mn(i) velikost nejmensi mnoziny reprezentované AVL-stromem T takovym, Ze
n(koten T') = i.

Definice. Oznacme mx(i) velikost nejuétsi mnoziny reprezentované AVL-stromem T takovym, Ze
n(koten T') = 4.

Pozorovani. 7 definice AVL-stromu plynou rekurze

mn(i) =mn(i — 1) +mn(i —2) + 1, mx(i) = 2mzx(i — 1) + 1,
amn(l)=mz(1)=1, mn(2) =2, mz(2)=3.

Lemma (1). maz(i) = 2° — 1
Diikaz. Tento vzorec je splnén pro ¢ = 1,2. Dale
ma(i+ 1) = 2ma(i) + 1 =2(2" — 1) + 1 = 2" — 1.

Tim je vzorec dokazan. ]

Abychom spocitali mn, pripomeneme si definici Fibonacciho ¢isel.
Definice. Fibonacciho cislo F; je definovdno rekurenci
Fy=F,=1a F,. o =F,+ F;;1 pro vSechna ¢ > 3.

1+\/5)i_<ﬂ)i

Lemma. Plati F; = ( - 7 2 pro vSechna i > 1

(dokézeme si v ¢asti o haldéch).
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Lemma. Ezistuji konstanty 0 < ¢; < cq takové, Ze

1+J_

o Vi < VBF < e

Dikaz. Protoze —1 < %5 <0a %5 > 1, dostavame, ze

Fv71+J} —1.

TL?—)OO

By < \/BF; < cp(10)1, O

Proto skutecné existuji konstanty 0 < ¢; < ¢ takové, ze 01(1+

Lemma (2). mn(i) = Fj4o — 1

Dikaz. Protoze F3 =2 a Fy = 3, tvrzeni plati pro i =1 a i = 2. Déle

mn(i+2) =mn(i+ 1)+ mn(i) + 1 =
Fiz—1+Fo—-1+1=F,;—1

Z toho indukci plyne pozadovany vztah. ]

Véta. i = ©(log(n))

Diikaz. Kdyz AVL-strom T o vySce i reprezentuje mnozinu S o velikosti n, pak plati

i(l + \/5>i+2
/5 2

Po zlogaritmovani z toho okamzité dostavame

—1<F—1<n<2—1.

1 )
i)—F(i—l—2)log( i ) <log(n+1) <1

bﬁ¢5 5

Protoze log(“"[) ~ 0.69 ~ 1; dostavdme, ze pro dostatecné velka n plati, ze 0.69i < log(n + 1) < i
Odtud plyne, ze log(n + 1) < z < 1.441og(n), a tedy i = O(log(n)). O

P [1(koien 1) — O(log(n)) <
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4.4.3 Algoritmy

Operace MEMBER(z) pro AVL-stromy je stejna jako operace MEMBER(z) pro nevyvazené bindrni
vyhledavaci stromy. Aktualiza¢ni operace pro AV L-stromy nejprve provedou piislusnou operaci pro nevyvazené
binarni vyhledavaci stromy a pak nasleduje jejich vyvazovaci ¢ast.

Pii tspésné provedené operaci INSERT(z) v nevyvézenych bindrnich stromech zménime vhodny list ¢
na vnitini vrchol stromu reprezentujici x a pridame k ¢ dva syny, kteri budou listy. Dusledkem je, ze
definujeme w(t) = 0. Protoze se vak zvétsila hodnota 7(t) (bylo n(t) = 0 a ted je n(t) = 1), zavoldme
proceduru Kontrola-INSERT(t), ktera zajisti spravnou hodnotu funkce w pro otce t. Navic, kdyz zjisti,
ze se zvetsila hodnota n vrcholu otce t, pak zavola sama sebe na vrchol otec t. Nejprve provedeme analyzu
situace.

Meéjme vrchol ¢, jeho n(t) = a (ale a nezndme), na zacatku operace INSERT bylo n(t) = a — 1. V
podstromu urc¢eném vrcholem ¢t mame uz spravné hodnoty w. Vrchol v je otcem ¢, t = levy(v) a w(v) mé
jesté puvodni hodnotu.

Lemma. KdyzZ se hodnota n(t) pri operaci INSERT zvétsila a t nebyl listem pred operaci, pak po operaci
neplati w(t) = 0.

Dukaz. Skutecné, aby se zvétsila, musi se zménit z nuly na jednu ze stran. ]

Ozna¢me u = pravy(v) — tj. v ma déti ¢, u, n(t) jsme pravé zmeénili z a — 1 na a a jdeme fesit v:

1. w(v) =1, tj. predtim byl pravy syn u vétsi — n(u) = a.
Staci polozit w(v) = 0, protoze synové jsou stejné velci, a n(v) = a + 1 se nezménilo, takze zména se
nepropaguje vys.

2. w(v) =0, tj. predtim byl pravy syn u stejny — n(u) = a — 1.
Protoze jsme zvétsili levou stranu, polozime w(v) = —1.
Protoze jsme zvétsili n(v) = a + 1, musime zavolat proceduru Kontrola-INSERT na vrchol v.

3. w(v) = —1, pak mame problém — predtim byl levy syn vétsi a my jsme ho jesté zvétsili (tj. n(u) = a—2
an(v) = a-+ 1 se zménilo).

Takze w(v) = —2 a to je zakdzané. Oznacme t; = levy(t), to = pravy(t) (¢ je naposledy upravovany
vrchol) a podle toho, jaké je w(t) budeme postupovat dal (w(¢) = 0 nenastane, viz Lemma).

(a) w(t) = —1, muzeme provést jednoduchou rotaci Rotace(v,t), tj. t pujde ,nahoru®, levy syn
zustane tq, pravy syn bude v, ktery bude mit za levého syna t,. Pak staci polozit w(v) = w(t) = 0,
nic nepropagujeme vys.

(b) w(t) =1 - jednoduchou rotaci neprovedeme, protoze by se ,leva vétev® prilis zkratila. Udélame
tedy Dvojita-rotace(v,t,ts) — t5 pujde ,nahoru“, zavési se za néj v a t a rozdéli si jeho ,déti¢.
Musime udélat analyzu pro vsechny tii pripady w(ts).

Lo w(ty) =1 = n(ts) =a—3 an(ty) =a—2 astaci polozit w(t) = —1, w(v) = w(t2) =0,
protoze n(ts) = a.

. w(t) =0 = n(t;) = n(ts) = a — 2 a staci polozit w(ty) = w(v) = w(t) = 0, protoze
n(t2) = a.
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iii. w(ty) = -1 = n(ts) = a—2 an(ty) = a— 3 astaci polozit w(v) = 1, w(ts) =
protoze n(ts) = a.

Kdyz t je pravy syn v, pak situace je symetricka.
Popiseme proceduru Kontrola-INSERT (vychdzi z analyzy vyse)

Kontrola-INSERT ()

v := otec(t)

if ¢ = levy(v) then
Leva-Kontrola-INSERT(?)

else
Prava-Kontrola-INSERT ()

endif

Leva-Kontrola-INSERT(¢)
if w(v) =1 then
w(v) =0
else
if w(v) =0 then
w(v) := —1, t :== v, Kontrola-INSERT ()
else
if w(t) = —1 then
Rotace(v,t), w(v) := 0, w(t) :=0
else
w := pravy(t), Dvojita-rotace(v,t, w),
if w(w) =0 then
w(t) =0, w(v):=0
else
if w(w) =1 then
w(v) =0, w(t) :=—1
else
w) =1, w(t):=0
endif
endif
w(w):=0
endif
endif
endif
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Prava-Kontrola-INSERT (¢)
if w(v) = —1 then
w():=0
else
if w(v) =0 then
w(v) :=1, t := v, Kontrola-INSERT ()
else
if w(t) =1 then
Rotace(v,t), w(v) :==0, w(t) :=0
else
w := levy(t), Dvojita-rotace(v,t, w),
if w(w) =0 then
w(t) =0, w(v):=0
else
if w(w) =1 then
w() =0, w(t):=—-1
else
w) =1, w(t):=0
endif
endif
w(w) =0
endif
endif
endif

Vsimnéme si, ze po provedeni Rotace nebo Dvojita-rotace vyvazovani v operaci INSERT konci. Tedy
operace INSERT provadi nejvyse jednu proceduru Rotace nebo Dvojita-rotace. Korektnost vyvazovaci
operace je zalozena na faktu, ze kdyz se zvétsi hodnota 7(t), pak nemuze byt w(t) = 0.

Popiseme vyvazovaci operaci pro operaci DELETE. Predpokladejme, ze t je vrchol, jehoz otec se odstranil
(tj. bratr ¢ byl list) a hodnota 7n(t) je mensi nez byla hodnota n(otec(t)). Proto zavoldme proceduru
Kontrola-DELETE(t). Tato procedura zajisti spravnou hodnotu funkce w pro otce t. Navic, kdyz zjisti,
ze se zmensila hodnota n vrcholu otce t, pak zavold sama sebe na vrchol otec ¢t. PopiSeme analyzu situace,
na niz je zaloZena korektnost procedury Kontrola-DELETE(?).

V analyze je dulezité, ze kdyz procedura Kontrola-DELETE pfresune vrchol x na misto vrcholu y, pak
skutecnd hodnota n(x) je bud ptvodni hodnota 7(y) nebo je presné o 1 mensi. Viimnéte si, Ze to plati.

Dén vrchol ¢, jehoz hodnota n(t) se zmensila (o 1). V podstromu uré¢eném vrcholem ¢ jsou hodnoty w
aktualizovany, v = otec(t) a w(v) je puvodni. Predpoklddejme ¢ = levy(v), u = pravy(v) a n(t) = a (a je
neznamé). Nastavaji pripady:

1. kdyz w(v) = 0, tak jsme jen z ,vyvazeného“ vrcholu udélali nevyvéazeny, tedy n(u) = a + 1 a
nv) =a+2.
Staci polozit w(v) =1 a skoncit.

2. Kdyz w(v) = —1, tak jsme strom, ,,vychyleny“ doleva ,narovnali“ - tj. zménime ¢islo a propagujeme
VyS.

Tedy n(u) = a a n(v) = a + 2. Nyni polozime w(v) = 0 a zavolame proceduru Kontrola-DELETE
na vrchol v.
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3. Kdyz w(v) = 1, mame problém - ubirdme na uz kratsim konci. Opét vezmeme u; = levy(u), us =
pravy(u) a opét se podle w(u) rozhodneme, co budeme délat.

(a) w(u) =1 = n(u1) = a, n(uz) = a + 1. Provedeme Rotace(v, u).
Vrchol u; je druhym synem v a plati (t) = n(u1) = a, n(v) = n(uz) = a+ 1 an(u) = a + 2.
Tedy polozme w(v) = w(u) = 0 a zavolejme Kontrola-DELETE na vrchol w.

(b) w(u) =0 = n(u;) =n(uz) = a+ 1. Provedeme Rotace(v, u).
Vrchol u; je druhym synem v a plati n(t) = a, n(u1) = a+1 = n(us), n(v) = a+2, n(u) = a+3.
Polozme w(v) = 1, w(u) = —1 a koncime.

(¢) wu) = -1 = n(w) = a+1, n(ug) = a. Provedeme Dvojita-rotace(v, u, u;). Opét resime
vice pripadu podle w(u) =1
ug = levy(uq), uy = pravy(u;)

Low(u)=—-1 = nlus) =a,n(uy) =a—1atedy nv) =nu) =a+1an(u)=a+2.
Proto polozime w(v) = w(uy) = 0, w(u) = 1 a zavolame proceduru Kontrola-DELETE
na vrchol uy.

. w(u)) =0 = n(uz) = n(ws) = a a tedy n(v) = n(u) = a+1 an(u) = a+ 2. Proto
polozime w(v) = w(u;) = w(u) = 0 a zavolame proceduru Kontrola-DELETE na vrchol
Uuy.

i, w(uy) =1 = n(uz) =a—1, n(ug) = a atedy n(v) =n(u) =a+1an(u) =a+2. Proto
polozime w(u) = w(u;) = 0, w(v) = —1 a zavolame proceduru Kontrola-DELETE na
vrchol uy.

Kontrola-DELETE(t)

v := otec(t)

if ¢ = levy(v) then
Leva-Kontrola-DELETE

else
Leva-Kontrola-DELETE

endif
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Leva-Kontrola-DELETE(t)
if w(v) =1 then

u := pravy(v)

if w(u) > 0 then
Rotace(v, u)

if w(v) =0 then

w) =1, w(u) :=—1
else

w(u) == w(v) :=0, t := u, Kontrola-DELETE(t)
endif

else
w := levy(u), Dvojita-rotace(v, u, w)

if w(w) =1 then
w(u) =0, w) = —1
else
if w(w) :=0 then
w(u) =0, w(v):=0
else
wu) =1, ww) =0
endif
endif
w(w) := 0, t := w, Kontrola-Delete(t)
endif

else
if w(v) =0 then

w(v) =1

else
w(v) :=0, t := v, Kontrola-DELETE(¢)

endif
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Prava-Kontrola-DELETE(¢)
if w(v) = —1 then
u = levy(v)
if w(u) < 0 then
Rotace(v, u)
if w(u) =0 then
w) = -1, w(u) :=1
else
w(u) == w(v):=0, t := u, Kontrola-DELETE(?)
endif
else
w := pravy(u), Dvojita-rotace(v, u, w)
if w(w) =1 then
w(u) == -1, w(v) =0
else
if w(w) :=0 then
w(u) =0, w(v):=0
else
w(u) =0, w(v) =1
endif
endif
w(w) := 0, ¢t := w, Kontrola-Delete(t)
endif
else
if w(v) = 0 then
w(v) == -1
else
w(v) :=0, t := v, Kontrola-DELETE(¢)
endif
endif

V operaci DELETE se muze stat, ze procedury Rotace nebo Dvojita-rotace jsou volany az log(|S|)-
krat. To je vyrazny rozdil proti operaci INSERT. Proto operace DELETE je pomalejsi nez operace
INSERT, i kdyz asymptoticky jsou stejné rychlé. Korektnost se ovéri piimo.

Véta. Datovd struktura AVL-strom umoznuje implementaci operaci MEMBER, INSERT ¢« DELETE,
které vyzZadugi ¢as O(log(|S])) (kde S je reprezentovand mnozina). Operace INSERT zavold nejvyse jednu

proceduru, Rotace nebo Dvojita-rotace.

4.5 Cerveno-cerné stromy

4.5.1 Definice

Binarni vyhledavaci strom 7' reprezentujici mnozinu S, jehoz vrcholy jsou obarveny cervené nebo ¢erné
(kazdy vrchol ma pravé jednu barvu) tak, ze jsou splnény podminky:

e listy jsou obarveny cerné,

e kdyZ v je vrchol obarveny cervené, pak je bud kofen stromu nebo jeho otec je obarven cerné,

e vsechny cesty z kotfene do listi maji stejny pocet cernych vrcholu
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se nazyva cerveno-cerny strom.

Pozn studenta — ja sam to vzdycky chapu tak, ze ¢ervené vrcholy jsou ,Spatné“ a ukazuji nam odchylku
od perfektni vyvazenosti, takze jich tam nesmi byt moc.

4.5.2 Vyvazenost

Nejprve ukazeme, ze ¢erveno-cerné stromy jsou vyvazené stromy, tj.
hloubka(7") = O(log(|95]).
Veéta. Kdyz cerveno-cerny strom T reprezentuje mnoZinu S, pak

hloubka(T") < 21og(2]S] +2) = 1 + log(|S] + 1).

Dikaz. Predpokladejme, ze T je Cerveno-Cerny strom, ktery ma na cesté z korene do listu pravé k ¢ernych
vrcholu. Pak pro pocet vrcholu #71 stromu T plati

ok 1 < #T < 2% 1.

Nejmensi takovy strom maé vSechny vrcholy ¢erné obarvené a je to uplny pravidelny bindrni strom o vysce
k — 1, coz dava dolni odhad. Nejvétsi takovy strom ma vSechny vrcholy v sudych hladinach obarveny
cervené a v lichych hladinach ¢erné, je to uplny pravidelny binarni strom o vysce 2k — 1 a tim je dan
horni odhad. Tedy k& < log(1 + #7T) < 2k. Protoze velikost S je pocet vnitinich vrcholu, dostdvame, ze
#T = 2|S| + 1. Z vlastnosti ¢erveno-cernych stromu plyne, zZe

k < hloubka(T) < 2k.

4.5.3 Popis algoritmu (kromé vyvazovani)

Pro cerveno-cerné stromy navrhneme algoritmy realizujici operace z usporadaného slovnikového problému.
Operace MEMBER pro cerveno-¢erné stromy je stejna jako pro nevyvazené bindrni vyhledavaci stromy.

Operace INSERT a DELETE maji dvé casti: nejprve se provede operace INSERT nebo DELETE
pro nevyvazené binarni vyhledavaci stromy a pak nasleduji vyvazovaci operace, které zajisti, ze vysledny
strom spliuje podminky pro ¢erveno-cerné stromy (stejné schéma jako pro AVL-stromy).

Schéma operaci JOIN a SPLIT bude vychazet z jejich realizaci v (a, b)-stromech.

V operaci JOIN prohleddvanim nalezneme misto, kde se stromy daji spojit (a aplikujeme operaci JOIN
pro nevyvazené bindrni vyhleddvaci stromy), a pak pouzijeme vyvazovaci operace.

Algoritmus operace SPLIT rozdéli cerveno-cerny strom do nékolika mensich podle cesty vyhledavajici
(podobné jako v (a,b)-stromech) a na tyto stromy pak aplikuje operaci JOIN a zkonstruuje hledané
¢erveno-cerné stromy. Algoritmy pro operace MIN a MAX jsou stejné jako pro nevyvazené binarni
vyhledavaci stromy.
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4.5.4 Vyvazovaci operace

Nejprve popiSeme vyvazovaci operace.
Definice. Dvojice (T,v) se nazgjva 2-parcidlni ¢erveno-cerny strom, kdyz T je bindrni vyhleddvaci strom,

kazdy vrchol je obarven cervene mebo cerné, v je vnitrni vrchol stromu T obarveny cervené a plati:

e [isty jsou obarveny cerné,

o kdyz t je vrchol obarveny céervené, pak je bud koren stromu nebo t = v nebo jeho otec je obarven
cerne,

e vsechny cesty z korene do listu maji stejny pocet cernijch vrcholi.

Tj. jde opét o ,,0 1 Spatny* Cerveno-cerny strom.

Vyvazovani 2-parcidlniho ¢erveno-cerného stromu (77, v) provadi procedura Vyvaz-INSERT (v). Po jejim
provedeni bud’ dostaneme Gerveno-éerny strom nebo je procedura Vyvaz-INSERT zavoldna na vrchol v’
takovy, ze (1",v") je 2-parcidlni ¢erveno-Cerny strom a v’ je déd v (tj. je o dvé hladiny bliz ke koteni nez
vrchol v).

Definice. Obarveni je realizovano rozsirenim struktury vrcholu v o boolskou proménnou b(v), kde b(v) = 0
znamend, Ze v je obarven cervené, a b(v) =1 znamend, Ze v je obarven éerneé.

Rozebereme piipady. Na obrazku b znaci ¢ernou barvu a r znaci cervenou barvu. Otec vrcholu w je oznacen
t.

Obrazek 3

Obrézek 4

1. Pokud je otec cerny, nic nefesim.
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Obrézek 5

2. Pokud je otec koren, nemusime nic fesit a zménime otcovi barvu.
3. Tedy otec je urcité cerveny a neni koten.

4. Pokud je stryc také cerveny, prebarvime otce i stryce (,celou generaci®), ale kvuli po¢tium musime
prebarvit i déda a propagovat vyse. (Viz obrazek [B))

5. Pokud je stryc ¢erveny, prebarvit generaci nemuzeme — misto toho udélame rotaci. Pokud ¢t — w — v
je ,rovna“, udélame jednoduchou rotaci (obrazek M), pokud je ,lomend“, udélame dvojitou rotaci
(obrazek [)); potom ptrebarvime tak, aby v zadné cesté nepfibyl ¢erny uzel.

Popiseme formalné proceduru Vyvaz-INSERT (v) (pfedpoklddame, Ze v je obarven cervené). Pro zjednoduseni
s(v) = levy, kdyz v = levy(otec(v)), a s(v) = pravy pro v = pravy(otec(v)).

Vyvaz-INSERT (v).
if v neni koten 7" a b(otec(v)) = 0 then
if otec(v) je kofen then
b(otec(v)) :=1
else
w := otec(v), u := bratr(w)
if b(u) =0 then
v = otec(w), b(w) := 1, b(u) :=
b(v) := 0, Vyvaz-INSERT (v) (Viz Obrazek B])
else
t := otec(w

)
if s(w) = s(v) then
Rotace(t,w), b(t) := 0, b(w) := 1 (Viz Obrazek @)
else
Dvojita-rotace(t, w,v), b(t) := 0, b(v) := 1 (Viz Obrazek [
endif
endif
endif
endif

2-parcialni ¢erveno-cerné stromy vznikaji pti operacich INSERT a JOIN. Pti operaci DELETE se porusi
struktura ¢erveno-cernych stromu jinym zptusobem a vznikne 3-parcialni ¢erveno-cerny strom.

Rekneme, ze dvojice (T,v) je 8-parcidlni cerveno-cerny strom, kdyz T je binarni vyhledévaci strom,
kazdému vrcholu je pritazena pravé jedna z dvojice barev ¢ervend — ¢ernd, v je vrchol ve stromu T a plati
nasledujici podminky:

e listy a vrchol v jsou obarveny ¢erné,
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e kdy7 t je vrchol obarveny cervené, pak je bud kofen stromu nebo jeho otec je obarven ¢erné,

e existuje ¢islo k takové, ze vSechny cesty z kotene do listu, které neobsahuji vrchol v, obsahuji prave
k cernych vrcholu, a vSechny cesty z kotfene do listu prochéazejici vrcholem v obsahuji £ — 1 ¢ernych
vrcholt.

Rozdil je v tom, Zze u 2-parcidlnich jsme ,slevili“ na néslednosti ¢ervenych, naopak tady slevujeme na
stejném poctu cernych vrcholu.

Rozebereme piipady. V néasledujicich obrézcich jsou vrcholy, které nemaji specifikovanou barvu (mohou
byt jak ¢ervené tak cerné). Tyto barvy budeme oznacovat a, a’. Duvod je, ze se tato barva muze prenést
do cilového stromu, ale i na jiny vrchol. V tomto smyslu jsou tyto barvy urcéeny vstupnim stromem a
specifikuji tyto barvy v cilovém stromé. V Obr. [l se barva a v cilovém stromé neobjevuje.

u,b
C
B
Obrézek 6
t,b
u,r
'LUl,b wg,b

B C

Obrazek 7

Obrazek 8

1. pokud mame Cerveného bratra, udélame rotaci, abychom ho méli ¢erného (algoritmus ale nekonci).

Obr.
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Obrézek 9

2. tedy bratr je cerny. Pokud oba synovce ¢erné, muzu bratra prebarvit na ¢erveno (Obr. [7) a:

(a) Pokud je otec ¢erveny, prebarvime ho na ¢erno a problému jsme se zbavili: v cestach v podstromu
v je o jednoho cerného vic, kdezto v cestach jeho bratra nic nepribylo.

(b) Pokud je otec ¢erny, problému jsme se nezbavili, ale naopak jsme je pridali i do cest v bratru,
tedy muzeme je delegovat o stupen vys.

3. Pokud nejsou oba synovce Cerné, ale synovec bliz ke mé“ cerny je, udélam takovou rotaci, aby se
stal mym bratrem, a prebarvime tak, aby se jednak problémy vyresily, ale aby ,vrsek“ vseho zustal

stejny. (Obr. Q)

4. Pokud nejsou oba synovce ¢erné a synovec bliz ke mé“ je ¢erveny, udélam takovou rotaci, aby byl
,2hahofe“, a takové prebarveni, aby se problém vyftesil, ale ,vrsek* byl potad stejny. (Obr. [Q)

Formélné opiseme proceduru Vyvaz-DELETE(v), kterd se pouzije na 3-parcidlni ¢erveno-cerny strom
(T,v), kdyZ v nenf jeho kofen. Vysledkem procedury bude bud ¢erveno-éerny strom nebo zavoldni proce-
dury Vyvaz-DELETE(v'), kde v’ je otcem vrcholu v. Z faktu, ze kdyz (T, v) je 3-parcidlni ¢erveno-cerny
strom a v je jeho koten, pak T je ¢erveno-cerny strom, plyne, ze aplikaci Vyvaz-DELETE(v) na 3-
parcidlni ¢erveno-cerny strom (7, v) dostaneme Cerveno-cerny strom.
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Vyvaz-DELETE(v)
u := bratr(v), t := otec(v)
if b(u) = 0 then
Rotace(t,u), b(u) := 1, b(t) := 0, u := bratr(v)
endif
(Viz Obr. [ Komentéf: nyni b(u) = 1)
wy je syn u takovy, ze s(v) = s(wy), wy := bratr(w,)

if b(wl) = b(’wg) =1 then

b(u) :=0

if b(¢) := 0 then
b(t) :=1

else

if ¢t neni kofen stromu then
v:=t, Vyvaz-DELETE(v)
endif
endif (Viz Obr. [)
else
if b(w;) =1 then
(Komentar: b(ws) = 0)
Rotace(t, u), b(wsy) := 1, b(u) := b(t), b(t) := 1 (Viz Obr. R)
else
Dvojita-rotace(t, u, wy ), b(wy) := b(t), b(t) := 1 (Viz Obr. 0)
endif
endif

4.5.5 Popis nevyvazovacich operaci

Nyni popiseme algoritmy realizujici operace INSERT, DELETE, JOIN3 a SPLIT pro ¢erveno-cerné
stromy.

Predpokladejme, ze T je Gerveno-¢erny strom reprezentujici mnozinu S a provadime operaci INSERT (z)
pro x ¢ S. Kdyz operace INSERT(z) pro nevyvazené binarni vyhledavaci stromy vytvoii strom 7", kde
vrchol v reprezentuje x, pak v obarvime Cervené a syny v (jsou to listy) obarvime ¢erné. Dostavame, Ze
(T",v) je 2-parcidlni ¢erveno-Cerny strom, a pak aplikujeme proceduru Vyvaz-INSERT.

Operace INSERT v cerveno-cernych stromech vold nejvyse 2 +log(|S|)-krat proceduru Vyvaz-INSERT
a provede nejvyse jednu rotaci nebo dvojitou rotaci.

Operace DELETE je feSena stejnym zpusobem jako operace INSERT, ale pii operaci DELETE je

~ e~/

Predpokadejme, ze T je cerveno-cerny strom. Kdyz chceme provést operaci DELETE, pak nejprve
provedeme algoritmus DELETE pro nevyvazené binarni vyhledavaci stromy. Pii provadéni jsme odstranili
vrchol u a jeho syna w, ktery je list. Na misto vrcholu u se dostal jeho druhy syn v, ktery obarvime ¢erné.
Pak jsou splnény prvni dvé podminky v definici ¢erveno-cernych stromu a pokud vrchol v nebo vrchol
v byl obarven cervené, pak je splnéna i treti podminka. Pokud vrchol u i vrchol v byly obarveny ¢erneé,
pak kazda cesta z kotfene do listu obsahujici vrchol v ma o jeden ¢erny vrchol méné nez cesta z kotene do
listu neobsahujici vrchol v (chybi ¢erny vrchol u), a tedy (T, v) je 3-parcidlni ¢erveno-cerny strom. Nyni
aplikujeme proceduru Vyvaz-DELETE. Analyza poskytuje rychly test na to, zda vznikne ¢erveno-c¢erny
strom nebo 3-parcidlni ¢erveno-cerny strom (pak v je list).

Popisme JOIN3(T}, x,Ty) . Méjme cerveno-¢erné stromy 7} a T5 reprezentujici mnoziny S; a Sy a méjme
prvek x € U takovy, ze max S; < x < min Sy. Nejprve zajistime, ze koteny T i T5 jsou obarveny cerné.
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Predpokladejme, ze k; je pocet cernych vrcholi na cesté z kotene do listu ve stromé T; pro ¢ = 1,2. Kdyz
k1 = ko, pak staci provést JOIN3(T}, z, Tz) pro nevyvézené bindrni vyhleddvaci stromy (kofen obarvime
¢ervené). Problém je, kdyz ky # ko. Napriklad predpokladejme, ze ky > ky. Pak za¢neme v koteni stromu
T} a jdeme po pravych synech dolu tak dlouho, az nalezneme ¢erny vrchol v takovy, ze vSechny cesty z v do
listu v T} obsahuji pravé ky cernych vrcholu. Pak provedeme JOIN3 pro nevyvazené binarni vyhledavaci
stromy na podstrom 7} uréeny vrcholem v, na z a na 7. Kofen w vzniklého stromu obarvime ¢ervené a
tento strom vlozime do 7} misto podstromu uréeného vrcholem v. Pak (77, w) je 2-parcialni ¢erveno-cerny
strom a aplikujeme proceduru Vyvaz-INSERT. Piipad ks > k; se fesi symetricky.

Algoritmus pro operaci SPLIT je velmi podobny algoritmu pro (a, b)-stromy. Vyhledavame vrchol reprezen-
tujici . Kdyz jsme ve vrcholu ¢ a pokracujme akei ¢ := levy(t), pak dvojici key(t) a podstrom 7" urceny
pravym synem t vlozime do zdsobniku Zs, kdyz pokracujeme akci ¢ := pravy(t), pak do zdsobniku 7,
vlozime dvojici podstrom T urceny levym synem T a key(t). Kdyz key(t) = z, pak do Z; vlozime pod-
strom urceny levym synem t a do Z, podstrom urceny pravym synem t. Kdyz ¢ je list, pak do Z; i Zs
vlozime jednoprvkové stromy. Ze zasobniku Z; pomoci operace JOIN3 vytvoiime strom 7} a ze zasobniku
Z5 pomoci operace JOIN3 dostaneme strom T5.

Nyni popiseme algoritmy pro tyto operace.

INSERT(x)
Vyhledej(x)
if ¢ je list then
t se zmeéni na vnitini vrchol, key(t) := x
pro vrchol ¢ vytvoime syny levy(t) a pravy(t)
b(t) := 0, b(levy(t)) := 1, b(pravy(t)) := 1, Vyvaz-INSERT(¢)
endif

115



DELETE(z)
Vyhledej(x)
if ¢ neni list then
vyv = false
if levy(¢) je list then
v = pravy(t)
if b(t) =1 ab(v) =1 then
vYv = true
endif
odstranime vrchol levy(t), otec(v) := otec(t)
if ¢ = levy(otec(t)) then
levy(otec(t)) := v

else
pravy(otec(t)) := v
endif
b(v) := 1, odstranime vrchol ¢
else
u = levy(t)

while pravy(u) neni list do u := pravy(u) enddo
key(t) := key(u), v := levy(u)
if b(u) =1 ab(v) =1 then

VYV = true
endif
odstranime vrchol pravy(u), otec(v) := otec(u)
if u = levy(otec(u)) then

levy(otec(u)) := v

else
pravy(otec(u)) := v
endif
b(v) := 1, odstranime vrchol u
endif
if vyv then Vyvaz-DELETE(v) endif
endif
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JOIN3(T1, Z, TQ)
if b(koren 77) = 0 then b(kofen T7) := 1 endif
if b(koten T3) = 0 then b(koten 1) := 1 endif
k1 je pocet cernych vrcholu v T z kotene do listu
ko je pocet cernych vrcholu v T; z kotene do listu
if ]Cl > ]{32 then

t := kofen Tl, 1= ]{31 — ]{32

while i > 0 do

t := pravy(t)
if b(t) =1 then i := i — 1 endif
enddo

vytvorl vrchol u, b(u) := 0, key(u) := =z
if ¢ neni koten T then
otec(u) := otec(t), pravy(otec(t)) := u

endif

otec(t) := u, otec(koten T3) :=u

pravy(u) := koten Ty, levy(u) :=t, Vyvaz-INSERT (77, u)
else

t := koten 15, 1 := ko — kq
while 7 > 0 do

t:=levy(t)
if b(t) =1 then i := i — 1 endif
enddo

vytvor vrchol u, b(u) := 0, key(u) := x
otec(u) := otec(t), levy(otec(t)) := u, otec(t) := u
otec(koten T1) := u, levy(u) := kofen T}
pravy(u) :=t, Vyvaz-INSERT (T3, u)

endif
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SPLIT(x)
Z1 a Zy jsou prazdné zasobniky, ¢ := koten T’
while key(t) # z a t neni list do

if key(t) > x then

vloz (key(t), pravy(t)) do Zs, t := levy(t)
else
vloz (levy(t), key(t)) do Zy, t := pravy(t)

endif
enddo
if key(¢) = x then

Vystup: x € S, T} je podstrom T urceny levy(t)

T5 je podstrom T' urceny pravy(t)
else

Vystup: = ¢ S, T1 a Ts jsou jednoprvkové stromy
endif
while Z, # () do

(t,z) je na vrcholu 7y, odstran (¢,x) ze Z;

T" je podstrom T urceny ¢, Ty :=JOIN3(T", z,T})
enddo
while Z, # 0 do

(x,t) je na vrcholu Zy, odstran (z,t) ze Z;

T' je podstrom T urceny ¢, Ty :=JOIN3(Ty, z,T")
enddo

4.5.6 Korektnost a slozitost

Korektnost algoritmu je vidét z obrazku. Vsimnéme si pii operaci DELETE, Ze kdyz u je obarven ¢erveneé,
pak po provedeni Rotace(t,u) bude (T,v) opét 3-parcidlni ¢erveno-cerny strom a vrchol ¢ bude obarven
cervené. Pak z Obr. 5 je vidét, ze dostaneme Cerveno-cerny strom. Tedy muzeme shrnout:

Veéta. Algoritmy operaci MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3 a SPLIT pro ¢erveno-
cerné stromy vyZadugi v nejhorsim pripadé ¢as O(log(|S]), kde S je reprezentovand mnozina. Operace IN-
SERT a JOINS3 zavolaji nejujse jednou bud Rotace nebo Dvojita-rotace a operace DELETE zavold
nejvyse dvakrdat Rotace nebo Rotace a Dvojita-rotace.

Vsimnéte si, ze operace JOIN3 ve skutecnosti vyzaduje cas O(|k; — ko| + 1). Protoze Z; a Zs obsahuji
nejvyse log(|S|) polozek, tak se odhad casové slozitosti operace SPLIT provede stejnym zptsobem jako v
(@, b)-stromech. V ostatnich piipadech je odhad ¢asové slozitosti vidét z toho, ze hloubka(7") = O(log(|5]))
a akce na kazdé hladiné vyzaduji jen O(1) casu.

Pokud chceme mit i algoritmus pro operaci ord(k), pak musime rozsifit strukturu o funkei p. Pak lze
pouzit piimo algoritmus pro ord(k) v nevyvazenych bindrnich vyhledavacich stromech. Pfipomenme si,
ze procedury Rotace a Dvojita-rotace mohou aktualizovat funkei p v ¢ase O(1). Proto dostavdme

Véta. Algoritmy operaci MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3, SPLIT « ord(k)
pro rozsitenou strukturu éerveno-cernych stromu vyZaduje v nejhorsim pripadé ¢as O(log(|S|), kde S je
reprezentovand mnozina. Operace INSERT a JOIN3 zavolaji nejvijse jednou bud Rotace nebo Dvojita-
rotace a operace DELETE zavold nejuyse dvakrat Rotace nebo jednou Rotace a Dvojita-rotace.

Vznika otazka, proc¢ se tolik pozornosti vénuje proceduram Rotace a Dvojita-rotace. Sice vyzaduji cas

vvvvvv
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vypocetni geometrii), tvar stromu spolu s parametry nesou jesté dalsi zakdédované informace. Pti zméné
tvaru stromu je tfeba je prepocitat. Rotace a Dvojita-rotace méni tvar stromu, kdezto posun smérem
ke kofeni pouze méni obarveni. V tomto piipadé pak Rotace nebo Dvojita-rotace vyzaduje c¢as O(|S])
(obvykle je tfeba prohlédnout cely strom) a nikoliv O(1).

4.6 Vahové vyvazené stromy

V osmdesatych letech se ve vypocetni geometrii hodné pouzivaly BB(«)-stromy, proto se o nich alespon
orientacné zminime. Méjme redlné ¢islo o takové, ze % <a < \/75 Pro strom T ozna¢me p(T') pocet listt
ve stromu 7'. Bindrni vyhleddvaci strom 7' reprezentujici mnozinu S se nazyva BB(«)-strom, kdyz pro

kazdy vnitini vrchol v plati:
p(T;)
a <

<1l-—«

kde T, je podstrom 7" uréeny vrcholem v, 7} je podstrom 7T urceny levym synem vrcholu v, 7). je podstrom
T urceny pravym synem vrcholu v. Plati

Tvrzeni. Kdyz T je BB(«)-strom reprezentugici n-prvkovou mnozZinu, pak

] 1 —1
N og(n + 1) ‘

hloubka(T") < 1 .
log 1—a

Dusledek je, ze BB(«)-stromy patii do skupiny vyvéazenych bindrnich vyhledavacich stromu. Vyvazovani
se provadi opét pomoci Rotace a Dvojita-rotace a popisuje ho nasledujici technické tvrzeni.

Tvrzeni. Pro kazZdé o existuje konstanta d takovd, Ze a« < d < 1 — « a pro kazdy bindrni vyhleddvaci
strom T s korenem t splnujici podminky

1. podstromy T a T, stromu T urcené levym a pravym synem t jsou BB(«)-stromy;

(Ty) (1) (T})+1
2. %<a, aleaﬁpﬁ’mil <l-a«a neboagfﬂfwgl—a

plati:

kdyz p < d a provedeme Rotace(t, pravy(t)), nebo kdyz p > d a provedeme proceduru Dvojita-rotace(t, pravy(t), 1

_ p(T)
pak dostaneme BB(«)-strom (zde p = TS

aT' je uréen levgm synem pravého syna korene t).

Toto tvrzeni a jeho symetrické verze jednoznacné ukazuji, jak vyvazovat BB(«)-stromy pii aktualizaénich
operacich (podstrom BB(«)-stromu je BB(«)-strom). Pak dostdvame:

Véta. Implementace operaci MEMBER, INSERT « DELETE v BB(«)-stromech vyzZaduje v nejhorsim
pripadé cas O(log(|S])), kde S je reprezentovand mnozina.

Obliba BB(a)-stromu byla zapfi¢inéna platnosti nasledujici véty, kterd je analogii véty o vyvazovacich
operacich pro (a, b)-stromy.

Lca<1- ﬁ, pak existuje konstanta ¢ > 0 zdvislda jen na «

Veéta. Kdyz a je rediné cislo takové, Ze § 5
takovd, Ze kazdd posloupnost operaci INSERT a DELETE o délce m aplikovand na prdzdny BB(«)-

strom vold nejvyse cm procedur Rotace a Dvojita-rotace.
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4.7 Historicky prehled:

(a, b)-stromy zavedli Bayer a McGreght (1972),
véty o pocCtu vyvazovacich operaci pro (a, b)-stromy dokézali Huddleston a Mehlhorn (1982).
A-sort analyzovali Guibas, McGreight, Plass a Roberts (1977).

Analyza interpolacniho vyhleddvani pochazi od Perla, Itai a Avniho (1978),
kvadratické vyhleddvani analyzovali Perl a Reingold (1977).

Adelson-Velskij a Landis (1962) definovali AVL-stromy,

¢erveno-cerné stromy definovali Guibas a Sedgewick (1978),

verze algoritmu DELETE pochézi od Tarjana (1983). BB(«)-stromy zavedli Nievergelt a Reingold (1973),
véty o jejich vyvazovéani dokézali Blum a Mehlhorn (1980).

Priorita AVL-strom1 se odrazi v jejim hojném pouzivéani, i kdyz ¢erveno-cerné stromy jsou efektivnéjsi.

5 Haldy

5.1 Uvodni definice
5.1.1 Motivace

V praxi se casto setkdvame s nasledujicim problémem, ktery vznikd na usporadaném univerzu, jehoz
uspotradani se vsak v prubéhu ¢asu méni. Uloha se lisf od slovnikového problému v tom, Ze se nevyzaduje
efektivni operace MEMBER. Dokonce se predpoklada, ze operace dostane spolu s argumentem informaci
o ulozeni zpracovavaného prvku. Hlavnim pozadavkem je rychlost provededni ostatnich operaci a malé
pamétové naroky. Pfitom v praxi obvykle nestaci znat jen asymptotickou sloZitost, dulezitou roli hraje
skutecna rychlost, kterou vsak neumime obecné spocitat, protoze je zavisla na pouzitém systému a hard-
waru. Presto je pti pouziti nasledujicich struktur dobré mit realistickou predstavu o skutec¢nych rychlostech
operaci a podle toho si vybrat vhodnou strukturu.

5.1.2 Zadani

Zadani problému: Necht U je univerzum. Je ddna mnozina S C U a funkce f : S — R, kde R jsou redlns
¢isla (tato funkce realizuje usporadéni na univerzu U — pro u,v € U plati u < v, praveé kdyz f(u) < f(v);
zména uspoiadani se pak realizuje zménou funkce f). Mdme navrhnout reprezentaci S a f, kterd umoznuje
operace:

INSERT (s, a) — pridd k mnoziné S prvek s tak, ze f(s) = a,

MIN - nalezne prvek s € S s nejmensi hodnotou f(s),

DELETEMIN - odstrani prvek s € S s nejmensi hodnotou f(s),

DELETE(s) — odstrani prvek s € S z mnoziny S,

DECREASE(s,a) — zmensi hodnotu f(s) o a (tj. f(s) := f(s) —a),

INCREASE(s, a) — zvétsi hodnotu f(s) o a (tj. f(s) :== f(s) + a).

Pii operaci INSERT (s, a) se predpoklada, ze s ¢ S, a tento predpoklad operace INSERT neovéruje. Pri
operacich DELETE(s), DECREASE(s,a) a INCREASE(s, a) se predpokladd, ze s € S, a operace
navic dostava informaci, jak najit prvek s v reprezentaci S a f.

Haldy jsou typ struktury, kterd se pouziva pro feSeni tohoto problému.
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5.1.3 Definice haldy

Halda je stromova struktura, kde vrcholy reprezentuji prvky z S a spliiuji lokalni podminku na f. Obvykle
se pouziva nasledujici podminka nebo jeji dualni verze:

(usp) Pro kazdy vrchol v plati: kdyz v reprezentuje prvek s € S a otec(v) reprezentuje t € S, pak f(t) <
f(s).

Probereme nékolik verzi hald a budeme predpokladat, ze vzdy spliuji tuto podminku a ze pozadavek na
provedeni operaci DELETE(s), DECREASE(s,a) a INCREASE(s,a) také zadava ukazatel na vrchol
reprezentujici s € S. Navic budeme uvazovat operace

MAKEHEAP(S, f) — operace vytvoii haldu reprezentujici mnozinu S a funkci f,
MERGE(H, H,) - predpokladd, ze halda H; reprezentuje mnozinu S; a funkci f; proi = 1,2 a S1NSy = (.
Operace vytvoii haldu H reprezentujici S; U Sy a fi U fo, pricemz neovéruje disjunktnost S; a Ss.

5.2 Regularni haldy

Prvni pouzité haldy byly bindrni neboli 2-regularni haldy. Tyto haldy jsou velmi oblibené pro svou jednodu-
chost a nazornost a pro velmi efektivni implementaci.

5.2.1 d-regularni strom
Predpokladejme, ze d > 1 je prirozené ¢islo. d-reguldrni strom je kotenovy strom (7, 7), pro ktery existuje
poradi synu jednotlivych vnitinich vrcholu takové, ze o¢islovani vrcholu prohledavanim do sitky (kotfen r

je ¢islovan 1) splnuje nasledujici vlastnosti

1. kazdy vrchol ma nejvyse d synu,
2. kdyz vrchol nenti list, tak vSechny vrcholy s mensim c¢islem maji pravé d synu,

3. kdyz vrchol ma méné nez d synu, pak vsechny vrcholy s vétsimi ¢isly jsou listy.
Toto ocislovani se nazyva prirozené ocislovdni d-regularniho stromu.
5.2.2 Vyska

Tvrzeni. Kazdy d-requldarni strom md nejvijse jeden vrchol, ktery neni list a md méné nez d synai.

Dikaz. Plyne piimo z pozadavku 2) na d-reguldrni strom. O

Tvrzeni. Kdyz d-requldrni strom md n vrcholi, pak jeho viska je [log,(n(d — 1) + 1)].

Diikaz. Ma-li d-reguldrni strom vysku k, pak mé alespoin ¥¥=}d’ 4 1 a nejvyse XF_,d* vrcholii. Proto

¥ —1 d+

<n<

k_l 1< k+1_1
——<n<o— . d'-l<n(d-1)<d
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a zlogaritmovanim dostaneme
k <logy(n(d—1)+1) <k+1.

Odtud jiz plyne. [

5.2.3 Reprezentace pomoci pole

Tvrzeni. Necht o je prirozené ocislovdni vrcholi d-reguldrniho stromu. Kdyz pro vrchol v je o(v) = k, pak
vrchol w je syn vrcholu v, prdavé kdyz o(w) € {(k—1)d+2,(k —1)d+3,...,kd + 1}, a vrchol u je otcem
vrcholu v, pravé kdyz o(u) =1+ [22].

Diikaz. Dokazeme indukei podle ocislovani.

Synové kofene maji ¢isla 2,3, ....d + 1, protoze kofen mé ¢islo 1. Kdyz tvrzeni plati pro vrchol s ¢islem
k, pak synové vrcholu s ¢islem k + 1 maji ¢isla kd + 2,kd + 3,...,kd + d + 1, coz odpovida cislum
(k+1—-1)d+2,(k+1-1)d+3,...,(k+1)d+ 1, a tedy tvrzeni plati. Posledni ¢dst pak plyne z toho, ze
kdyz i€ {(k—1)d+2,(k—1)d+3,...,kd+1}, pak 1 + 2] = k. O

Vsimnéme si, ze specialné pro d = 2 maji synové vrcholu s ¢islem k ¢isla 2k a 2k + 1 a otec vrcholu s ¢islem

k ma ¢islo |£]. Tedy pro 2-reguldrnf stromy je pfedpis pro nalezenf syni a otce zvlasté jednoduchy.

Rekneme, 7e mnozina S s funkci f je reprezentovéna d-regularni haldou H, kde H je d-reguldrni strom
(T, r), kdyz ptitazeni prvki mnoziny S vrcholum stromu 7' je bijekce spliujici podminku (usp). Toto
pritazeni je realizovano funkci key, ktera vrcholu pfifazuje jim reprezentovany prvek.

Defince d-regularniho stromu umoznuje velmi efektivni implementace d-regularnich hald. Méjme mnozinu
S reprezentovanou d-regularni haldou H s pfirozenym ocislovanim o d-reguldrniho stromu (7', 7). Pak
haldu H muzeme reprezentovat polem H|[1..|S|], kde pro vrchol stromu v, pro ktery o(v) = i, je H(i) =
(key(v), f(key(v)). Algoritmy budeme popisovat pro stromy, protoze je to nazornéjsi. Preformulovat je pro
pole je snadné (viz oé¢islovani synu a otce vrcholu v). Pro jednoduchost budeme pro vrchol v psat f(v)
misto f(key(v)), neboli f(v) bude oznacovat f(s), kde s je reprezentovan vrcholem v. U d-regularniho
stromu predpokladame, ze zname prirozené ocislovani, a fraze ‘posledni vrchol’, ‘predchézejici vrchol” atd.
se vztahuji k tomuto ocislovani.

5.2.4 Algoritmy

Pro d-regularni haldy neni zndma efektivni implementace operace MERGE. Efektivni implementace os-
tatnich operaci jsou zalozeny na pomocnych operacich UP(v) a DOWN(v). Operace UP(v) posunuje
prvek s reprezentovany vrcholem v smérem ke koteni, dokud vrchol reprezentujici prvek s nespliuje
podminku (usp). Operace DOWN(v) je symetricka.

UP(v):

while v neni koten a f(v) < f(otec(v)) do
vymeén key(v) a key(otec(v))
v 1= otec(v)

enddo
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DOWN(v):
if v nenf list then
w :=syn vrcholu v reprezentujici prvek s nejmensi hodnotou f(w)
while f(w) < f(v) a v nenf list do
vymeén key(v) a key(w), v :=w
w :=syn vrcholu v reprezentujici prvek s nejmensi hodnotou f(w)
enddo
endif

INSERT (s):
v :=novy posledni list, key(v) := s, UP(v)

MIN:
Vystup key(kofen(T))

DELETEMIN:
v :=posledni list, r :=kofen, key(r) := key(v)
odstran v

DOWN(r)

DELETE(s):

v :=vrchol reprezentujici s

w :=posledni list

t := key(w), key(v) :=t, odstran w

if f(t) < f(s) then UP(v) else DOWN(v) endif

DECREASE(s,a):

v :=vrchol reprezentujici s

f(s) == f(s) —a, UP(v)
INCREASE(s, a):

v :=vrchol reprezentujici s

f(s):= f(s) +a, DOWN(v)

MAKEHEAP(S, f):
T := d-reguldrni strom s |.S| vrcholy
zvol libovolnou reprezentaci S vrcholy stromu 7'
v :=posledni vrchol, ktery neni list
while v je vrchol 7' do
DOWN(v)
v :=vrchol predchazejici vrcholu v

enddo

5.2.5 Korektnost

Oveéiime korektnost algoritmu. Je ziejmé, ze pomocné operace jsou korektni — skoné¢i, kdyz podminku (usp)
spliuje prvek s, ktery byl puvodné reprezentovan vrcholem v. Korektnost operace MIN plyne piimo z
podminky (usp), protoze koren reprezentuje nejmensi prvek mnoziny S. U operace INSERT je podminka
(usp) splnéna pro vsechny vrcholy s vyjimkou nové vytvoreného listu a operace UP zajisti jeji splnéni.
Pii operaci DELETEMIN je podminka (usp) splnéna pro vSechny vrcholy s vyjimkou kofene a v tomto
piipadé operace DOWN zajisti jeji splnéni. Po provedeni operaci DELETE(s), DECREASE(s,a) a
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INCREASE(s,a) je podminka (usp) splnéna pro vechny vrcholy s vyjimkou vrcholu v a jeji splnéni
opét zajisti operace UP resp. DOWN. Pro operaci MAKEHEAP budeme uvazovat dualni formulaci
podminky (usp):

(d-usp) kdyz s je prvek reprezentovany vrcholem v, pak f(s) < f(t) pro vSechny prvky reprezentované syny
vrcholu v.

Pokud kazdy vrchol spliiuje podminku (d-usp), pak spliuje i podminku (usp). Zfejmé kazdy list splauje
podminku (d-usp) a kdyz operace MAKEHEAP provede proceduru DOWN(v), pak je podminka
(d-usp) splnéna pro vsechny vrcholy s ¢isly alespon tak velkymi jako je ¢islo v. Operace MAKEHEAP
konci provedenim operace DOWN na kofen a odtud plyne jeji korektnost.

5.2.6 Slozitost operaci

Vypocteme ¢asovou slozitost operaci: Jeden béh cyklu v operaci UP vyzaduje ¢as O(1) a v operaci
DOWN c¢as O(d). Proto operace UP v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as O(log, |S|) a operace DOWN
cas O(dlog,|S]). Operace MIN vyzaduje ¢as O(1), INSERT a DECREASE vyzaduji ¢as O(log,|S])
a DELETEMIN, DELETE a INCREASE cas O(dlog,|S]).

Haldu muzeme vytvofit iteraci operace INSERT, coz vyzaduje ¢as O(|S]log,(]S])). Ukdzeme, ze slozitost
operace MAKEHEAP je mensi, ale pro malé haldy je vyhodnéjsi provadét opakované operaci INSERT.

Véta. MAKEHEAP vyZaduje v nejhorsim pripadé jen éas O(d?|S|).

Diikaz. Operace DOWN (v) na vrchol ve vysce h vyzaduje v nejhorsim piipadé ¢as O(hd).
Vrcholt v hloubce i je nejvyse d'.
Predpokladejme, ze strom ma vysku k, pak vrchol v hloubce ¢ ma vysku nejvyse k — 1.

Tedy operace MAKEHEAP vyzaduje cas
k—1 k—1
O di(k—i)d) =0 _d™(k—1i)).
i=0 i=0

Oznacme A = S50 d"(k — i), pak

k—1 k—1 k+1 k
dA—A=>dP(k—i) =) dT(k—i)=> d(k—i+2) =) d(k—i+1)=

=0 1=0 =2 =1

k k
ALY dik—it2—k+i—1)—dk=d" 4+ d —dk =

=2 =2

dt -1
A" 4 P — dk.
L
Tedy
dk—H dk—i—l _ d2 dk
A pu—

i—1 " @=17 d-1
Protoze k = [log,(|S|(d — 1) + 1)], dostdvame, ze d**1 < d*((d — 1)|S| + 1), a proto A < 2d?|S)|.
Tedy MAKEHEAP vyzaduje v nejhorsim pifpadé jen cas O(d?|S]). O
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5.2.7 Aplikace — heapsort

Tiidéni: prostou posloupnost ¢isel xy, s, ..., x, lze setfidit nasledujicim algoritmem pouzivajicim haldu
(f bude v tomto piipadé identicka funkce).

d-HEAPSORT (x1, zo, ..., z,):
MAKEHEAP({z; |i=1,2,...,n}, f)
1=1
while : <n do

yi :=MIN, DELETEMIN, i := i + 1
enddo
Vystup: y1,92,.-,Yn

Teoreticky lze ukéazat, ze pouziti d-regularnich hald v algoritmu HEAPSORT prod = 3 ad = 4 je
vyhodnéjsi nez d = 2. Experimenty ukézaly, ze optimalni algoritmus pro posloupnosti délek do 1 000 000
by mél pouzivat d = 6 nebo d = 7 (v experimentech byl méfen skuteéné spotiebovany ¢as, nikoli pocet
porovndni a vymeén prvku). Pro delsi posloupnosti se optimalni hodnota d muze zmensit.

5.2.8 Aplikace — Dijkstra

Dalsfm pifkladem je nalezeni nejkratsich cest v grafu z daného bodu. Resme nésledujici tlohu:

Vstup: orientovany ohodnoceny graf (X, R, ¢), kde ¢ je funkce z R do mnoziny kladnych redlnych ¢isel, a
vrchol z € X.
Ukol: nalézt pro kazdy bod x € X délku nejkratsi cestu ze z do x, kde délka cesty je soucet c-ohodnoceni
hran na cesté.

Dijkstrtav algoritmus:
d(z):=0,U :={z}
for every 2 € X \ {z} do d(z) := +00 enddo
while U # () do
najdi vrchol u € U s nejmensi hodnotou d(u)
odstran u z U
for every (u,v) € R do
if d(u) + c(u,v) < d(v) then
if d(v) = +oo then vloz v do U endif
d(v) == d(u) + c(u,v)
endif
enddo
enddo

Korektnost algoritmu je zalozena na kombinatorickém lemmatu, které iika, ze kdyz odstranujeme z U
prvek z s nejmensi hodnotou d(z), pak vzdalenost ze z do x je pravé d(z). Proto kdyz U = (), pak d(z)
jsou délky nejkratsich cest ze z do z pro vSechna z € X. Tedy préce s mnozinou U vyzaduje nejvyse | X]|
operaci INSERT, MIN a DELETEMIN a |R| operaci DECREASE a vzdy plati |U] < |X]|.

Vypocteme casovou slozitost Dijkstrova algoritmu za predpokladu, ze U reprezentujeme jako d-regularni
haldu. Kdyz d = 2, pak dostavame, ze algoritmus vyzaduje ¢as O(|X|log(|X|) + |R|log(]X])). Kdyz
d = max{2, L%j}, pak algoritmus vyzaduje ¢as O(|R|log,|X]). V piipadé, ze (X, R) je husty graf, tj.
|R| > | X|**¢ pro € > 0, pak log, | X| = O(1) a algoritmus je linedrn{ (tj. vyzaduje cas O(|R])).

125



5.3 Leftist haldy
5.3.1 Uvod

Dalsim typem hald, se kterymi se sezndmime, jsou lefist haldy (nezndme vhodny cesky pieklad, proto
zustavame u anglického nazvu). Je to velmi elegantni a jednoduchy typ hald. Vsechny operace jsou stejné
jako u regularnich hald zalozeny na dvou zékladnich operacich, z nichz v tomto ptipadé hlavni je MERGE
a druhou je DECREASE. Pouziti MERGE pii navrhu jinych operaci je bézné i v dalsich haldach.
Operace MERGE vyuziva specidlnich vlastnosti leftist hald a idea operace DECREASE je stejna jako
ve Fibonacciho haldach. Nejprve formalné popiSeme strukturu leftist hald.

5.3.2 Defince

Méjme bindrni kotenovy strom (7, 7) (to znamend, ze r je kofen, kazdy vrchol ma nejvyse dva syny a u
kazdého syna vime, zda je to pravy nebo levy syn). Pro vrchol v ozna¢me npl(v) délku nejkratsi cesty z v
do vrcholu, ktery ma nejvyse jednoho syna, takze napt. pro list [ plati npl(l) = 0.

Méjme S C U a funkci f : S — R. Pak binarni strom (7, r) takovy, ze

1. kdyz vrchol v ma jen jednoho syna, pak je to levy syn,

2. kdyz vrchol v mé dva syny, pak

npl(pravy syn v) < npl(levy syn v),

3. existuje jednozna¢né prirazeni prvku S vrcholum 7', které spliuje podminku (usp) (toto pfifazeni je
reprezentovano funkei key, kterd vrcholu v pritadi prvek z mnoziny S reprezentovany vrcholem v)

je leftist halda reprezentujici mnozinu S a funkei f.

Struktura vrcholu v v leftist haldé:

S vrcholem v jsou spojeny ukazatelé otec(v), levy(v) a pravy(v) na otce a na levého a pravého syna vrcholu
v. Kdyz ukazatel neni definovan, pak piSeme, ze jeho hodnota je NI L. Dale jsou s vrcholem spojeny funkce
npl(v) — proménnd s hodnotou npl(v),

key(v) — prvek reprezentovany vrcholem v,

f(v) — proménné obsahujici hodnotu f(key(v)).

5.3.3 Zdakladni vlastnost

Uvedeme zakladni vlastnost leftist haldy, ktera umoznuje efektivni implementace operaci. Posloupnost
vrcholl vy, vy, ..., vx se nazyva pravd cesta z vrcholu v, kdyz v = vy, v;y1 je pravy syn v; pro kazdé
1=0,1,...,k —1 a vy nemé pravého syna. Pak podstrom vrcholu v do hloubky £ je uiplny binarni strom
a mé tedy alespon 2! — 1 vrcholt. Proto plati

Tvrzeni. V leftist haldé je délka pravé cesty z kaZdého vrcholu v nejvyse rovna

log(velikost podstromu uréeného vrcholem v).
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5.3.4 Algoritmy

Zéakladni operaci pro leftist haldy je MERGE. Tato operace je definovana rekurzivné a hloubka rekurze
je omezena pravé délkami pravych cest.

MERGE(T}, T):

if T, = () then Vystup= 15 stop endif

if T, = () then Vystup= T stop endif

if key(koten 7T7) > key(kofen T3) then
zamen T1 a T2

endif

T :=MERGE(podstrom pravého syna korene T}, T5)

pravy (koten 7}) := kofen 1"

otec(koten 7") := koten T;

if npl(pravy(kofen 77)) > npl(levy(kofen T7)) then
vymeén levého a pravého syna kotene T}

endif

npl(kofen T}) := npl(pravy(koten 77) + 1

INSERT (x):
Vytvor haldu T} reprezentujici {z}
MERGE(T, T})

MIN:
Vystup: key(kofen T')

DELETEMIN:
T} :=podstrom levého syna kotene T’

T, :=podstrom pravého syna korene T'
MERGE(T), Ty)

MAKEHEAP(S, f):
@ :=prézdna fronta
for every s € S do
vloz leftist haldu T} reprezentujici {s} do Q
enddo
while |Q| > 1 do
vezmi haldy 7} a T z vrcholu @ (odstran je)
MERGE(T}, T3) vloz do Q
enddo

5.3.5 Casova slozitost

Vypocteme ¢asovou slozitost predchozich algoritmu.

Kazdy béh algoritmu MERGE (bez rekurzivniho volani) vyzaduje ¢as O(1). Pocet rekurzivnich volani je
soucet délek pravych cest, proto algoritmus MERGE vyzaduje ¢as O(log(]S1] + |S2])), kde S; je mnozina
reprezentovand haldou 7; pro ¢ = 1,2. Odtud déle plyne, ze cas algoritmu INSERT a DELETEMIN je
v nejhorsim piipadé O(log(|S])). Operace MIN vyzaduje ¢as O(1).

Véta. MAKEHEAP md c¢asovou slozZitost O(]S])
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Dikaz. Budeme uvazovat, ze na za¢atku algoritmu je na vrcholu fronty specidlni znak, ktery se jen prenese
na konec fronty.

Odhadneme ¢as, ktery spotiebuji while-cykly mezi dvéma prenesenimi specialniho znaku. Predpokladejme,
ze se specialni znak ptenesl po k-té.

V tomto okamziku maji vsechny haldy ve fronté az na jednu velikost 2F~1.

Proto ve fronté @ je (2‘5_'1] hald a jelikoz jedna operace MERGE vyzaduje O(k) casu, tak while-cykly
vyzaduji cas O(kzk 5.

Muzeme tedy shrnout, ze operace MAKEHEAP potiebuje cas

S| S
Zk2k 1) =081 > g1):
k=1

Rada 220212,?% konverguje napt. podle podilového d’Alambertova kritéria a lze jednoduse spocitat (napf.
stejnou metodou jako pro regularni haldy), ze soucet je 4, tedy cas je O(|S]). O

5.3.6 Efektivni DECREASE a INCREASE

Implementace operaci DECREASE a INCREASE pomoci operaci UP a DOWN jako v d-regularnich
halddch nenf efektivni, protoze délka cesty z kotene do listu v leftist haldé muze byt az |.S|. Proto navrhneme
pro tyto operace efektivnéjsi algoritmus zalozeny na jiném principu. Tento princip je pak pouzit i pro
Fibonacciho haldy.

Nejprve popiseme pomocnou operaci Oprav(T,v), kterd vytvoii leftist haldu z bindrntho stromu 7"
vzniklého z leftist haldy 7" odtrzenim podstromu s kofenem ve vrcholu v.

Oprav(7T,v):
t := otec(v), npl(t) :==0
if pravy(t) # v then levy(t) := pravy(t) endif
pravy(t) := NIL
while se zmensilo npl(¢) a t neni kofen do
t := otec(t)
if npl(pravy(t)) > npl(levy(t)) then
vymeén levy(t) a pravy(t)
endif
npl(t) := npl(pravy(t)) + 1
enddo

Po provedeni operace Oprav maji vSechny vrcholy spravné ¢islo npl a podminky kladené na leftist haldu
jsou splnény. Tedy po provedeni Oprav je T opét leftist halda. Kdyz t je posledni vrchol, u kterého
se zmens$ilo npl, pak vSechny vrcholy, kde se zmensilo npl, tvofi pravou cestu z vrcholu ¢. To znamena,
ze while-cyklus se provadél nejvyse log(|S|)-krat a kazdy beh while-cyklu vyzadoval ¢as O(1). Proto
algoritmus Oprav vyzaduje c¢as O(log(|S5])).

Popiseme ostatni algoritmy.
DECREASE(s,a):
v :=prvek reprezentujici s

Ti:=podstrom T" urceny vrcholem v, f(v) := f(v) —a
T, :=Oprav(T,v), T :=MERGE(T}, T3)
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INCREASE(s, a):

v :=prvek reprezentujici s

T, :=podstrom T urc¢eny vrcholem levy(v)

T :=podstrom T uréeny vrcholem pravy(v)

T; :=leftist halda reprezentujici prvek s

f():= f(v) +a, Ty :=0prav(T,v), Ty =MERGE(T},T3)
TQ :MERGE(TQ, T4>, T :MERGE(Tl, TQ)

DELETE(s, a):

v :=prvek reprezentujici s

T, :=podstrom T urc¢eny vrcholem levy(v)
T :=podstrom T urceny vrcholem pravy(v)
T3 I:MERGE(Tl,TQ), T4 ::OpraV(T, U)
T :MERGE(Tg, T4)

Protoze algoritmy MERGE a Oprav vyzaduji ¢as O(log(|S|) a protoze zbylé ¢asti algoritmu pro operace
DECREASE, INCREASE a DELETE vyzaduji O(1) ¢asu, muzeme shrnout vysledky:

Véta. V leftist halddch existuje implementace operace MIN, kterd v nejhorsim pripadé vyZaduje ¢as O(1),
implementace operaci INSERT, DELETEMIN, DELETE, MERGE, DECREASE ¢ INCREASE,
které vyzaduji v nejhorsim pripadé éas O(log(|S])), a implementace operace MAKEHEAP, kterd vyZaduje
¢as O(|S]), kde S je reprezentovand mnoZina.

5.4 Amortizovana slozitost

Popiseme bankovni paradigma pro pocitani s amortizovanou slozitosti.

5.4.1 Idea

Idea je takova, ze si néjak ohodnotime stavy (predstava: icet v bance) a budeme délat odhad upravené
slozitosti, ke které bud pricteme to, co si do ti¢tu chceme nastiddat (tj. podle definice déle h(D') >
h(D),spoteni = h(D")—h(D) > 0,am(o) = t(0)+spofeni), nebo naopak odec¢teme to, co jsme si nastiadali
a chceme utratit (tj. h(D') < h(D),utrdceni = h(D) — h(D') > 0,am(o) = t(0) — utrdceni).

Odhad téhle upravené slozitosti je pak i odhadem klasické slozitosti.

5.4.2 Definice

Predpokladejme, ze mame funkeci h, kterd ohodnocuje konfigurace a kvantitativné vystihuje jejich vhodnost
pro provedeni operace o. Kdyz na konfiguraci D aplikujeme operaci o a dostaneme konfiguraci D’, pak
amortizovand slozitost am(o) operace o méa vystihovat nejen ¢asovou néroc¢nost operace, ale i to, jak se
zménila vhodnost konfigurace pro tuto operaci. Proto ji definujme jako am(o) = t(o) + h(D’) — h(D),
kde t(0) je cas potiebny pro provedeni operace o. Piedpoklddejme, ze chceme provést posloupnost operact
01,09, ...,0, na konfiguraci Dy. Znazornime si to takto:

Do =% Dy =% Dy =% «.. =% D,,.

Véta. Odhad amortizované sloZitosti je odhadem sloZitostu.
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Diikaz. Predpoklddejme, ze pro kazdé ¢ = 1,2, ..., n mame odhad ¢(o;) amortizované slozitosti operace o;,
tj. am(o;) < ¢(o0;) pro vSechna i = 1,2,...,n. Pak

n n

Zam(oi) = Z (t(0i> + h(DZ) - h(Dz_l)) h(D D() + Zt OZ < Z 0z

i=1 i=1

7 toho plyne, ze

n

Ztol SZ Dy,) + h(Dy).

Obvykle je h(D) > 0 pro vsechny konfigurace D nebo naopak h(D) < 0 pro vSechny konfigurace D. Kdyz
h(D) > 0, pak

n

Zt(oi) < Zc(oi) + h(Dy),

=1

kdyz h(D) < 0, pak

Z 0;) <Z c(0;) (D).

To znamenad, ze odhad amortizované slozitosti dava také odhad na ¢asovou slozitost posloupnosti operaci,
ktery byva lepsi nez odhad slozitosti v nejhorsim piipadé. Tato skutecnost vysvétluje fadu pripadu, kdy
vysledky byly lepsi nez teoreticky vypocet. Ukazuje se, ze slozitost posloupnosti operaci v nejhorsim pripadé
je ¢asto podstatné mensi nez soucet slozitosti v nejhorsim pripadé pro jednotlivé operace.

5.5 Binomialni haldy

5.5.1 Motivace

Dalsi typ hald je motivovan séitanim piirozenych ¢isel. Binomialni halda reprezentujici n—prvkovou

mnozinu se totiz chova podobné jako ¢islo n. Tento typ hald je také po zobecnéni v jistém smyslu vzorem
pro Fibonacciho haldy.

5.5.2 Definice binomialniho stromu
Pro ¢ = 0,1,... definujeme rekurentné binomidlni stromy H;. Jsou to korenové stromy takové, ze Hy je

jednoprvkovy strom a strom H,,; vznikne ze dvou disjunktnich stromu H;, kde koren jednoho stromu se
stane dalsim synem (nejlevéjsim nebo nejpravéjsim) kofene druhého stromu. Viz obrazek.

5.5.3 Vlastnosti binomialniho stromu

Nejprve uvedeme zakladni vlastnosti téchto stroma.

Tvrzeni. Pro kazdé prirozené cisloi = 0,1,... plati:
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Hj

Obrazek 10: Binomialni stromy

1. strom H; md 2" vrcholi,
2. koren stromu H; md i syni,
3. délka nejdelsi cesty z korene do listu ve stromu H; je i (tj. vyska H; je i),

4. podstromy urcené syny korene stromu H; jsou izomorfni se stromy Hy, Hy, ..., H;_1.

Dukaz. Tvrzeni plati pro strom Hy a jednoduchou indukei se dokaze i pro dalsi stromy. Skuteéné, kdyz H;
m4 2° vrcholt, pak H;y; ma 2(2°) = 2! vrcholu. Kofen stromu H;y; md o jednoho syna vice nez kofen
stromu H; a nejdelsi cesta do listu je o 1 delsi. Protoze podstrom syna, ktery ptibyl kofeni stromu H;, 1,
je izomorfni s H; a jinak se nic neménilo, je dukaz kompletni. O] ]

5.5.4 Definice binomialni haldy

Definice. Binomialni halda H reprezentujici mnozinu S je soubor (seznam) stromu {11, Ty, ..., Ty} takovy,
ze

1. celkovy pocet vrcholii v téchto stromech je roven velikosti S a existuje a je dano jednoznacné prirazeni
proki z S vrcholum stromi takové, Ze plati podminka (usp) — toto prirazend je realizovano funkci key,
kterd vrcholu stromu prirazuje prvek jim reprezentovany;

2. kazdy strom T; je izomorfni s néjakym stromem H;;

3. T; nent izomorfni s Zddnym T pro i # j.
Z binarniho zapisu prirozenych cisel plyne, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 0 existuje prosta posloupnost
11,19, ...,1 prirozenych ¢isel takova, ze n = Z?Zl 2'. 7 toho plyne, ze pro kazdou neprazdnou mnozinu

S existuje binomidlni halda reprezentujici S. Tato halda obsahuje strom izomorfni s H;, pravé kdyz v
bindrnim zapise ¢isla |S| je na i-tém misté zprava 1.
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5.5.5 Algoritmy, korektnost

Operace pro binomiélni haldy jsou stejné jako pro leftist haldy zalozeny na operaci MERGE. Operace
MERGE pro binomiélni haldy je analogii s¢itani pfirozenych ¢isel v bindrnim zapise.

MERGE(H1, Hs):
(komentar: H; reprezentuje mnozinu S; pro i = 1,2 a S; NSy = )
i:=0, T :=prazdny strom, H := 0
while i < log(|S1| + |S2|) do
if existuje U € H; izomorfni s H; then

U1 =U
else
U, :=prazdny strom
endif
if existuje U € H, izomorfni s H; then
UQ =U
else
U, :=prazdny strom
endif
case

(existuje pravé jeden neprazdny strom V € {T, Uy, Us}) do:
vloz V do ‘H, T :=prazdny strom
(existuji pravé dva neprazdné stromy Vi, Vs, € {T,Uy,Us}) do:
T :=spoj(Vi, Va)
(vsechny stromy 7', U; a U, jsou neprazdné) do:
vloz T do H, T :=spoj(Us, Us)
endcase
1i=1+1
enddo
if T' #prazdny strom then vloz T" do ‘H endif
Vystup:H

spoj(11,T5):

if f(kofen T7) > f(kofen T5) then
vymeén stromy 17 a 15

endif

vytvor nového syna v kotene T

v :=kofen 15

Je vidét, ze kdyz oba stromy 17 a T jsou izomorfni s H;, pak vysledny strom operace spoj je izomorfni s
Hi—&—l‘

Korektnost operace MERGE plyne z tohoto pozorovani a z faktu, ze H; obsahuje strom izomorfni s H;,
pravé kdyz v bindrnim zépise ¢isla |S;| je na i-tém misté zprava 1, a ze T' je neprazdny strom, kdyz se
provadi posun fadu pii sc¢itani.

Implementace dalsich algoritmu je podobna jako pro leftist haldy.

INSERT (x):
Vytvor haldu H; reprezentujici {z}
MERGE(H, H,)
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MIN:
Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v H
Vystup: nejmensi z téchto prvku

DELETEMIN:

Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v H
T := strom, jehoz kotfen reprezentuje nejmensi prvek

Hl = H \ {T}

‘H, := halda tvofena podstromy 7" ur¢enymi syny kotene 7'
MERGE(H, H>)

Z podminky (usp) je zfejmé, ze nejmensi prvek v S je reprezentovan v koteni néjakého stromu haldy. Tim
je dana korektnost operace MIN.

7 uvodniho tvrzeni plyne, ze Ho v operaci DELETEMIN je binomidlni halda, a odtud plyne korektnost
operace DELETEMIN.

Operace DECREASE se implementuje pomoci operace UP a operace INCREASE pomoci operace
DOWN stejné jako v regularnich haldach.

Struktura binomialni haldy nepodporuje ptimo operaci DELETE — ta se da realizovat jediné jako posloup-
nost operaci DECREASE(s,00) a DELETEMIN. Operace MAKEHEAP se provadi opakovanim
operace INSERT.

5.5.6 Slozitost

Vypocet casové slozitosti operaci pro binomialni haldy vyuziva nékolik znamych faktu.

Véta. Pro binomialni haldy algoritmy operact INSERT, MIN, DELETEMIN, DECREASE ¢« MERGE
vyzadugi ¢as O(log(|S])), algoritmus operace INCREASE vyZaduje ¢as O(log*(|S|)) a algoritmus operace
MAKEHEAP cas O(|S)).

Dikaz. Operace MERGE simuluje s¢itani prirozenych ¢isel v bindrnim zdpise a mé tedy stejnou slozitost.
Protoze kazdy beh cyklu vyzaduje ¢as O(1), algoritmus MERGE vyzaduje ¢as O(log(|S1| + |52])).

Odhad slozitosti vytvareni haldy MAKEHEAP vyuzivd zndmého faktu, ze amortizovana slozitost
pfi¢itani 1 k bindrnimu &islu je O(1).

Odhad slozitosti operaci MIN a DELETEMIN je zalozen na pozorovani, ze binomialni halda reprezen-
tujici mnozinu S mé tolik stromu, kolik je jedni¢ek v bindrnim zapise |S|, a to je nejvyse log(|S]).

Z tvrzeni také plyne, ze vyska vSech stromu v binomidlni haldé je <log(|S|) a pocet synu kotene kazdého
stromu je také < log(]S|), pficemz tento odhad se ned4 zlepsit. Odtud dostavame slozitost operaci DE-
CREASE a INCREASE v nejhorsim pripadé.

]

Z téchto vysledkt je vidét, ze predchozi typy hald maji efektivnéjsi chovani nez binomialni haldy. Vyznam
binomidlnich hald tak spo¢iva predevsim v tom, ze se daji ddle zobecnit (timto zobecnénim jsou Fibonac-
ciho haldy) a Ze na nich lze krasné ilustrovat princip, Ze s fadou dprav je vyhodné pockat a neprovadét je
okamzite.
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5.5.7 Lina binomialni halda

Nasledujici algoritmy jsou zalozeny na ideji, ze ,vyvazovani“ staci provadét jen pii operacich MIN a
DELETEMIN, kdy je stejné zapotiebi prohledat vSechny stromy. Z tohoto duvodu zeslabime podminky
na binomialni haldy.

Lind binomidlni halda H reprezentujici mnozinu S je seznam stromu {77, 15, ..., Ty} takovy, ze
1. celkovy pocet vrcholu v téchto stromech je roven velikosti S a existuje jednoznacné prirazeni prvku

mnoziny S vrcholum stromu, které splituje podminku (usp) — toto ptifazeni je jako obvykle reali-
zovano funkci key;

2. kazdy strom T; je izomorfni s né¢jakym stromem H;.
V liné binomialni haldé je vynechan predpoklad neizomorfnosti stromu tvoticich haldu. Tento fakt se
projevi ve velmi jednoduchém algoritmu pro operaci MERGE.

MERGE(H,, H,):
Proved konkatenaci seznami H; a Ho

Samotny algoritmus pro operaci INSERT se nezméni, jen provede tuto implementaci operace MERGE.
Operace MIN a DELETEMIN pouziji nasledujici pomocnou proceduru vyvaz. Jejim vstupem je soubor
seznamu {O; | i = 0,1,...,k}, kde seznam O; obsahuje jen stromy izomorfni se stromem H;. Procedura
vyvaz pak z téchto stromu vytvoii klasickou binomidlni haldu.

vyvaz({O; |i=0,1,...,k}):
i:=0,H:=0
while existuje O; # () do
while |O;] > 1 do
vezmi dva ruzné stromy 17 a Ts z O;
odstran je z O;
spoj(Ti,Ts) vloz do O;1q
enddo
if O; # () then
strom 7' € O; odstran z O; a vloz do H

endif,

ti=1+1
enddo
Vystup: H
MIN:

Prohledej prvky reprezentované kotreny vsech stromt v H

Vystup: nejmensi z téchto prvkua

stromy rozdél do mnozin O; = {v8echny stromy v ‘H izomorfni s H;}
vyvaz({O; |i=0,1,..., [log(|S])|})

DELETEMIN:

Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v H

T := strom, jehoz kofen reprezentuje nejmensi prvek

stromy rozdél do mnozin O; = {vsechny stromy v H izomorfni s H; ruzné od T} U
{podstrom T urc¢eny néjakym synem kotene 7" izomorfni s H;}

vyvaz({O; |i=0,1,...,[log(|S])]})

Casova slozitost operaci INSERT a MERGE pii liné implementaci je O(1), ale casova slozitost operaci
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MIN a DELETEMIN je v nejhorsim piipadé O(|S]). Tento odhad je velmi $patny, ale ukazeme, ze
amortizovana slozitost ma rozumné hodnoty. Pfipominame, ze amortizovana slozitost je cas operace plus
ohodnoceni vysledné struktury minus ohodnoceni poc¢atecni struktury.

Konfiguraci ohodnotime poc¢tem stromu v haldé.

Tvrzeni. Amortizovand slozitost operaci MERGE o INSERT je O(1).

Dikaz. Protoze operace MERGE neméni pocet stromit a protoze operace INSERT ptida jen jeden strom,
je amortizovand slozitost operaci MERGE a INSERT stédle O(1). O

Lemma. Operace vyvaz vyzaduje cas O(k + Zf:o |0;])

Diikaz. Plati, protoze kazdy béh vnitinitho while-cyklu v operaci vyvaz vyzaduje cas O(1) a zmensi pocet
stromu v seznamech O; o 1. O

Pozorovani. Operace MIN bez podprocedury vyvaz vyzaduje c¢as O(|H|) a operace DELETEMIN bez
podprocedury vyvaz c¢as O(H + 1) pro takové i, Ze T je izomorfni s H;.

Ukéazeme, ze amortizovana slozitost operaci MIN a DELETEMIN pfi liné implementaci binomialnich

hald je O(log(|S)).
Lemma. Operace MIN wvyzaduje c¢as O(|H|) a operace DELETEMIN cas O(|H| + log(]S]))

Diikaz. Podle tvrzeni v ¢asti [B.0.3] je i < log(|S]), déle plyne z predchoziho. O

Veéta. Amortizovand slozitost operace MIN o« DELETEMIN je O(log(]S])).

Diikaz. Ohodnoceni klasické binomidlni haldy je nejvyse log(|S|) (obsahuje tolik stromu, kolik je 1 v
bindrnim zépise ¢isla |S]).

Z toho dostdvame, ze amortizovand slozitost operace MIN je O(|H| — |H| + log(|S])) = O(log(|S])).

Také amortizovana slozitost operace DELETEMIN je O(|H| + log(]S]) — |H] + log(|S])) = O(log(|S])).
O

Protoze si funkci ohodnoceni volime, muzeme pouzit takové multiplikativni koeficienty, aby jednotka casu
odpovidala jednotce v amortizované slozitosti. Proto lze |H| od sebe odecist.
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5.6 Fibonacciho haldy
5.6.1 Motivace

Vyznam Fibonacciho hald urcuje fakt, ze amortizovana slozitost operaci INSERT a DECREASE v
téchto halddch je O(1) a amortizovand slozitost operace DELETEMIN je O(log(|S]). Proto se hodné
pouzivaji v grafovych algoritmech, kde umoznuji v mnoha piipadech dosahnout asymptoticky témeéer
linedrni slozitosti. Nezname vsSak zadné experimentalni vysledky, které by porovnavaly pouziti Fibonac-
ciho hald a napt. d-regularnich hald v téchto grafovych algoritmech v praxi. Takze nezname podminky,
za kterych jsou Fibonacciho haldy lepsi nez tieba d-regularni haldy, ani nevime, do jaké miry je to jen
teoreticky vysledek a do jaké miry jsou opravdu prakticky pouzitelné.

5.6.2 Velmi neformadalni definice

Fibonacciho halda je opét kolekce stromi. Jde tu ale o to, ze ve Fibonacciho haldé je v kazdém stromé s k
syny alespon Fjo prvku — toho dosdhneme tak, ze se halda strasné ,casto“ rozpada — kazdému vrcholu
muzeme odebrat maximélné jednoho syna. Jakmile bychom mu chtéli odebrat dalstho, tak ho misto toho
useknem a dame jako dalsi strom.

5.6.3 Meéné neformalni definice

Neformalné feceno, je Fibonacciho halda mnozina stromu, jejichz nékteré vrcholy ruzné od kofenu jsou
oznaceny, a kde existuje jednoznacnd korepondence mezi prvky S a vrcholy stromu (realizovana funkef
key), kterd spliuje podminku (usp).

Toto je vsak jen priblizné vyjadreni. Existuji totiz struktury, na které se tento popis hodi, ale nevznikly z
prazdné Fibonacciho haldy aplikaci posloupnosti haldovych operaci. Ptitom diikaz efektivity Fibonacciho
hald se dosti vyrazné opira o fakt, ze halda vznikla z prazdné haldy aplikaci algoritmu pro Fibonacciho
haldy.

Proto nejprve popiseme algoritmy pro tyto operace, a pak budeme definovat Fibonacciho haldy jako
ty struktury vzniklé z prazdné haldy aplikaci posloupnosti téchto algoritmu.

5.6.4 Algoritmy

V algoritmech ptredpokladame, ze Fibonacciho halda je seznam stromiu, kde nékteré vrcholy rtzné od
korenu jsou oznaceny. Vrchol je oznacen, praveé kdyz neni kofen a kdyz mu byl nékdy diive odtrzen néktery
jeho syn. Toto se nezaznamendvé pro kofeny stromu. Proto kdyz se vrchol stane kofenem (odtrzenim
podstromu uréeného timto vrcholem), zapomene se tento idaj a zacne se znovu zaznamenavat, az kdyz
vrchol prestane byt kofenem. Rekneme, ze strom mé rank 4, kdyz jeho kofen mé i synt. Tento fakt
nahrazuje test pouzivany v binomidlnich haldach, ze strom je izomorfni se stromem H;.

Algoritmy pro operace MERGE, INSERT, MIN a DELETEMIN jsou zalozeny na stejnych idejich
jako algoritmy pro linou implementaci v binomialnich haldach, pouze pozadavek, aby strom byl izomorfni
s H;, je nahrazen pozadavkem, ze ma rank 7. Algoritmy pro operace DECREASE, INCREASE a

DELETE vychézeji z algoritmu pro tyto operace v leftist haldach. V algoritmech predpokladame, ze

c=1log'(3).

MERGE(H,, Hs):
Proved konkatenaci seznami H; a Ho
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INSERT(x):
Vytvor haldu H; reprezentujici {z}
MERGE(H, H,)

MIN:

Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v H
Vystup: nejmensi z téchto prvka

stromy rozdél do mnozin O; = {v8echny stromy v H s rankem i}

vyvazl({O; |i=0,1,..., |clog(v/5|S| + 1)]})

DELETEMIN:

Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v H

T := strom, jehoz kofen reprezentuje nejmensi prvek

stromy rozdél do mnozin O; = {vSechny stromy v H s rankem ¢ ruzné od 7} U
{podstrom T" urc¢eny nékterym synem kotene 7" s rankem i}

vyvazl({O; |i=0,1,..., |clog(v/5|S| +1)]})

vyvazl({O; |i=0,1,...,k}):
1:=0,H:=0
while existuje O; # () do
while |O;| > 1 do
vezmi dva ruzné stromy 17 a Ts z O;
odstran je z O;
spoj(Ti,Ts) vloz do O, 41
enddo
if O; # 0 then
strom 7" € O; odstran z O; a vloz ho do H
endif
1:=1+1
enddo
Vystup: H

SpOj (Tlv TQ):

if f(kofen 77) > f(koten T5) then
vymén stromy 717 a 15

endif

vytvor nového syna v kotene T

v :=kofen T}

DECREASE(s, a):
T :=strom v H, ktery obsahuje vrchol reprezentujici s
v :=vrchol stromu T reprezentujici s
if v neni koten then
odtrhni podstrom 7" uréeny vrcholem v
vyvaz2(T,v)
if v byl oznacen then zrus oznaceni v endif

vloz T" do H
endif
f(v):=fv) —a
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INCREASE(s, a):
T :=strom v H, ktery obsahuje vrchol reprezentujici s
v :=vrchol stromu T reprezentujici s
if v neni list then
odtrhni podstrom 7" ur¢eny vrcholem v
if v nenf koten then vyvaz2(T,v) endif
if v byl oznacen then zrus oznaceni v endif
zru§ oznaceni vSech synu vrcholu v
odtrhni podstromy 7" urcené vSemi syny v a vloz je do H
do H vloz strom majici jen vrchol v

endif
fv) = fv) +a
DELETE(s):

T :=strom v H, ktery obsahuje vrchol reprezentujici s
v :=vrchol stromu T reprezentujici s
if v neni list then
zru§ oznaceni synu vrcholu v
odtrhni podstromy urcené vSemi syny vrcholu v a vloz je do H
endif
if v neni kofen then vyvaz2(T,v) endif
zru$ vrchol v

vyvaz2(T,v):

u := otecv

while u je oznacen do
u' = otec(u), zrus oznaceni u
odtrhni podstrom 7" uréeny vrcholem
vioz T' do H, u =’

enddo

if u neni koren 7" then ozna¢ u endif

Vsimnéme si, ze kdyz stromy 7 a T» maji rank ¢, pak procedura spoj(7},7Ts) vytvoii strom s rankem
v+ 1.

Aby algoritmy pro operace MIN a DELETEMIN byly korektni, musime ukazat, ze vSechny stromy ve
Fibonacciho haldé H reprezentujici mnozinu S majf rank nejvyse clog(v/5|S| 4 1). Jen tak zajistime, aby
vysledna halda reprezentovala S, respektive S\ {prvek s nejmensi hodnotou f}.

Operace vyvaz2 zajistuje, Ze od kazdého vrcholu stromu rizného od koiene byl v tomto stromé odtrzen
podstrom nejvyse jednoho syna — v tom ptipadé je tento prvek oznacen a kdyz se mu odtrhava podstrom
dalstho syna, bude odtrzen i cely podstrom tohoto vrcholu (tim se tento vrchol stane kofenem stromu).
Kdyz se pozdéji stane tento vrchol zase vrcholem ruznym od kotene, cely proces se opakuje.

5.6.5 Slozitost operaci

Nasim cilem bude odhadnout amortizovanou slozitost téchto operaci, protoze slozitost v nejhorsim pripadé
neni pouzitelny vysledek. Abychom to mohli udélat, spoc¢itame parametry slozitosti jednotlivych operact:

MERGE - casova slozitost O(1), nevznika zadny novy strom, oznacené vrcholy se neméni;

INSERT - c¢asové slozitost O(1), pribyl jeden strom, oznacené vrcholy se nemént;

MIN - c¢asové slozitost O(|H]), po provedeni operace ruzné stromy v haldé maji ruzné ranky, oznacené
vrcholy se neméni;
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DELETEMIN - ¢asova slozitost O(|H| + pocet synt v), kde v reprezentoval prvek s nejmensi hodnotou
f. Po provedeni operace ruzné stromy v haldé maji ruzné ranky, zadny novy vrchol nebyl oznacen, nékteré
oznacené vrcholy prestaly byt oznacené;

DECREASE - ¢asova slozitost O(1+c), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly byt oznacené. Bylo pfiddno
1 + ¢ novych stromu a byl oznacen nejvyse jeden vrchol;

INCREASE - c¢asové slozitost O(1 4 ¢ + d), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly byt oznacené, d je
pocet synu vrcholu v reprezentujiciho prvek, jehoz hodnota se zvysuje. Bylo pfiddno nejvyse 1 + ¢ + d
novych stromu a byl oznacen nejvyse jeden vrchol;

DELETE — casova slozitost O(1 4 ¢+ d), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly byt oznacené, d je pocet
synu vrcholu v reprezentujiciho prvek, ktery se ma odstranit. Bylo pfiddno nejvyse ¢ + d novych stromu
a byl oznacen nejvyse jeden vrchol.

Pro vypocet amortizované slozitosti musime nejprve navrhnout funkci ohodnocujici konfigurace. Pti vysettovani
liné implementace binomialnich hald se ukazalo, ze vhodnym ohodnocenim je pocet stromu v haldé. Kdyz

si ale prohlédneme algoritmus pro operaci DECREASE, vidime, Ze zde je vhodné brat do ohodnoceni

i pocet oznacenych vrcholi, a to dokonce tak, aby se pokryl nejen ¢as, ale i piirustek stromu. To vede k
nasledujicimu ohodnoceni konfigurace: ohodnoceni je pocet stromu v konfiguraci plus dvojnasobek poctu
oznacenych vrcholu.

Tvrzeni. Necht p(n) je mazimdlni pocet syni vrcholu ve Fibonacciho haldé reprezentujici n-prvkovou
mnozinu. Pak amortizovand slozitost operaci MERGE, INSERT ¢« DECREASE je O(1) a operaci
MIN, DELETEMIN, INCREASE « DELETE je O(p(n)).

Diikaz. Tohle mi vibec neni jasné, z ¢eho by mélo plynout. ]

Abychom spocitali odhad p(n), vyuzijeme toho, ze Fibonacciho halda vznikla z prazdné haldy pomoci
popsanych algoritmu. Nejprve uvedeme jedno technické lemma.

Lemma. Necht v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldé a necht u je i-tyj nejstarsi syn vrcholu v. Pak u
md aspor i — 2 synal.

Dikaz. V momenté, kdy se u staval synem v, se aplikovala operace spoj, u a v byly kofeny stromu a mély
stejny pocet synu. Podle predpokladi mél vrchol v alespon i — 1 synu (jinak by u nebyl i-ty nejstarsi syn),
a protoze se od v mohl odtrhnout jen jeden syn, dostavame, ze v musi mit alespon ¢ — 2 synu. O

Tvrzeni. Necht v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldé, ktery md prdvé i syni. Pak podstrom uréensyj
vrcholem v md aspon Fio vrcholi.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme indukei podle maximalni délky cesty z vrcholu v do nékterého listu. Tato délka
je 0, pravé kdyz v je list. V tom pfipadé v nema syna a podstrom urceny vrcholem v méa jediny vrchol.
Protoze 1 = Fy = Fy,q, tvrzeni plati. Méjme nyni vrchol v, ktery ma k syni, a necht maximalni délka
cesty z vrcholu v do listu je j. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny vrcholy, pro néz tato délka je
mensi nez j, tedy plati i pro vSechny syny vrcholu v. Pak pro ¢ > 1 ma -ty nejstarsi syn vrcholu v podle
predchoziho lemmatu alespon ¢ — 2 synu a podle indukéniho predpokladu podstrom uréeny timto synem
ma alespon F; vrcholu. Odtud dostavame, ze podstrom urceny vrcholem v ma alespon

k k
1+F+Y Fi=1+)Y F
=2 i=1
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vrcholu, protoze F; = Fy (na levé strané prvni 1 je za vrchol v a prvni Fy je za nejstarsi vrchol). Indukei
pak dostaneme, ze

1+ZE:Fn+2

pro vSechna n > 0. Skutecné, pro n = 0 plati

0
L+) F=1=F=Fu,

i=1
pro n = 1 mame

1+ZE:1+F1:2:F3:F1+2
i=1

a z indukéniho predpokladu a z vlastnosti Fibonacciho ¢isel plyne, ze
n n—1
1+ZE:1+ZE+Fn: n+1+Fn: n+2-
i=1 i=1

Kdyz shrneme tato fakta, dostavame, ze podstrom urceny vrcholem v ma alespon Fj,o vrcholu, a tvrzeni
je dokazano. N

Pozn. studenta — zde se naprosto ztracim v toku vzorcu. Snad aspon pisu dobfe, co se snazime dokazovat.

logy (vVBn+1) 9

Lemma. p(n) < 1o, 51

Diikaz. Vezméme nyni nejmensi ¢ takové, ze n < Fj. Protoze posloupnost {F;}2, je rostouci, plyne z
predchoziho tvrzeni, ze kazdy vrchol ve Fibonacciho haldé reprezentujici n—prvkovou mnozinu ma méné
nez i — 2 synu (kdyz vrchol v Fibonacciho haldy mé ¢ — 2 synu, pak podstrom vrcholu v reprezentuje
mnozinu alespon s F; prvky). Proto p(n) < i — 2. K odhadu velikosti ¢ pouzijeme explicitni vzorec pro i-té

Fibonacciho ¢islo: , '

(%g)l B (%g)Z _ _(1 + \/S)Z _ i(l - \/E)Z
V5 VB2 Vo2
Protoze 0 > 1= ‘[ > — a protoze \/_ 5 > 2, dostavame, ze |\[(

1++v5. 3
E(z)_§<’7(2) 8

F =

) | < 2 pro viechna i =1,2,..., a tedy

S

Odtud plyne, ze kdyz ¢ spliiuje
1 1++v5yi 3
ne (L8
NG 8
pak n < F;. Pievedenim % na druhou stranu vyrazu, jeho vyndsobenim /5 a zlogaritmovanim dostaneme
nasledujici ekvivalenci:

3v5

, 1+
log,(vV/5n + T) < ilog, ( Vo)

)®n<7(2)g

1++5
2
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Z%5<1az§<1+f

5 plyne, ze

log, (v/5n + %g) < logy (v5n + 1)
log, %5 log, %

Tedy plati nésledujici implikace
0)

)

log(VBn+1) _ . log(v5n

< 1.
log, % log, (

Proto kdyz logQ‘[ )<z pak n < F}, a tedy p(n) <i—2.

Vysledky shrneme do nésledujici véty:

Veéta. Ve Fibonacciho haldé, kterd reprezentuje n-prvkovou mnozinu, ma kazdy vrchol stupen mensi nez

log,(v/5n 4 1)
(logy3) — 1

Amortizovand slozitost operaci INSERT, MERGE o« DECREASE je O(1) a amortizovand sloZitost
operaci MIN, DELETEMIN, INCREASE o DELETE je O(logn). Operace MIN o« DELETEMIN

jsou korektni.

Pro uplnost dokazeme, ze F; = 7

Dikaz. Pro i =1 plati

(55) - (59) _1+v5- 145 _2v5

NG NG N A

Pro i = 2 plati

(M) - (55) _142vB5-1425-5 45 o
NG 15 15 .

Indukéni krok:

(%59) = (57) _ (59T (0) - (59) ()

+ 22 : =l o+ F1=F.

Tedy indukei dostavame pozadovany vztah.
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5.6.6 Aplikace

Vratime se k Dijkstrové algoritmu. Mnozinu U budeme reprezentovat pomoci Fibonacciho haldy. Protoze
ohodnoceni je nezaporné a ohodnoceni pocatecni haldy je 0, dava odhad amortizované slozitosti také odhad
casové slozitosti (viz odstavec IV.). Proto Dijkstruv algoritmus s pouzitim Fibonacciho haldy vyzaduje v
nejhorsim piipadé cas O(|X|(1 +log | X|) + |R|) = O(|R| + | X|log | X|). Stejny vysledek dostaneme i pro
konstrukci nejmensi napnuté kostry grafu.

Otéazka je, kdy v Dijkstrové algoritmu nebo v algoritmu konstruujicim nejmensi napnutou kostru pouzit
Fibonacciho haldu a kdy napt. d-regularni haldy. Lze tici, Ze Fibonacciho halda by méla byt vyrazné lepsi
pro vétsi, ale fidké grafy (tj. grafy s malym poctem hran). D4 se predpoklddat, ze d-reguldrni haldy budou
lepsi (diky svym jednodussim algoritmtim) pro husté grafy (tj. grafy, kde pocet hran je | X|'™® pro vhodné
e > 0). Problém je, pro které hodnoty nastava zlom. Nevim o zaddnych experimentédlnich ani teoretickych
vysledcich tohoto typu.

5.6.7 Historicky prehled

Binarni neboli 2-regularni haldy zavedl Williams 1964. Jejich zobecnéni na d-regularni haldy pochéazi od
Johnsona 1975. Leftist haldy definoval Crane 1972 a detailné popsal Knuth 1975. Binomialn{ haldy navrhnl
Vuillemin 1978, Brown 1978 je implementoval a prokézal jejich praktickou pouzitelnost. Fibonacciho haldy
byly zavedeny Fredmanem a Tarjanem 1987.

6 Tridici algoritmy

Pozn. studenta — zde jsem to jiz vzdal; tedy zbytek skript je témeér neupraven. Mozna se k tomu nékdy
dostanu.

Jednou z nejcastéji fesenych tloh pii praci s daty je settidéni posloupnosti prvka néjakého typu. Proto
velkd pozornost byla a je vénovana tfidicim algoritmum feSicim tuto ulohu, kterd svym charakterem a
svymi pozadavky na algoritmy je fazena do datovych struktur. Byla navrzena tada algoritmu, které se
stale jesté analyzuji a optimalizuji. Analyzy jsou velmi detailni a algoritmy se studuji za ruznych vstupnich
predpokladu. Kromé toho tiidéni je jedna z mala tloh, pro kterou alespon za jistych predpokladu umime
spocitat dolni odhad slozitosti.

Formulace tlohy:

Necht U je totdlné uspoiddané univerzum.

Vstup: Prosta posloupnost {a,as, ..., a,} prvku z univerza U.

Vystup: Rostouci posloupnost {b, ba, ..., b,} takova, ze {a; | it =1,2,...,n} ={b; |1 =1,2,...,n}.
Tento problém se nazyva tridéni. V praxi se setkavame s fadou jeho modifikaci, a nichz asi nejbéznéjsi
je vynechani piedpokladu, Ze vstupem je prostd posloupnost. Pak jsou dvé varianty feseni — bud se ve
vystupni posloupnosti odstrani duplicity nebo vystupni posloupnost zachova ¢etnost prvka ze vstupni
posloupnosti.

Zékladni algoritmy, které tesi tiidici problém, jsou QUICKSORT, MERGESORT a HEAPSORT.
6.0.8 HEAPSORT
S algoritmem HEAPSORT jsme se seznamili pti aplikacich hald. Byl to prvni algoritmus pouzivajici

haldy (binarni regularni haldy byly definovany pravé pii navrhu HEAPSORTU). Podivame se detailnéji
na jednu z jeho implementaci, ktera tridi takzvané na misté.
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Tiidici algoritmy se casto pouzivaji jako podprocedura pii feSeni jinych tloh. V takovém piipadé je ob-
vykle vstupni posloupnost ulozena v poli v pracovni paméti programu a pozadavkem je setiidit ji bez
pouziti dalsi paméti pouze s vyjimkou omezeného (malého) po¢tu pomocnych proménnych. Pro feseni to-
hoto problému se hodi HEAPSORT. Zvolime implementaci HEAPSORTU pomoci d-regularnich hald,
které jsou reprezentovany polem, v némz je ulozena vstupni posloupnost (viz odstavec Aplikace v kapitole
o d-regularnich haldéch). Pouzijeme algoritmus s jedinou zménou — budeme pozadovat dudlni podminku
na usporadani (to znamend, ze prvek reprezentovany vrcholem bude mensi nez prvek reprezentovany jeho
otcem) a nahradime operace MIN a DELETEMIN operacemi MAX a DELETEMAX. V algoritmu
vzdy umistime odebrané maximum na misto prvku v poslednim listu haldy (tj. prvku, ktery ho pfi op-
eraci DELETEMAX nahradil) misto toho, abychom ho vlozili do vystupni posloupnosti. Musime si
ale pamatovat, kde v poli kon¢i reprezentovana halda. Kazda aplikace operace DELETEMAX zkrati
pocatecni usek pole reprezentujicitho haldu o jedno misto a zaroven o toto misto zvétsi druhou cast, ve
které je ulozena jiz settidéna cast posloupnosti.

HEAPSORTU je stéle vénovana velkd pozornost a bylo navrzeno nékolik jeho modifikaci, snazicich se
napf. minimalizovat pocet porovnani prvku apod.

6.0.9 MERGESORT

Nejstarsi z uvedenych algoritmt je MERGESORT, ktery je starsi nez je pocitacovd éra, nebot nékteré
jeho verze se pouzivaly uz ptfi mechanickém tiidéni. PopiSeme jednu jeho iteracni verzi, tzv. prirozeny

MERGESORT.

MERGESORT (a4, as, . .., a,):
Q je prazdna fronta, i = 1

ji=1i
while i <n aa;;; >a; doi:=i+ 1 enddo
posloupnost P = (a;, a;41, ..., aq;) vloz do @
1:=1+1

enddo

while |Q| > 1 do
vezmi P, a P, dvé posloupnosti z vrcholu @)
odstran P, a P, z Q)
MERGE(P,, P;) vloz na konec @

enddo

Vystup: posloupnost z ()

MERGE(Pl = ((117 ag, . .. ) 2
P := je prazdna posloupnost 1=
while : <n a j <m do
if a; < b; then
cr=a,1:=1+1, k:=k+1
else
ck:=0b;, =7+, k:=k+1
endif
enddo
while 7 <n do
chi=a;,1:=1+1, k:=k+1
enddo
while ;7 <m do
e =0b, =7+ k=k+1
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enddo
Vystup: P = (¢1,¢2, .., Coim)

Vsimnéme si, ze vsechny posloupnosti v ) jsou rostouci a ze sjednocenim vsech jejich prvku je vzdy na
zacatku behu cyklu while |Q| > 1 do mnozina {a; |i = 1,2,...,n}. Protoze pocet posloupnosti ve fronté
Q@ je nejvySe roven délce vstupni posloupnosti a kazdy prubéh tohoto cyklu zmensi jejich pocet o 1, je
algoritmus MERGESORT korektni.

Spocitame casovou slozitost MERGESORTU. Nejprve vysSetiime slozitost podprocedury MERGE.
Protoze urceni prvku ¢, vyzaduje ¢as O(1) (provede se nejvyse jedno porovnani) a protoze maximalni
hodnota k je n + m, dostavdame, ze podprocedura MERGE vyzaduje ¢as O(n + m) (nejvyse n + m
porovnéni), kde n a m jsou délky vstupnich posloupnosti.

Nyni vypocteme slozitost hlavni procedury. Ziejmé prvni cyklus vyzaduje linearni cas. VysSetiime druhy
cyklus probihajici pres frontu ). Predpokladejme, ze pred prvnim béhem tohoto cyklu je na vrcholu @
specidlni znak f, ktery se vzdy pouze prenese z vrcholu ) na jeji konec. Protoze mezi dvéma prenosy
1 projde kazdy prvek vstupni posloupnosti podprocedurou MERGE pravé jednou, vyzaduji jednotlivé
béhy cyklu cas O(n), kde n je délka vstupni posloupnosti (a zaroven soucet vsech délek posloupnosti v
(). Vsechny posloupnosti v ) maji na poc¢atku délku > 1. Odtud jednoduchou indukei dostaneme, ze
po i-tém pienosu znaku f maji délku > 2°=1. Proto pocet ptenost je nejvyse [logyn], a tedy algoritmus
MERGESORT vyzaduje ¢as O(nlogn) (provede se nejvyse nlogn porovnéni).

Vzhledem k poctu porovnani je MERGESORT optimalni tiidici algoritmus. Navic v této verzi je adap-
tivni na predtiidéné posloupnosti, které maji jen maly pocet dlouhych setiidénych tseku (béhu). Pii
konstantnim po¢tu béhu ma slozitost O(n). Jind jeho verze, kterd zacind slévani vzdy od jednoprvkovych
posloupnosti (tzv. pfimy MERGESORT) tuto vlastnost nem4.

6.0.10 QUICKSORT

Nyni popiseme patrné viubec nejpouzivanéjsi tiidici algoritmus, kterym je QUICKSORT. Duvodem je, ze
pro obecnou posloupnost je nejrychlejsi, pti rovnomérném rozlozeni vstupnich polsoupnosti ma nejmensi
ocekavany cas.

Quick(a;, ait1, ..., a;):
if 1 = 5 then
Vystup: (a;)
else
zvol k takové, ze 1 < k < j,a:=ap, vymén a; a a, l : =i+ 1,q:= 7
while true do
while a; <ado!l:=1+1 enddo
while a, > a do ¢ := ¢ — 1 enddo
if [ > g then
exit
else
vymén q; a ag, l:=1+1,qg:=q—1
endif
enddo
if i+ 1 =1 then
Vystup(a,Quick(agt1, agro,- .-, a;))

else
if j = ¢q then
Vystup(Quick(a;;1, aira,. .., a-1),a)
else
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Vystup(Quick(ait1, aito, - .., a-1), a,Quick(ags1, - - ., a;))
endif
endif
endif

QUICKSORT (ay, as, ..., a,):

Vystup(Quick(a, as, ..., a,)) Algoritmus Quick setiidi posloupnost (a;, a;11,- .., a;) tak, ze pro prvek
a = ay, vytvoil posloupnost (a;,a;t1,...,a—1) vSech prvku mensich nez a a posloupnost (ag+1,...,a;)
vSech prvku vétsich nez a. Na tyto posloupnosti pak zavola sam sebe a do vysledné posloupnosti ulozi
nejprve settidénou prvni posloupnost, pak prvek a a nakonec settidénou druhou posloupnost. Korektnost
procedury Quick i algoritmu QUICKSORT je tedy ziejma, protoze [ < j a ¢ < q.

Procedura Quick bez rekurzivniho volani vyzaduje ¢as O(j —1i). Tedy kdyby ay byl medidn (tj. prostfedni
prvek) posloupnosti (a;, ait1, ..., a;), pak by algoritmus QUICKSORT v nejhorsim piipadé vyzadoval
¢as O(nlogn). Jak uvidime pozdéji, median lze sice nalézt v linedrnim ¢ase, ale pouziti jakékoli procedury
pro jeho nalezeni m4 za nasledek, ze algoritmy MERGESORT a HEAPSORT budou rychlejsi (nikoliv
asymptoticky, ale multiplikativni konstanta bude v tomto pripadé vysokd). Proto je tieba vybrat prvek
ar (tzv. pivot) co nejrychleji. Puvodné se bral prvni nebo posledni prvek posloupnosti. Pii této volbé a
pii rovnomérném rozdéleni vstupu je ocekdvany cas QUICKSORTU O(nlogn) a algoritmus je obvykle
rychlejsi nez MERGESORT a HEAPSORT. Avsak ¢as v nejhorsim pripadé je kvadraticky a dokonce
pro urcita rozdéleni vstupnich dat je i ocekdvany cas kvadraticky. Proto tuto volbu pivota neni vhodné
pouzivat pro ulohy, kdy nezname rozdéleni vstupnich dat (mohlo by se stat, ze je nevhodné). Jednoduse to
lze napravit tak, ze budeme volit £ ndhodné. Bohuzel pouziti pseudonahodného generdtoru také vyzaduje
jisty cas, a pak uz by algoritmus zase nemusel byt rychlejsi nez algoritmy MERGESORT a HEAPSORT
(navic takto ndhodné zvoleny prvek neni skuteéné ndhodny, ale to v tomto piipadé nevadi). Dusledkem je
navrh vybirat pivota jako median ze tii nebo péti pevné zvolenych prvku posloupnosti. Praxe ukéazala, ze

vvvvvv

Protoze pii kazdém volani ma Quick jako argument kratsi vstupni posloupnost, lze ukazat, ze:

1. pii kazdé volbé pivota je nejhorsi cas algoritmu QUICKSORT O(n?),

2. pokud je pivot vybréan jednoduchym a rychlym zpusobem (to plati, i kdyz se voli ndhodné), pak
existuji vstupni posloupnosti, které vyzaduji ¢as O(n?),

3. ocekavany cas je O(nlogn).

Nésledna analyza ocekdvaného piipadu je pro ndhodné zvoleného pivota (bez dalstho predpokladu na
vstupni data) nebo pro pfipad, kdy pivot je pevné zvolen a data jsou rovnomérné rozdélena.

Ukazeme dva zpusoby vypocty ocekdvaného ¢asu. Jeden je zalozen na nékolika jednoduchych pozorovanich
standardni. Hlavni idea v obou pfiipadech spociva v tom, ze ocekavany cas algoritmu QUICKSORT
je umérny ocekavanému poctu porovnani v algoritmu QUICKSORT. Tento fakt plyne piimo z popisu
algoritmu. Budeme tedy pocitat ocekavany pocet porovnani pro algoritmus QUICKSORT.

Prvni zpusob vypoctu:

Kazdé dva prvky a; a a; algoritmus QUICKSORT porovnd pii tfidéni posloupnosti (aq,as,...,a,)
nejvyse jednou, pricemz kdyz porovnava a,; a a;, pak pro néjaky béh podprocedury Quick je a; nebo a;
pivot, ale v pfedchozich bézich Quick a; ani a; nebyl pivotem (protoze pivot je vzdy vyfazen z nasledujicich
volani této podprocedury).

Necht (b, bs,...,b,) je vyslednd posloupnost. Oznacme X;; boolskou proménou, kterd mé hodnotu 1,
kdyz QUICKSORT provedl porovnani mezi prvky b; a b;, a jinak ma hodnotu 0. Predpokladejme, Ze je
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to nahodna velicina. Kdyz p; ; je pravdépodobnost, ze X; ; = 1, pak ocekdvana hodnota X ; je
E(Xi;) = 0(1 = pij) + 1pij = pij-

Protoze pocet porovnani pii béhu algoritmu QUICKSORT je

n n
> 2 Xig
i=1 j=i+1

a protoze ocekavana hodnota sou¢tu nahodnych proménnych je souctem ocekavanych hodnot, dostavame,
ze ocekavany pocet porovnani v algoritmu QUICKSORT je

DD By =) > iy

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

Abychom spocitali p; ;, popiseme chovani algoritmu QUICKSORT pomoci modifikace stromu vypoctu.
Bude to binarni strom, v némz kazdy vrchol odpovidd jednomu béhu podprocedury Quick. Vrchol v bude
vnitfnim vrcholem, kdyz odpovidajici podprocedura volila pivota, a tento pivot bude ohodnocenim v. V
podstromu levého syna vrcholu v budou pravé vsechna nasledujici rekurzivni volani podprocedury Quick
nad ¢asti posloupnosti, kterd predchazi pivotu. Analogicky v podstromu pravého syna vrcholu v budou
pravé vsechna nésledujici rekurzivni volani procedury Quick nad c¢éasti posloupnosti, ktera nasleduje po
pivotu. Listy stromu odpovidaji volani procedury Quick nad jednoprvkovymi posloupnostmi a kazdy
takovy jednotlivy prvek ohodnocuje prislusny list. Kdyz vrchol v odpovida volani Quick nad posloup-
nosti (a;,a;4+1,...,a;), pak vrcholy v podstromu levého syna v jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti
(@i, @it1,-..,a;—1) a vrcholy v podstromu pravého syna vrcholu v jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti
(@g41, - - -, aj) (po prerovnani). Déle plati {a; | i <1 <j}={b|i <1 <j}.

Ocislujeme vrcholy tohoto stromu prohledavanim do sitky za ptedpokladu, ze levy syn vrcholu predchézi
pravému synu. Necht (cg,cs,...,¢,) je posloupnost prvku {a; | 1 < i < n} v poradi daném timto
ocislovanim. Pak plati, ze X;; = 1, pravé kdyz prvni prvek v posloupnosti (¢1,¢co,...,¢,) z mnozi-
ny {b | i« <1 < j} je bud b; nebo b;. Pravdépodobnost tohoto jevu je ﬁ, tedy p;; = ﬁ% pro
1 <i <7 <n.Odtud ocekdvany pocet porovnani v algoritmu QUICKSORT je

n n n n— H—l n
Z Z Pij = Z Z —Z Z k Z]i) §2n/ édmz?nlmn.
i=1 j=it+1 =1 j—it1 i=1 k=2 1

Druhy zpusob vypoctu:
Oznaéme Q)S(n) ocekdvany pocet porovnani provedenych algoritmem QUICKSORT pii tfidéni n-clenné
posloupnosti. Pak plati

QS(0) =QS(1) =
Qs<n):%(Zn—HQS@HQS(n—k—m) no14 2 Z

Z toho dostavame, ze
n—1

nQS(n) =n(n—1)+2» QS(k)

PrepiSeme jesté jednou tuto rovnici s n + 1 misto n:

(n+1)QS(n+1)=(n+ 1)n+2i@5(k:)
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Od této rovnice odec¢teme rovnici predchozi a po jednoduché upravé ziskame rekurentni vztah

2n n+2
_|_
n+1 n-+1

QRS(n+1) = QS(n).

Postupnym dosazovanim dostaneme feseni

2n+1)(Y 5 —5) <2+ 1)((/711 Lir) - 3) =

2nln(n+1)+2In(n+1) —n — 1.
Pro dostatecné velka n tedy plati

2nln(n+1)+2In(n+1) —n < 2nlnn.

6.0.11 Porovnani tridicich algoritmu

Nyni porovname slozitost algoritmu HEAPSORT, MERGESORT, QUICKSORT, A-sort (byl popsan
v kapitole o (a, b)—stromech), SELECTIONSORT a INSERTIONSORT. Pripomenme si, ze SELEC-
TIONSORT tiidi posloupnost tak, ze jednim prichodem nalezne jeji nejmensi prvek, ktery vytradi a vlozi
do vysledné posloupnosti (ve verzi, ktera tiidi na misté, ho vymeéni s levym krajnim prvkem pole). Tento
proces pak opakuje se zbytkem puvodni posloupnosti. Tato idea byla zakladem algoritmu HEAPSORT.
INSERTIONSORT tiidi tak, ze do jiz setiidéného zacatku posloupnosti vklada dalsi prvek, ktery pomoci
vymeén zafadi na spravné misto, a tento proces (za¢ind druhym prvkem zleva) opakuje.

QUICKSQORT v nejhorsim pifpadé vyzaduje cas ©(n?), ocekdvany ¢as je 9nlogn, v nejhorsim pifpadé

provadi % porovnani, ocekdvany pocet porovndni je 1.44nlogn. Potiebuje n + logn + konst paméti,
pouziva primy pristup k paméti a neni adaptivni na predtiidéné posloupnosti.

HEAPSORT v nejhorsim pripadé vyzaduje cas 20nlogn, ocekavany cas je < 20nlogn, v nejhorsim i
v ocekdavaném pripadé provadi 2nlogn porovnani. Potifebuje n + konst paméti, pouziva primy ptistup k
paméti a neni adaptivni na predtfidéné posloupnosti.

MERGESORT v nejhorsim piipadé vyzaduje cas 12nlogn, ocekavany cas je < 12nlogn, v nejhorsim i
v otekdvaném piipadé provadi nlogn porovnani (nejmensi mozny pocet). Pottebuje 2n + konst paméti,
pouziva sekvencni ptistup k pameéti a ma verzi, kterd je adaptivni na predtfidéné posloupnosti s malym
poctem béhu.

A-sort v nejhorsim piipadé i v ocekaném piipadé vyzaduje cas O(nlog %), kde F' je pocet inverzi ve vstupni
posloupnosti, v nejhorsim i v otekdvaném piipadé provadi O(nlog %) porovnani. Pottebuje 5n + konst
paméti, pouziva primy pristup k paméti a je adaptivni na predtiidéné posloupnosti s malym poctem in-
verzi.

SELECTIONSORT v nejhorsim i v ocekdvaném pifpadé vyZzaduje ¢as 2n?, poéet porovndni v nejhorsim
i v ocekavaném piipadé je "—22 Potiebuje n+konst paméti, pouziva primy pristup k paméti a neni adaptivni
na predtiidéné posloupnosti.

INSERTIONSORT v nejhorsim i v o¢ekdvaném pifpadé vyzaduje éas O(n?), pocet porovnani v ne-
jhorsim ptipadé je %2, v o¢ekavaném pripadé %2. Potiebuje n 4+ konst paméti, pouziva sekvenéni piistup
k paméti a ma verzi, kterd je adaptivni na predtiidéné posloupnosti s malym poc¢tem inverzi.

Prezentované vysledky byly spocitdny pro model RAM (viz Mehlhorn 1984).
Ocekavany cas pro HEAPSORT je prakticky stejny jako jeho nejhorsi cas. Byly navrzeny verze, které

optimalizuji pocet porovnani, ale vétsinou maji vétsi naroky na cas, a proto az na vyjimky nejsou pro
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praktické pouziti vhodné. Situace pro MERGESORT je komplikovangjsi, hodné zavisi na konkrétni
verzi algoritmu. Algoritmus MERGESORT je nejvhodnéjsi pro externi paméti se sekvenénim pristupem
k datim, pro interni pamét kvili velké prostorové naroc¢nosti neni doporucovan (je napt. dvojnasobnd
proti HEAPSORTU a témér dvojnasobna proti QUICKSORTU). Také se hodi pro navrh paralelnich
algoritmt. Pro tfidéni kratkych posloupnosti je doporucovano misto QUICKSORTU pro posloupnosti
délky < 22 pouzit SELECTIONSORT a pro posloupnosti délky < 15 INSERTIONSORT. To vede k
navrhu optimalizovanéh QUICKSORTU, ktery, kdyz vola rekurzivné sam sebe na kratkou posloupnost,
pak pouzije SELECTIONSORT nebo INSERTIONSORT. V algoritmu A-sort se doporucuje pouzit
(2, 3)-strom. Pomér ¢asu spotiebovanych algoritmy QUICKSORT, MERGESORT a HEAPSORT na
klasickych pocitacich uvadi Mehlhorn (1984) jako 1 : 1.33 : 2.22. To v8ak nemusi byt pravda pro soucasné
procesory, paméti a operacni systémy.

6.0.12 Slévani nestejné dlouhych posloupnosti

V algoritmu MERGESORT jsme pouzili frontu, ktera tidila proces slu¢ovani rostoucich posloupnosti.
Tato metoda je uspokojujici a davé optimélni vysledek (ve smyslu ¢asové narocnosti), pokud posloupnosti
ve fronté jsou stejné dlouhé. Pokud se ale jejich délky hodné lisi, nedosdhneme timto zpusobem optimalniho
vysledku. Pritom ruzné verze tohoto problému se vyskytuji v mnoha tlohach. Jednou z prvnich loh, kde
jsme se s nim setkali, je konstrukce Huffmanova kédu — to je minimalni redundantni kéd, ktery byl nalezen
v roce 1952. K optimalnimu feSeni vede napt. postup, ktery je kombinaci ‘mergeovani’ a optimalizace a
pouziva metody dynamického programovani. Nejprve formalné popiseme abstraktni verzi tohoto problému.

Vstup: Mnozina rostoucich navzajem disjunktnich posloupnosti.
Ukol: Pomoci operace MERGE co nejrychleji spojit vSechny tyto posloupnosti do jediné rostouci posloup-
nosti.

Predpokladejme, ze mame postup, ktery z danych rostoucich posloupnosti vytvori jedinou rostouci po-
sloupnost. Tento postup urcuje uplny binarni strom 7', jehoz listy jsou ohodnoceny vstupnimi posloupnos-
tmi a kazdy vnitini vrchol je ohodnocen posloupnosti, ktera je sloucenim vstupnich posloupnosti ohod-
nocujicich listy v podstromu urc¢eném timto vrcholem. Tedy kofen je ohodnocen vystupni posloupnosti.
Formalné pro kazdy vnitini vrchol v plati:

1. ""kdyz v1 a vy jsou synové v a P(v) je posloupnost ohodnocujici vrchol v, pak
P(v) =MERGE(P(v1), P(vg)).

Ozna¢me [(P) délku posloupnosti P. Pak soucet ¢asu, které v tomto procesu vyzaduje podprocedura
MERGE, je O _{l{(P(v)) | v je vnitini vrchol stromu 7'}). Indukei lehce dostaneme, ze

Z{l(P(U)) | v vnitini vrchol stromu 7'} = Z d(t)I(P(t)),
{t je list T'}
kde d(t) je hloubka listu ¢.

Kdyz tedy T je uplny binarni strom, jehoz listy jsou ohodnoceny navzajem disjunktnimi rostoucimi
posloupnostmi, pak nésledujici algoritmus Slevani spoji tyto posloupnosti do jediné rostouci posloup-
nosti a procedury MERGE budou vyzadovat celkovy cas

O( Y dt(P(t):.

{t je list T}

Slevani(7, {P(l) | [ je list T'})
while P(kofen T') neni definovéano do
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v := vrchol T takovy, ze P(v) neni definovéno a
pro oba syny vy a vy vrcholu v jsou P(vy) a P(vy) definovany
P(v) :=MERGE(P(v1), P(vq))
enddo Nyni muzeme preformulovat puvodni problém:
Vstup: n ¢isel z1, 29, ..., 2,
Vystup: dplny bindrni strom 7' s n listy a bijekce ¢ z mnoziny {1,2,...,n} do listu T takovd, ze
Yo d(¢())x; je minimalni (kde d(¢(7)) je hloubka listu ¢(7)).

Rekneme, ze dvojice (T, ¢) je optimdlni strom vzhledem k xq,xs, ..., x,.

V preformulované iloze uz nepracujeme s posloupnostmi, ale jen s jejich délkami. To znamena, ze kdyz pro
puvodni ilohu byly vstupem posloupnosti Py, P, ..., P,, pak pro preformulovanou tlohu jsou vstupem jen
délky I(Py),l(P),...,l(P,). Strom vytvoteny pro pieformulovanou tlohu je pouzit v algoritmu Slevani
tak, ze posloupnost P; ohodnocuje list, ktery byl v preformulované iloze ohodnocen délkou I(P;), a hledané
posloupnost v puvodni tiloze ohodnocuje kotren stromu.

Méjme mnozinu {x; | i = 1,2,...,n}. Pro Gplny bindrni strom 7' s n listy a bijekci ¢ z mnoziny {1,2,...,n}
do listt stromu 7" definujme

Cont(T, ¢) = Z d(o(1))x;,

kde d(¢(7)) je hloubka listu ¢(i), tj. délka cesty z kofene do listu ¢(i) pro i = 1,2,...,n. Chceme zkon-
struovat Uplny bindrni strom s n listy, ktery minimalizuje hodnotu Cont. K feSeni pouzijeme néasledujici
algoritmus, ktery je upravenou verzi hladového algoritmu pro nas problém.

Optim(zy, 29, ...2,):
V' je mnozina n jednoprvkovych stromu
¢ je bijekce mezi {1,2,...,n} a mnozinou V
for every v € V do c(v) := x4-1(,) enddo
while |V| > 1 do
vezmi z V' dva stromy v; a vy s nejmensim ohodnocenim
odstran jez V
vytvor novy strom v spojenim stromu vy a vy
c(v) := c(v1) + ¢(v2), strom v vloz do V/
enddo
Vystup: (T, ¢), kde T je strom v mnoziné V'

Vytvoreni nového stromu v spojenim stromu v; a vy znamena vytvoreni nového vrcholu, ktery bude
korenem stromu v a jehoz synové budou kotfeny stromu v; a vs. To je analogické procedute spoj.

Véta. Pro danou posloupnost ¢isel (xq,xa, ..., z,) algoritmus Optim nalezne optimdlni strom pro mnoZinu
T1,%, ..., Ty a pokud je posloupnost (x1,xs,. .., x,) neklesajict, pak vyzZaduje ¢ase O(n).

Diikaz. Dukaz mé dvé casti. V prvni dokazeme korektnost algoritmu a ve druhé popiSeme reprezentaci
mnoziny V' a vypocteme casovou slozitost.

Nejprve pripomenme, ze ¢(i) je list T' pro kazdé i € {1,2,...,n}. Protoze na zacatku V' obsahuje jen
jednoprvkové stromy, tak tvrzeni plati. Kazdy béh cyklu while do zmensi pocet stromt V' o jeden, ale
nezméni mnozinu listu. Proto T je strom s n listy, ¢ je bijekce z {1,2, ..., n} do mnoziny listu T" a algoritmus
vzdy konéi. Dokézeme indukei podle n, ze zkonstruovanad dvojice (T, ¢) je optimélni strom vzhledem k
(x1,x9,...,x,). Kdyz n = 2, tvrzeni ziejmé plati. Predpoklddejme, ze plati pro kazdou posloupnost ¢isel
(1,92, - Yn_1), a necht x; < x5y < --+ < @, je neklesajici posloupnost ¢isel. Bez ijmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze v prvnim kroku algoritmus Optim zvolil stromy ¢(1) a ¢(2). Uvazujme mnozinu
(Y1,Y2, - Yn-1), kde y; = xip0 pro i = 1,2,...,n — 2, y,_1 = 11 + T3. Necht 7" je strom ziskany
ze stromu T odstranénim listi ¢(1) a ¢(2) a necht 1 je bijekce z mnoziny {1,2,...,n — 1} takova, ze
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Y(i) = ¢(i+2) proi=1,2,...,n—2a(n—1) je otec listu ¢(1). Pak muzeme predpokladat, ze algoritmus
Optim(yy, Yo, - - -, Yn_1) zkonstruoval strom (7”,1), a podle indukéniho predpokladu je to optimélni strom
pro (Y1,%2, - -, Yn_1). Necht (U,0) je optimalni strom vzhledem k (xy,xs, ..., z,). Zvolme vnitini vrchol u
stromu U takovy, ze délka cesty z kotfene do vrcholu u je nejvétsi mezi vSemi vnitinimi vrcholy stromu U.
Necht u; a uy jsou synové u, pak nutné u; a ug jsou listy stromu U. Necht 4,5 € {1,2,...,n} takové, ze
0(i) = uy, 6(j) = ug. Po eventudlnim prejmenovani muzeme predpokladat, ze kdyz i, j € {1,2}, pak i =1
a j = 2. Definujme n z {1,2,...,n} do listu U tak, ze n(1) = uy, n(2) = ug, n(i) = 6(1), n(j) = 6(2) a
n(k) = (k) pro vsechna k € {3,4,...,n}\ {i,7}. Pak n je bijekce a

Cont(U,n) — Cont(U, 0) = (d(u1) — d(0(1))(z1 — ;) + (d(uz) — d(0(2))(x2 — x;).
Z volby u plyne, ze d(uy) > d(6(1)), d(uz) > d(6(2)), 1 < x; a 29 < z;. Odtud

(d(ur) = d(0(1))(x1 — 3) + (d(ug) — d(0(2))(x2 — 2;) <0

a protoze (U, 0) je optimalni strom pro (xy, z,...,z,), dostavame, ze (U, n) je také optimalni strom pro
(1,22, ..., x,). Odstranénim listi u; a uy ze stromu U dostaneme strom U’. Definujme 7z {1,2,...,n—1}
predpisem 7(i) = n(i +2) proi = 1,2,...,n —2 a 7(n — 1) = u. Pak 7 je bijekce z {1,2,...,n — 1} do
mnoziny listu U’ a protoze (1”,) je optimdlni strom pro (yi1, ¥y, - - -, Yn_1), Dlati, ze

Cont(T", 1) < Cont(U’, 7).
Protoze

Cont(T, ¢) = Cont(T',v) + x1 + x2 ,
Cont(U,n) = Cont(U’, 7) + 21 + @9

pak zaver je, ze (T, ¢) je optimdlni strom pro (xy, za,. .., T,).

Predpokladejme opét, ze x4 < z9 < --- <z, a ze v daném okamziku jsou vy, va, . .., vg postupné vytvorené
viceprvkové stromy (tj. strom v; byl vytvoren pted stromem v;, kdyz ¢ < j). V tomto okamziku je mnozina
V' sjednocenim mnoziny {vy, v, ..., v} a mnoziny jednoprvkovych stromu, které nebyly jesté zpracovany.
Nyni vytvorime strom w spojenim stromu #; a ts s nejmensim ohodnocenim. Z popisu algoritmu plyne, ze
kdyz strom v; pro¢ = 1,2, ..., k vznikl spojenim stromu u; a ug, pak max{c(uy), c(uz)} < min{c(ty), c(t2)},
a proto c(w) > c(v;) pro kazdé i = 1,2, ..., k. Pak indukeci okamzité dostdvame, ze c(vy) < ¢(vg) < -+ <
c(vg). Tedy staci, abychom meéli rostouci posloupnost listu a v ni ukazatel na nejmensi list, ktery je jesté
nezpracovanym jednoprvkovym stromem (tj. pred ukazatelem jsou listy, které uz nejsou stromy v mnoziné
V', za ukazatelem jsou listy, které jsou jesté jednoprvkové stromy v mnoziné V') a frontu viceprvkovych
stromu (z niz stromy ke zpracovani odebirdme zpfedu a nové vytvorené ukladame na konec). Udrzovat
tyto struktury vyzaduje ¢as O(1) stejné jako nalezeni dvou stromu s nejmensim ohodnocenim. Muzeme
tedy shrnout, ze algoritmus Optim konstruuje optimalni stromy v ¢ase O(n), kde n je pocet zadanych
cisel z;. O O

Pro aplikaci na nasi puvodni ulohu je tfeba jesté settidit vstupni posloupnost délek pro preformulovanou
ulohu. Tato posloupnost je tvorena prirozenymi ¢isly a k jejimu setfidéni muzeme pouzit algoritmus
BUCKETSORT (bude popsén dale v textu), ktery vyzaduje ¢as O(n + m), kde n je pocet posloup-
nosti a m je maximalni délka posloupnosti.

Véta. Uvedeny algoritmus mnoZinu disjunktnich rostoucich posloupnosti Py, Py, ..., P, o délkach [(Py),l(Ps), ...,
spoji do jediné rostouci posloupnosti v case O(> ¢ 1(FP;)).
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6.1 Rozhodovaci stromy

Veétsina obecnych tiidicich algoritmu pouziva jedinou primitivni operaci mezi prvky vstupni posloupnosti,
a to jejich vzajemné porovnani. To znamenad, ze praci takového algoritmu lze popsat binarnim stromem,
jehoz vnitini vrcholy jsou ohodnoceny porovnanimi dvojic prvku vstupni posloupnosti (napi. a; < a;). Bez
jmy na obecnosti predpoklddejme, Ze vstupni posloupnost je permutace m mnoziny {1,2,...,n}. Tato
permutace prochazi stromem takto:

1. 7?Zacina v koteni stromu. Kdyz je ve vnitinim vrcholu v ohodnoceném porovndnim a; < a;, pak
kdyz 7(i) < 7(j), pokracuje v levém synu vrcholu v, a kdyz 7(j) < 7 (i), pokracuje v pravém synu
vrcholu v. Proces tridéni konci, kdyz se dostane do listu.

Aby byl algoritmus korektni, musi platit, ze dvé ruzné permutace skonc¢i v ruznych listech. Tedy strom
popisujici korektni algoritmus pro settidéni n-prvkovyvh posloupnosti musi mit alespon n! listu. Délka cesty
z korene do listu, kde skoncila permutace 7, reprezentuje pocet porovnani, které potiebuje dany algoritmus
k setfidéni dané posloupnosti 7. Protoze porovnani vyzaduje alespon jednotku ¢asu, dostavame tim i dolni
odhad na cas potiebny k setiidéni této posloupnosti algoritmem odpovidajicim danému stromu. Dolni
odhad poc¢tu porovnani i ¢asu pro dany algoritmus a vSechny n-prvkové posloupnosti je pak délka nejdelsi
cesty z kotene do listu v odpovidajicim stromu. To nam umoznuje ziskat obecné platny dolni odhad casu
potiebného k settidéni n—prvkové posloupnosti, kterym je minimum pres vSechny bindrni stromy s alespon
n! listy z jejich maximélnich délek cest z kotene do listu. Korektnost téchto ivah plyne z pozorovani, ze
kdyz porovnani je jedina primitivni operace, pak algoritmus neni zavisly na konkrétnich prvcich vstup-
ni posloupnosti, ale jen na jejich vzajemném vztahu. Proto stac¢i uvazovat pouze permutace n-prvkové
mnoziny, protoze zachycuji vSechny mozné vztahy v n-prvkové posloupnosti. Dale je tieba si uvédomit,
ze vztah mezi stromem pro n-prvkové posloupnosti a stromem pro (n + 1)-prvkové posloupnosti je dén
konkrétnim algoritmem a nedd se popsat obecné.

V nevhodném algoritmu se muze stat, ze v nékterém listu neskonéi zadna permutace. To nastane, kdyz
strom pro n-prvkové posloupnosti ma vice nez n! listl, nebo, jinak feceno, kdyz porovnani dvou stejnych
prvku se na néjaké cesté vyskytne alespon dvakrat.

Nasledujici obrazek ilustruje nase ivahy na SELECTIONSORTU pro 3-prvkové posloupnosti. Listy
jsou ohodnoceny permutacemi vstupni mnoziny {a1, as, as}, které v nich skonci, nebo jsou prazdné.

/a‘<a2\
/al<a3\/a/<<

g < a < a1 <.as

/\

]G1,@27613[]@1,@3,@2“@3,@1,@2\ 0 ](12,(117613 a2,a3,a1‘ O ]a3>a2>a1\

Obréazek 11: SELECTIONSORT - postup

Definice. Méjme tridici algoritmus A, ktery jako jedinou primitivni operaci s proky vstupni posloupnosti
pouzivd jejich porovndni. Rekneme, Ze bindrni strom T, jehoZ vnitind vrcholy jsou ohodnoceny porovndnimi
a; < aj proi,j =1,2,...,n, 1 # j, je rozhodovacim stromem algoritmu A pro n-prvkové posloupnosti,
kdyz pro kaZdou permutaci m n-prvkové mnozZiny plati
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1. 7’posloupnost porovnani pri tridéni permutace © algoritmem A je stejnd jako posloupnost porovndni
pri pruchodu permutace w stromem T.

Pak korektnost algoritmu zajistuje, ze dvé ruzné permutace mnoziny {1,2,...,n} skonéf v ruznych listech
stromu 7" a dolnim odhadem pro c¢as algoritmu A v nejhorsim piipadé je délka nejdelsi cesty z kotene do
listu. Pfi rovnomérném rozdéleni vstupnich posloupnosti je o¢ekavany cas algoritmu A roven prumeérné
délce cesty z korene do listu.

Definujme

S(n) jako minimum ptes vSechny stromy 7' s alespon n! listy z délek nejdelsich cest z kotene do listu v T,
A(n) jako minimum pfes vSechny stromy 7' s alespon n! listy z prumérnych délek cest z kotene do listu v
T.

Nasim cilem je spocitat dolni odhady téchto velicin.

Kdyz nejdelsi cesta z kofene do listu v bindrnim stromé 7' mé délku k, pak 7 mé nejvyse 2* listi. Proto
n! < 25" Odtud plyne, ze S(n) > log, n!. Piipomeiime si Stirlingiv vzorec pro faktoridl:

nl = QWn(Z)n(l %—I—O(i

))-

n2

Protoze pro n > 1 je -+, & > 0, muzeme piedpokladat, ze (1 + ﬁ + O(#)) > 1 pro vsechna n > 1. Po

12n7 n?
zlogaritmovani vzorce dostavame

1 1
log, n! > 3 logy, n + n(logy n — log, €) + log, V27 > (n + 5) logy n — nlog, e.

Protoze
61 —e= 210g26 — (ean)long _ 61n2log2 e7

plati, ze % = log, e, a tedy

In
1 n
> I > — -
S(n) > logyn _(n—|—2)10g2n o

Déle pro bindrni strom 7" ozna¢me B(T') soucet vSech délek cest z kofene do listu a polozme
B(k) = min{B(T) | T je binarni strom s k listy}.
Kdyz ukézeme, ze B(k) > klog, k, pak bude

Aln) > B(n!) N n!logyn! 1 n

n! n!

Dokazme tedy, ze B(T) > klog, k pro kazdy binarni strom 7T s k listy. Kdyz ve stromé T vynechdme
kazdy vrchol, ktery ma jen jednoho syna, a tohoto syna spojime s jeho predchudcem, dostaneme uplny
bindrni strom 7" s k listy takovy, ze B(T") < B(T). Proto se sta¢i omezit na uplné bindrni stromy. Kdyz
T je uplny bindrni strom s jednim listem, pak B(T) = 0 = 1log, 1, kdyz T je dplny bindrni strom se
dvéma listy, pak B(T) = 2 = 2log, 2. Tedy plati B(1) > 1log, 1 a B(2) > 2log, 2. Predpoklddejme, ze
B(i) > ilogyi pro i < k, a necht T je tplny bindrn{ strom s k listy. Necht T} a T, jsou podstromy urcené
syny kofene a necht T; ma k; listil, kde ¢ = 1,2. Pak 1 < ky, ko a ki + ko = k, tedy ki, ks < k a podle
indukéniho predpokladu B(k;) > k;log, k;. Odtud

B(T') = ki + B(T1) + k2 + B(13) > k + B(k1) + B(k2) > k + ki logy ki + ka2 log, ko.

Tedy staci ukazat, ze
k + kilogy ki + ko logy ko > klogy K
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pro vSechna kq, ko > 0 takova, ze k = k1 + k. To je ekvivalentni s tvrzenim, ze pro k£ > 0 plati
f(z) =zlogyx + (k — x)logy(k — z) + k — klogy k > 0,

kde x € (0,k). Abychom to dokazali, vS§imnéme si, ze f (g) = 0 a pocitejme derivaci f.

X

f'(z) = logy x + log, e — logy(k — ) — log, e = log, ’

Nynif kdyz = € (0,%), pak f'(z) < 0 a f je na tomto intervalu klesajici, kdyz = € (%, k), pak f'(z) > 0
a f je na tomto intervalu rostouci. Odtud plyne, ze f(x) > 0 pro z € (0,k). Tim jsme dokazali, ze
A(n) > (n+ 3)logyn — . Shrneme nase vysledky.

Veéta. Kazdy tridict algoritmus, jehoz jedinou primitivni operaci s proky vstupni posloupnosti je porovndni,
vyZaduje v nejhorsim i v ocekdvaném pripadé alespon cnlogn casu pro néjakou konstantu ¢ > 0. V ne-
ghorsim pripadé pouZije alespori [(TH—%) log, n—¢%5 | porovndni a ocekdvany pocet porovndni pri rovnomerném
rozdélent vstupnich posloupnosti je alespor (n + %) logon — 5.

Tato véta plati i pro 8irsi tiidu primitivnich operaci, proto v ni lze oslabit predpklady. Dolni odhad (v
nejhorsim i prumérném piipadé) bude platit i za predpokladu, ze tiidici algoritmus nepouziva nepiimé
adresovani a celociselné déleni. (Na druhé strané nasledujici klasicky algoritmus BUCKETSORT ukazuje,
ze predpoklady ve vété nelze zcela vynechat.) Tato metoda pro nalezeni dolntho odhadu se pouzivé i pro
vycislovani algebraickych funkei a pii algoritmickém feseni geometrickych tloh.

6.2 Prihradkové tridéni

V nasledujicich algoritmech predpokladame, ze (Q; jsou spojové seznamy, novy prvek se vklada na konec
seznamu a konkatenace seznamu zavisi na jejich poradi. V seznamech mame okamzity pristup k prvnimu
a poslednimu prvku (pomoci ukazatelu na tyto prvky). Algoritmus BUCKETSORT tiidi posloupnost
prirozenych ¢isel aq, ao, ..., a, z intervalu < 0,m >.

BUCKETSORT (ay, as, ..., a,,m):
for every i =0,1,...,m do Q; = () enddo

for every i =1,2,...,ndo

a; vloz na konec seznamu @),
enddo
i:=0,P:=0

while i <m do
P :=konkatenace P a Q;, i :=1i+ 1
enddo
Vystup: P je neklesajici posloupnost prvku aq,as, ..., a,

Algoritmus nevyzaduje, aby prvky ve vstupni posloupnosti byly ruzné. Ve vystupni posloupnosti se dany
prvek opakuje tolikrat, kolikrat se opakoval ve vstupni posloupnosti, se zachovanim poradi (tj. t¥idéni je
stabiln{). Konkatenace dvou seznamit a vlozeni prvku do seznamu vyzaduji ¢as O(1). Proto prvni a tieti
cyklus vyzaduji ¢as O(m) a druhy cyklus ¢as O(n). Celkem algoritmus vyzaduje O(n + m) ¢asu a paméti.
Ziejmeé kdyz m = O(n), tak pro tento algoritmus neplati tvrzeni véty z predchoziho odstavce. Duvodem
je, ze nejsou splnény predpoklady, protoze druhy cyklus pouziva nepiimé adresovani.

Nyni uvedeme dvé sofistikovanéjsi verze tohoto algoritmu. V prvni predpoklddame, ze aqi,as, ..., a, je
posloupnost navzajem ruznych redlnych ¢isel z intervalu < 0,1 > a « je pevné zvolené kladné redlné cislo.

HYBRIDSORT (a1, as, . . . , a,):

k= an
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for every i = 0,1,...,k do ; = 0 enddo

for every i =1,2,...,n do

a; vloz na konec seznamu Q[rq,]
enddo
i:=0, P:=0

while : < k do

HEAPSORT(Q;) P :=konkatenace P a Q);, i :=i+ 1
enddo
Vystup: P je rostouci posloupnost prvku aq,as,...,a,

Veéta. Algoritmus HYBRIDSORT setridi posloupnost redlnych cisel z intervalu < 0,1 > v nejhorsim
pripadé v éase O(nlogn). Kdyz proky a; magi rovnomérné rozloZeni a jsou na sobé nezdvislé, pak ocekdvany

cas je O(n).

Diikaz. Prvni dva cykly v algoritmu vyzaduji ¢as O(n), i-ty béh tfetiho cyklu vyzaduje nejvyse cas O(1 +
|Qi| log |Q;). Proto ¢as celého tietiho cyklu je

k k

k
O(Y_(1+1Qil log|Qil) = O _(1+Qillogn) = O(k + (3 |Q:l) logn) = O(nlogn)

i=0 i=0
a celkovy ¢as HYBRIDSORTU v nejhorsim piipadé je nejvyse O(nlogn).

Nyni odhadneme o¢ekdvany c¢as. Polozme X; = |Q;|. Pak X; je ndhodnd proménnd a protoze pravdépodobnost,
ze x € Q;, je %, dostavame, ze
n\, 1 1
Prob(X; = q) = Z)a(1 — 2 )me,
rob(x; =)= () (-
Ocekavany cas vyzadovany tretim cyklem se pak rovna
i = n\, 1 1 nn—1) n
E() 1+ X;logX,) <k-+k 2 (1= )" =k+k(—5—=+—)=0(n),
31+ Xilog ) <+ ;q(q><k>< Ly = k(M0 o)

protoze k = an a

o TR () A R )

(Jedn4 se vlastné o zndmy vypocet 2. momentu binomického rozdéleni). O] ]

Pozndmka: V ditkazu jsme pouZili odhad qlog ¢ < ¢? a dusledkem toho je, Ze jsme dokdzali, Ze otekdvana
slozitost HYBRIDSORTU zustane linearni, i kdybychom v ném misto HEAPSORTU pouzili néjaky
tridici algoritmus s kvadratickou slozitosti, napt. INSERTIONSORT.

Nyni pouzijeme modifikaci BUCKETSORTU pro tfidéni slov. Mame totdlné usporddanou abecedu a

chceme lexikograficky setiidit slova aq, as, . . ., a, nad touto abecedou. Pripomenme, ze kdyz a = z125 ... 2,
ab = 1yys...y, jsou dvé slova nad totalné uspordadanou abecedou X, pak a < b v lexikografickém
uspoiddédni, prave kdyz existuje i = 0,1, ..., min{n, m} takové, ze x; = y; pro kazdé j =1,2,...,i a bud

n =1 < m nebo i < min{n,m} a x;,1 < y;;1. Predpoklddejme, Ze a; = ala? ... ai(i), kde ¢! € ¥ a l(i) je
délka i-tého slova a;.
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WORDSORT (ay, as, ..., a,):

for every i = 1,2,...,n do [(i) :=délka slova a; enddo
| =max{l(i)|i=1,2,...,n}

for every i =1,2,...,1 do L; = () enddo

for every i =1,2,....,ndo
a; vloz do Ll(z)
enddo
Komentai: Pro kazdé i obsahuje L; vSechna slova z mnoziny {a, as, ..., a,} délky i.

P:={(j,a]) |1 <i<n, 1<j<I(i)}
P, :=BUCKETSORT(P) podle druhé komponenty
P, :=BUCKETSORT|(P;) podle prvni komponenty
for every i = 1,2,...,1 do S; = ) enddo
(i, ) :=prvni prvek P;
while (i,z) # NIL do
(1,x) vloz do S;
while(i, ) =néslednik (i,z) v P, do
(i, ) :=néslednik (i,z) v Py
enddo
(7,x) :=naslednik (i,z) v P,
enddo
Komentai: V S; jsou vSechny dvojice (i,z) takové, ze x je i-tym pismenem nékterého vstupniho slova a
kdyz x < y, pak (i, x) je pred (i,y).
for every s € ¥ do T, := () enddo
T:=0,1:=1
while ¢ > 0 do
T := konkatenace L; aT', a :=prvni slovo v T’
while a # NIL do
s := i-té pismeno a, vloz a do T}
a :=naslednik a v T
enddo
(i, x) :==prvni prvek v .S;, T := ()
while (i,x) # NIL do
T := konkatenace T' a Ty, T, := 0
(i, x) :=naslednik (i,z) v S;

enddo
1i=1—1
enddo
Vystup: T je setiidéna posloupnost slov aq,as, ..., a,

Uvazujme jeden béh posledniho cyklu algortimu pro uréité i. Po jeho skonceni jsou v T vSechna slova z
mnoziny ap, as, . . ., a,, kterd maji délku alespon 7, a kdyz slovo a, je pfed a, v seznamu 7T, pak existuje
j o=i—1,i,...,1 takové, Ze aF = a’; pro kazdé k = 4,i +1,...,7 a bud I(r) = j < I(q) nebo j <
min{l(r),1(¢)} a al*! < a/*'. To plyne z vlastnosti algoritmu BUCKETSORT indukci podle i. Jediny
a hlavni rozdil proti BUCKETSORTU je, Ze neprochazime vSechny prihradky 7., ale pouze neprazdné.

To nam zajistuje mnozina S; (viz Koment4r).

Oznacme L =Y, (i) a pfipomenme, ze | = max{l(i) | i = 1,2,...,n}. Pak prvni cyklus (vypocet délek
slov) vyzaduje ¢as O(L). Druhy cyklus (inicializace seznamu L;) vyzaduje ¢as O(l) = O(L) a tieti cyklus
(zarazeni slov do L; podle délek) cas O(n) = O(L). Vytvoreni seznamu P vyzaduje ¢as O(L) a jeho setiidéni
podle obou komponent ¢as O(L +1) = O(L), protoze P i P, maji nejvyse L prvku. Dalsi cyklus (zalozeni
seznamu S;) vyzaduje ¢as O(l) a nasledujici cyklus vytvarejici seznamy S; ¢as O(L). Cyklus zakladajici
seznamy T, vyzaduje ¢as O(|X]). Béhy dalsiho cyklu jsou indexovény i = 1,2,...,l. Pro kazdé i oznacme
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m; pocet slov z mnoziny {aq,aq, ..., a,}, kterd maji délku alespon i. Pak L = 22:1 m; a prvni vnitini
cyklus v i-tém béehu vnéjsiho cyklu vyzaduje ¢as O(m;) a druhy vnitini cyklus ¢as O(]S;|) = O(m;). Tedy
celkovy ¢as algoritmu je O(L + m), kde m = || a L je soucet délek vsech slov z mnoziny ay, as, ..., ay,.

6.3 Poradkové statistiky

Na zaveér popiseme dva algoritmy pro hledani k-tého nejmensiho prvku v dané podmnoziné totalné
uspoiradaného univerza. Prvni z nich vyuziva stejny princip jako QUICKSORT. Nejprve zadame piesné
znéni nasi dlohy (tloha i algoritmy se daji snadno preformulovat pro piipad, kdy hleddme k—ty nejveétsi
prvek).

Pracujeme s totalné usporadanym univerzem U.

Vstup: mnozina prvku M = {ay,as,...,a,} C U a ¢islo i takové, ze 1 <i < n.
Vystup: prvek ay takovy, ze [{j | 1 < j <n, a; <ai}| =1.

Kdyz i = 5, pak a; se nazyva medidn.

FIND(M = (ay,az,...,a,),1):
zvol a € M
My:={beM|b<a}, My:={be M|b>a}
if |M;| > i — 1 then
FIND(My,7)
else
if [M;]| <i—1 then
FIND(Ms,i — |M;]| — 1)
else
Vystup: a je hledany prvek
endif
endif

Dukaz korektnosti algoritmu je zalozen na nasledujicim jednoduchém pozorovani: méjme mnozinu M a
prvek = a polozme M; = {m € M | m < z}. Kdyz k < |M|, pak k-ty nejmensi prvek v M; je stejny jako
k-ty nejmensi prvek v M. Kdyz k > |M;|, pak (k — |M;]|)-ty nejmensi prvek v M \ M; je k-ty nejmensi
prvek v M. Zbyva vysettit slozitost.

V nejhorsim piipadé volame FIND n-krét a jedno volani vyzaduje ¢as O(|M]). Tedy casova slozitost
algoritmu FIND v nejhorsim pifpadé je O(n?). Dobré volby prvku a mohou algoritmus zna¢né zrychlit.
V tomto pripadé plati stejna diskuse jako pro QUICKSORT. Spocitame ocekavany cas za predpokladu,
ze prvek a byl vybran nahodné. Pak pravdépodobnost, ze je k-tym nejmensim prvkem, je %, kde n =
|M|. Ozna¢me T'(n,i) otekavany cas algoritmu FIND pro nalezeni i-tého nejmenstho prvku v n-prvkové
mnoziné M. Plati

[y

i— n

O - Tn—ki—k)y+ Y T(ki)),

1 k=i+1

3|

T(n,i) =n+

i

protoze procedura FIND bez rekurzivniho volani sebe sama vyzaduje ¢as O(n). Predpoklddejme, ze
T(m,i) < 4m pro kazdé m < n a kazdé i takové, ze 1 < i < m. Pak

i—1 n n
1
T(n,i)=n+—) _ T(n—ki—k)+ > T(ki)<n+— Z4n— + Y k) =
[y k=i+1 k=i+1
4 2n—i)(i—1 n+i+1)(n—i 4n—|—2m—n—2i2
NEVCEDE CEIES CED N R AU )
n n

. . . o, , . . . . , . 2_
Vyraz v citateli zlomku nabyva svého maxima pro i = 3 a jeho maximalni hodnota je %nz —n= w
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Tedy

4 3n%—2n
T(n,i) <n+— (21—
i) < (P
Protoze tento odhad plati také pro n = 1 a n = 2, dokdzali jsme indukci, ze T'(n, i) < 4n pro vSechna n a
vSechna ¢ takovd, ze 1 < i < n. Plati tedy

)=n+3n—2=4n—2 < 4n.

Veéta. Algoritmus FIND nalezne i-tyy nejmensi prvek v n prokové totdlné usporddané mnoziné a v ne-
jhorsim pripadé vyZaduje éas O(n?). Kdyz se pivot voli ndhodné nebo kdyz vsechny vstupni mnoZiny maji
stejnou pravdépodobnost, pak oéekdvany éas je O(n).

Pro velmi malé i nebo pro ¢ velmi blizka n pracuje rychleji piimy ptirozeny algoritmus (udrzuje si posloup-
nost ¢ nejmensich nebo n — i nejvétsich prvka a k ni pridava dalsi tak, ze ten prvek, ktery prekrocil danou
hranici, je zapomenut). Tento algoritmus vSak neni efektivni pro obecn4 i.

Nésledujici algoritmus nalezne -ty nejmensi prvek v linedrnim case i v nejhorsim piipadé. Vstupem je
opét podmnozina M totélné usporddaného univerza U a piirozené ¢islo i takové, ze 1 < i < |M|.

SELECT(M,i):
n = |M]|
if n <100 then
setfid mnozinu M, m := i-ty nejmensi prvek M
else
rozdél M do navzajem disjunktnich pétiprvkovych podmnozin Ay, As, ..., Az
(posledni z podmnozin muze mit méné nez 5 prvku).
for every j =1,2,...,[¢] do
najdi medidn m; mnoziny A,
enddo
m :=SELECT({m; | j = 1,2,..., [}, [{5])
My:={meM|m<m}, My:={me M|m<m}
if [M;]| > i — 1 then
m :=SELECT(Mj,1)
else
if |[M;| <i—1 then
m :=SELECT(M,,i — |M;| — 1)
else
m:=m
endif
endif
Vystup: m
endif Dukaz korektnosti algoritmu je stejny jako u algoritmu FIND. Zbyva vySetiit slozitost. Nejprve
dokéazeme nasledujici lemma.

Lemma. Kdyzn > 100, pak | M|, |M,] < 32

Diikaz. Pro j < | %] plati, ze kdyz m; < m, pak |A; N My| > 3, kdyz m; > m, pak |A; N My| > 3, kdyz
m; =m, pak |A; N M| = [A; N M| = 2. Protoze [{j =0,1,..., 5] | my <m}|,[{7=0,1,...,[%] | m; >
m}| > [&], dostévame, ze | M|, [Ma]| > [32] — 1. Déle plati My N My = 0, My UM, = M\ {m} a protoze

?—? + L?—OJ —1> % — 2 > n kdyz n > 100, dostavame pozadovany odhad. O O]

Maximalni ¢as vyzadovany algoritmem SELECT(M, ) pro |M| = n oznacme T'(n). Kdyz n < 100, pak

zFejmé existuje konstanta a takova, ze T'(n) < an. Kdyzn > 100, pak [£] < 282 a protoze SELECT (M, i)
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pro |M| > 100 bez rekurentnich voldni vyzaduje cas O(|M|), plati, ze T(n) < T(32) + T(32) + bn pro
néjakou konstantu b. Zvolme ¢ > max{a, 2%} Ukazeme, ze T(n) < cn pro viechna n. Kdyz n < 100,
tak tvrzeni zfejmé plati, protoze a < c¢. Kdyz n > 100, pak [

21n 8n
60 100 [11
b < ¢, dostavame

w61, [71] < n, a protoze z volby c plyne
1100

21n 8n 1031c
Tn) <c—— — =
(n) <c +ec—+bn=( 1100

+b)n < en.

Tedy

Véta. Algoritmus SELECT nalezne i-tyj nejmensi prvek v linedrnim case.

Algoritmus FIND je ve velké vétsiné pripadu rychlejsi nez algoritmus SELECT, proto je v praxi do-
porucovan, i kdyz existuji pripady (velmi #idké), kdy potiebuje kvadraticky cas. Je zndmo, ze medidn n-
prvkové mnoziny lze nalézt s méné nez 3n porovnanimi a ze kazdy algoritmus hledajici median a pouzivajici
porovnani jako jedinou primitivni operaci mezi prvky mnoziny vyzaduje vice nez 2n porovnani.

6.3.1 Historicky piehled

Algoritmus HEAPSORT navrhl v roce 1964 Williams a vylepsil Floyd (rovnéz 1964). Navrh na pouziti d-
regularnich hald je folklor stejné tak jako algoritmus MERGESORT. Algoritmy QUICKSORT a FIND
zavedl Hoare (1962). Analyza operace MERGE a hledédni optimélniho stromu pochézi od Huffmana (1952)
a linedrni implementaci algoritmu navrhl van Leeuwen (1976). Analyza rozhodovacich stromu je folklor.
Algoritmus HYBRIDSORT navrhli Meijer a Akl (1980), vylepsena verze BUCKETSORTU (nazvana
WORDSORT) pochézi od Aho, Hopcrofta a Ullmana (1974). Algoritmus SELECT byl navrzen Blumem,
Floydem, Prattem, Rivestem a Tarjanem (1972).
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