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2.3.6 Očekávaný nejdeľśı řetězec . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.6.4 Očekávaný počet test̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.6.5 Diskuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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6.3.1 Historický přehled . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

1 Úvod

Základńı problém: Reprezentace množin a operace s nimi. V řadě úloh a algoritmů je tento podproblém
rozhoduj́ıćı pro složitost řešeńı, protože tyto operace se mnohokrát opakuj́ı. Proto je třeba navrhnout
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pro tyto úlohy co nejefektivněǰśı algoritmy (každý ušetřený čas mnohonásobným opakováńım začne hrát
d̊uležitou roli). To vede k detailńı analýze složitosti v závislosti na vněǰśıch okolnostech. Nelze ř́ıct,
že některý algoritmus je nejlepš́ı, protože za určitých okolnost́ı může být ‘méně efektivńı’ algoritmus
výhodněǰśı.

Ćılem této přednášky neńı pouze seznámit vás s algoritmy pro řešeńı těchto problémů, protože s těmi jste
se seznámili už v přednášce ‘Algoritmy a datové struktury’. Hlavńım ćılem je ukázat vám prostředky a
metody, jak měřit a zjǐst’ovat jejich efektivitu, a t́ım vám ukázat prostředky, které vám umožńı rozhod-
nout se v dané situaci pro určitý algoritmus. Proto hlavńı náplńı této přednášky bude poč́ıtáńı efektivity
algoritmů. Budeme poč́ıtat za zjednodušených předpoklad̊u, protože neumı́m ř́ıct (a ani to nelze, protože
vždy zálež́ı na konkrétńıch okolnostech), které sofistikovaněǰśı metody budou v praxi vhodné pro řešeńı
vašeho problému. Ćılem přednášky je seznámit vás s možnostmi, jak řešit tyto problémy, a se základńımi
metodami pro jejich řešeńı.

Skripta byla napsána profesorem Koubkem; pan profesor je dal k dispozici Karlovi B́ılkovi a Markovi
Vašutovi, kteř́ı z nich

”
svévolně“ udělali tuto upravenou verzi v LaTeXu. Některé části tedy nemuśı

být správné. Deľśı d̊ukazy, ve kterých mi v p̊uvodńıch skriptech chyběla struktura, jsem přepsal na sérii
drobněǰśıch lemmat, doufám, že to bude jasněǰśı.

2 Hašováńı

2.1 Slovńıkový problém

Nejprve si zadefinujeme asi nejzákladněǰśı problém, který řeš́ıme v datových strukturách.

Řeš́ıme tzv. slovńıkový problém: Dáno univerzum U , máme reprezentovat S ⊆ U a navrhnout algoritmy
pro následuj́ıćı operace
MEMBER(x) – zjist́ı, zda x ∈ S, a nalezne jeho uložeńı
INSERT(x) – když x /∈ S, pak vlož́ı x do struktury reprezentuj́ıćı S
DELETE(x) – když x ∈ S, pak odstrańı x ze struktury reprezentuj́ıćı S.
Efektivita algoritmu: časová složitost, prostorová složitost;
vyšetřené bud’ v nejhorš́ım př́ıpadě nebo v pr̊uměrném př́ıpadě nebo amortizovaně.

Literatura:
K. Mehlhorn: Data Structures and Algorithms 1: Sorting and Searching, Springer 1984
http://www.mpi-sb.mpg.de/~mehlhorn/DatAlgbooks.html

J. S. Vitter, W.-Ch. Chen: Design and Analysis of Coalesced Hashing, Oxford Univ. Press, 1987

2.2 Hašováńı obecně

Pomoćı bitového pole můžeme rychle implementovat operace MEMBER, INSERT a DELETE.

Nevýhoda: když je velké univerzum, pak je prostorová složitost v nejlepš́ım př́ıpadě ohromná, ve špatném
př́ıpadě nelze pole zadat do poč́ıtače.
Hašováńı chce zachovat rychlost operaćı, ale odstranit pamět’ovou náročnost. Prvńı publikovaný článek o
hašováńı je od Dumney z roku 1956, prvńı analýza hašováńı pocháźı od Petersona z roku 1957, ale existuje
technická zpráva od IBM o hašováńı z roku 1953.

Základńı idea: Dáno univerzum U a množina S ⊆ U tak, že |S| << |U |. Máme funkci h : U → {0, 1, . . . ,m−
1} (taky hešovaćı funkce) a množinu S reprezentujeme tabulkou (polem) s m řádky tak, že s ∈ S je uložen
na řádku h(s).
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m (jako memory) si tedy budeme značit velikost tabulky; n je velikost |S|.
Nevýhoda: mohou existovat r̊uzná s, t ∈ S taková, že h(s) = h(t) - tento jev se nazývá kolize.

Hlavńı problém, kterému se věnuje zbytek kapitoly: řešeńı koliźı.

2.3 Hašováńı se separovanými řetězci

Základńı řešeńı: použijeme pole o velikosti [0..m− 1] a i-tá položka pole bude spojový seznam obsahuj́ıćı
všechny prvky s ∈ S takové, že h(s) = i. Toto řešeńı se nazývá hašováńı se separovanými řetězci.

Př́ıklad: U = {1, 2, . . . , 1000}, S = {1, 7, 11, 53, 73, 141, 161} a funkce je h(x) = x mod 10. Pak

P (0) = P (2) = P (4) = P (5) = P (6) = P (8) = P (9) = ∅,
P (7) =< 7 >, P (3) =< 53, 73 >, P (1) =< 1, 141, 11, 161 > .

Seznamy nemuśı být uspořádané.

2.3.1 Algoritmy operaćı

MEMBER(x)
Spoč́ıtáme i := h(x), t := NIL
if i-tý seznam je neprázdný then

t :=prvńı prvek i-tého seznamu
while t 6= x a t 6=posledńı prvek i-tého seznamu do

t :=následuj́ıćı prvek i-tého seznamu
enddo

endif

if t = x then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif

INSERT(x)
Spoč́ıtáme i := h(x), t := NIL
if i-tý seznam je neprázdný then

t :=prvńı prvek i-tého seznamu
while t 6= x a t 6=posledńı prvek i-tého seznamu do

t :=následuj́ıćı prvek i-tého seznamu
enddo

endif

if t 6= x then vlož́ıme x do i-tého seznamu endif

DELETE(x)
Spoč́ıtáme i := h(x), t := NIL
if i-tý seznam je neprázdný then

t :=prvńı prvek i-tého seznamu
while t 6= x a t 6=posledńı prvek i-tého seznamu do

t :=následuj́ıćı prvek i-tého seznamu
enddo

endif

if t = x then odstrańıme x z i-tého seznamu endif
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2.3.2 Nejhorš́ı př́ıpady

V následuj́ıćı analýze předpokládáme, že hodnota funkce h(x) je spočitatelná v čase O(1).

V nejhorš́ım př́ıpadě operace vyžaduj́ı čas O(|S|) (všechny prvky jsou v jednom seznamu).
Požadovaná pamět’ová náročnost O(m+|S|) (předpokládáme, že reprezentace prvku s ∈ S vyžaduje pamět’

O(1))
Pamět’ neńı efektivně využitá.

Daľśı kapitoly 2.3 jsou věnovány očekávaným př́ıpad̊um

2.3.3 Očekávané př́ıpady - předpoklady

Pro výpočet očekávaných př́ıpad̊u si zavedeme předpoklady:

1. h je rychle spočitatelná (tj. O(1)) a neměnná během výpočtu;

2. všechny h−1(i) jsou stejně velké, tj. h rozděluje univerzum U rovnoměrně (tj. −1 ≤ |h−1(i)| −
|h−1(j)| ≤ 1 pro i, j ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} – rozd́ıl 1 kv̊uli tomu, že jde o celá č́ısla);

3. S je náhodně vybraná z univerza U (tj. pro dané n = |S| jsou všechny podmnožiny U o velikosti n
reprezentovanou množinou S se stejnou pravděpodobnost́ı);

4. každý prvek z U má stejnou pravděpodobnost být argumentem operace INSERT, DELETE,
MEMBER

5. velikost reprezentované množiny je výrazně menš́ı než velikost univerza.

Použité značeńı: |S| = n (number), m =počet řetězc̊u (memory), |U | = N ,
ℓ(i) =délka i-tého řetězce, α = n

m
faktor naplněńı (load factor)

2.3.4 Jednoduché d̊usledky předpoklad̊u

1. Prob(h(x) = i) = 1
m

pro všechna x ∈ U a všechna i = 0, 1, . . . ,m − 1 – tj. prvky jsou rovnoměrně
rozloženy do

”
slot̊u“

2. Prob(ℓ(i) = l) = pn,l =
(

n

l

)

( 1
m
)l(1 − 1

m
)n−l pro všechna i = 0, 1, . . . ,m − 1 – tj. délky řetězc̊u maj́ı

binomiálńı rozděleńı.

Vysvětleńı: i-tý řetězec má délku l, právě když je l prvk̊u z S zahešováno do i a zbytek ne – tj. exis-
tuje podmnožina A ⊆ S taková, že |A| = l (těchto možnost́ı je

(

n

l

)

), pro každé x ∈ A plat́ı h(x) = i
(pravděpodobnost tohoto jevu je ( 1

m
)l) a pro každé x ∈ S \A plat́ı h(x) 6= i (pravděpodobnost tohoto jevu

je (1− 1
m
)n−l). To znamená, že jev má binomiálńı rozděleńı.

Zde jsme nepřesńı kv̊uli možnému rozd́ılu 1 ve velikostech množin. Obecně pro náhodně zvolené x ∈ U a

dané i je Prob(h(x) = i) = |h−1(i)|
|U | a když existuj́ı dvě r̊uzná i, j ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} taková, že |h−1(i)| 6=

|h−1(j)|, pak obecně |h−1(i)|
|U | 6= 1

m
. Toto nastane i v př́ıpadě, když jsme již zvolili nějaký prvek v h−1(i).

Protože však předpokládáme, že n,m << |U | tak ve všech uvažovaných př́ıpadech je Prob(h(x) = i)
přibližně 1

m
, a můžeme tuto pravděpodobnost aproximovat hodnotou 1

m
.
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2.3.5 Očekávaná délka řetězc̊u

Věta. Očekávaná délka řetězc̊u je n
m
.

D̊ukaz.

E(l) =
n
∑

l=0

lpn,l =
n
∑

l=0

l

(

n

l

)

(
1

m
)l(1− 1

m
)n−l =

n
∑

l=0

l
n!

l!(n− l)!
(
1

m
)l(1− 1

m
)n−l =

n

m

n
∑

l=1

(n− 1)!

(l − 1)!(n− l)!
(
1

m
)l−1(1− 1

m
)n−l =

n

m

n
∑

l=1

(

n− 1

l − 1

)

(
1

m
)l−1(1− 1

m
)(n−1)−(l−1) =

n

m

n−1
∑

l=0

(

n− 1

l

)

(
1

m
)l(1− 1

m
)n−1−l =

n

m
(
1

m
+ 1− 1

m
)n−1 =

n

m
.

Toto je standardńı elementárńı výpočet očekávané hodnoty binomiálńıho rozděleńı.

Lemma (Druhý moment). E(l2) = n
m
(1 + n−1

m
)

D̊ukaz.

E(l2) =E(l(l − 1)) + E(l),

E(l(l − 1)) =
n
∑

l=0

l(l − 1)

(

n

l

)

(
1

m
)l(1− 1

m
)n−l =

n(n− 1)

m2

n
∑

l=2

(

n− 2

l − 2

)

(
1

m
)l−2(1− 1

m
)(n−2)−(l−2) =

n(n− 1)

m2

n−2
∑

l=0

(

n− 2

l

)

(
1

m
)l(1− 1

m
)n−2−l =

n(n− 1)

m2
,

E(l2) =
n(n− 1)

m2
+
n

m
=

n

m
(1 +

n− 1

m
).

Věta. Rozptyl řetězc̊u je nm(1− 1
m
).

10



D̊ukaz.

var(l) =E(l − E(l))2 = E(l2)− (E(l))2 =

n

m
(1 +

n− 1

m
)− (

n

m
)2 =

n

m
(1− 1

m
).

Shrneme výsledky:

� Očekávaná délka řetězc̊u je n

m
a rozptyl délky řetězc̊u je n

m
(1− 1

m
). �

Toto jsou standardńı elementárńı odvozeńı druhého momentu a rozptylu binomiálńıho rozděleńı.

2.3.6 Očekávaný nejdeľśı řetězec

Spoč́ıtáme E(NP ) očekávanou délku maximálńıho řetězce (NP jako nejhorš́ı př́ıpad :))

Lemma. E(NP ) =
∑

j Prob(maxi ℓ(i) ≥ j), kde ℓ(i) je délka i-tého řetězce.

D̊ukaz. Plat́ı, že

Prob(max
i
ℓ(i) = j) = Prob(max

i
ℓ(i) ≥ j)− Prob(max

i
ℓ(i) ≥ j + 1).

Pak můžeme poč́ıtat:

E(NP ) =
∑

j

j Prob(max
i
ℓ(i) = j) =

∑

j

j(Prob(max
i
ℓ(i) ≥ j)− Prob(max

i
ℓ(i) ≥ j + 1)) =

∑

j

j Prob(max
i
ℓ(i) ≥ j)−

∑

j

j Prob(max
i
ℓ(i) ≥ j + 1) =

∑

j

j Prob(max
i
ℓ(i) ≥ j)−

∑

j

(j − 1) Prob(max
i
ℓ(i) ≥ j) =

∑

j

(j − j + 1)Prob(max
i
ℓ(i) ≥ j) =

∑

j

Prob(max
i
ℓ(i) ≥ j).

Vysvětleńı: Při čtvrté rovnosti se v druhé sumě zvětšil index, přes který sč́ıtáme, o 1, v páté rovnosti se k
sobě daly koeficienty při stejných pravděpodobnostech ve dvou sumách.

11



Lemma. Prob(maxi(ℓ(i)) ≥ j) ≤ min{1, n( n
m
)j−1 1

j!
}.

D̊ukaz.

Prob(max
i

(ℓ(i)) ≥ j) =

Prob(ℓ(1) ≥ j ∨ ℓ(2) ≥ j ∨ · · · ∨ ℓ(m− 1) ≥ j) ≤
∑

i

Prob(ℓ(i) ≥ j) ≤ m

(

n

j

)

(
1

m
)j =

∏j−1
k=0(n− k)

j!
(
1

m
)j−1 ≤ n(

n

m
)j−1 1

j!
.

Vysvětleńı: Prvńı nerovnost plyne z toho, že pravděpodobnost disjunkce jev̊u je menš́ı než součet pravděpodobnost́ı
jev̊u, druhá nerovnost plyne z toho, že i-tý řetězec má délku alespoň j, jakmile existuje podmnožina A ⊆ S
taková, že |A| = j (těchto možnost́ı je

(

n

j

)

) a pro každé x ∈ A plat́ı h(x) = i (pravděpodobnost tohoto

jevu je ( 1
m
)j). Protože pravděpodobnost je pro všechna i stejná a i nabývá m hodnot, dostáváme druhou

nerovnost. Následuj́ıćı rovnost plyne z rozepsáńı binomických koeficient̊u. Posledńı nerovnost dostaneme
nahrazeńım n− k hodnotou n.

Že pravděpodobnost je menš́ı než 1 je triviálńı.

Lemma (Stirling̊uv vzorec pro faktoriály (bez d̊ukazu)). j! =
√
2jπ

(

j

e

)j
(

1 + 1
12j

+ 1
288j2

+O(j−3)
)

Lemma (Pomocné lemma). Když ( q
e
)q ≤ n, pak q ≤ (1 + o(1)) lnn

ln lnn
.

D̊ukaz. Všimněme si nejdř́ıv, že plat́ı

(

(ln(
lnn

ln lnn
)− 1

)

lnn

ln lnn
=(ln lnn− ln ln lnn− 1)

lnn

ln lnn
=

lnn− lnn(ln ln lnn)

ln lnn
− lnn

ln lnn
=

lnn(1− ln ln lnn

ln lnn
− 1

ln lnn
) = (1 + o(1)) lnn,

protože limn 7→∞
ln ln lnn
ln lnn

= 0 = limn 7→∞
1

ln lnn
. Odtud plyne

lim
n 7→∞

(

lnn
ln lnn

e

)

= e(1+o(1)) lnn = n.

Protože ( q
e
)q je rostoućı funkce, tak dostáváme, že q ≤ (1 + o(1))( lnn

ln lnn
).

Označme si j0 = min{j | n( n
m
)j−1 1

j!
≤ 1}

Lemma (Omezeńı j0). Pokud α = n
m

≤ 1, pak j0 ≤ (1+o(1)) log n
log logn

12



D̊ukaz.

j0 = min{j | n( n
m
)j−1 1

j!
≤ 1} ≤ min{j | n ≤ j!} ≤ min{j | n ≤ (

j

e
)j} ≤ (1 + o(1))

lnn

ln lnn
.

Prvńı nerovnost je jen převedeńı na druhou stranu a ignorováńı zlomku menš́ıho než 1, druhá nerovnost
plyne ze Stirlingova vzorce, třet́ı plyne z pomocného lemmatu.

Věta. Pokud α = n
m

≤ 1, horńı odhad odhad očekávané délky maximálńıho řetězce je O( logn
log logn

)

D̊ukaz.

E(NP ) =
∑

j

Prob(max
i

(ℓ(i)) ≥ j) ≤

∑

j

min{1, n( n
m
)j−1 1

j!
} =

j0
∑

j=1

1 +
∞
∑

j=j0+1

(

n(
n

m
)j−1 1

j!

)

≤ j0 +
∞
∑

j=j0+1

n

j!
=

j0 +
n

j0!

∞
∑

j=j0+1

j0!

j!
≤ j0 +

∑

j=j0+1

(
1

j0 + 1
)j−j0 =

j0 +

1
j0+1

− 1
j0+1

+ 1
= j0 +

1

j0
= O(j0).

Vysvětleńı: Při druhé rovnosti jsme použili, že n( n
m
)j−1 1

j!
≤ 1, právě když j ≤ j0. Při druhé nerovnosti

jsme použili, že n
m

≤ 1, při třet́ı nerovnosti jsme použili, že n
j0!

≤ 1 a

j0!

j!
=

1
∏j

k=j0+1 k
≤ (

1

j0 + 1
)j−j0 .

Věta (bez d̊ukazu). Když 0.5 ≤ α ≤ 1, je O( logn
log logn

) zároveň i dolńı odhad E(NP ).

Shrneme źıskaný výsledek

�
Za předpokladu α = n

m
≤ 1 je při hašováńı se separovanými řetězci

horńı odhad očekávané délky maximálńıho řetězce O( log n
log log n).

Když 0.5 ≤ α ≤ 1, je to zároveň i dolńı odhad.
�
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2.3.7 Očekávaný počet test̊u

Test je porovnáńı argumentu operace s prvkem na daném mı́stě řetězce nebo zjǐstěńı, že vyšetřovaný
řetězec je prázdný.

Budeme rozlǐsovat dva př́ıpady:
úspěšné vyhledáváńı – argument operace je mezi prvky reprezentované množiny,
neúspěšné vyhledáváńı – argument operace neńı mezi prvky reprezentované množiny.

Věta (Neúspěšné vyhledáváńı). Při hašováńı se separovanými řetězci je očekávaný počet test̊u při neúspeš-
ném vyhledávańı přiblǐzně e−α + α

D̊ukaz. Očekávaný počet test̊u:

E(T ) =Prob(ℓ(i) = 0) +
∑

l

lProb(ℓ(i) = l) =

pn,0 +
∑

l

lpn,l =

(1− 1

m
)n +

n

m
≈ e−α + α.

Vysvětleńı: Zjǐstěńı, zda řetězec je prázdný, vyžaduje jeden test, tj. Prob(ℓ(i) = 0) neńı s koeficientem
0, ale 1. Protože pravděpodobnosti jsou stejné pro všechny řetězce, nemuśıme specifikovat řetězec, který
vyšetřujeme, stač́ı psát obecně i.

∑

l lpn,l jsme spoč́ıtali při výpočtu očekávané délky řetězce.

Věta (Úspěšné vyhledáváńı). Při hašováńı se separovanými řetězci je očekávaný počet test̊u při úspešném
vyhledávańı přiblǐzně 1 + α

2

D̊ukaz. Zvolme jeden řetězec prvk̊u o délce l. Počet test̊u při vyhledáńı všech prvk̊u v tomto řetězci je

1 + 2 + · · ·+ l =

(

l + 1

2

)

.

Očekávaný počet test̊u při vyhledáńı všech prvk̊u v nějakém řetězci je

∑

l

(

l + 1

2

)

Prob(ℓ(i) = l) =
∑

l

(

l + 1

2

)

pn,l.

Očekáný počet test̊u při vyhledáńı všech prvk̊u v tabulce je m
∑

l

(

l+1
2

)

pn,l.

Očekávaný počet test̊u pro vyhledáńı jednoho prvku je

m

n

n
∑

l=0

(

l + 1

2

)

pn,l =
m

2n

(

n
∑

l=0

l2pn,l +
n
∑

l=0

lpn,l
)

=

m

2n

(

n
∑

l=1

l(l − 1)pn,l + 2
n
∑

l=1

lpn,l
)

=

m

2n
(
n(n− 1)

m2
+

2n

m
) =

n− 1

2m
+ 1 ≈

1 +
α

2
.
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Jiný postup.

D̊ukaz. Předpokládejme, že počet test̊u při úspěšném vyhledáváńı prvku x ∈ S je 1+počet porovnáńı kĺıč̊u
při neúspěšném vyhledáváńı x v operaci INSERT(x). Pak počet porovnáńı kĺıč̊u je délka řetězce, a proto
očekávaný počet porovnáńı kĺıč̊u je očekávaná délka řetězce. Tedy očekávaný počet test̊u při úspěšném
vyhledáváńı x je 1+očekávaná délka řetězce v okamžiku vkládáńı x, neboli

1

n

n−1
∑

i=0

(1 +
i

m
) = 1 +

n− 1

2m
.

�
Při hašováńı se separovanými řetězci je očekávaný počet test̊u při
neúspešném vyhledávańı přibližně e−α + α a při úspěšném vyh-
ledáváńı přibližně 1 + α

2 .
�

Následuj́ıćı tabulka dává přehled očekávaného počtu test̊u pro r̊uzné hodnoty α

α 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
neúsp. vyh. 1 1.005 1.019 1.041 1.07 1.107 1.149
úspěš. vyh. 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3

α 0.7 0.8 0.9 1 2 3
neúsp. vyh. 1.196 1.249 1.307 1.368 2.135 3.05
úspěš. vyh. 1.35 1.4 1.45 1.5 2 2.5

Všimněte si, že očekávaný počet test̊u při neúspěšném vyhledáváńı je menš́ı než očekávaný počet test̊u při
úspěšném vyhledáváńı, když α ≤ 1. Na prvńı pohled vypadá tento výsledek nesmyslně, ale d̊uvod je, že
počet test̊u při úspěšném vyhledáváńı pr̊uměrujeme proti n, kdežto při neúspěšném vyhledáváńı proti m.

Ilustrujeme to na následuj́ıćım př́ıkladu:

Necht’ n = m
2
a necht’ polovina neprázdných řetězc̊u má délku 1 a polovina má délku 2.

Očekávaný počet test̊u při neúspěšném vyhledávańı:

• 1 test pro prázdné řetězce a řetězce délky 1 – těchto př́ıpad̊u je 5m
6

• 2 testy pro řetězce délky 2 – těchto př́ıpad̊u je m
6
.

Očekávaný počet test̊u je 1
m
(15m

6
+ 2m

6
) = 7

6
.

Očekávaný počet test̊u při úspěšném vyhledáváńı:

• 1 test pro prvky na prvńım mı́stě řetězce – těchto př́ıpad̊u je 2n
3

• 2 testy pro prvky, které jsou na druhém mı́stě řetězce – těchto př́ıpad̊u je n
3
.

Očekávaný počet test̊u je 1
n
(12n

3
+ 2n

3
) = 4

3
.

Velikost α je doporučována menš́ı než 1, ale nemá být hodně malá, protože by pamět’ nebyla efektivně
využita.
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2.4 Hašováńı s uspořádanými separovanými řetězci

Vylepšeńı metody: hašováńı s uspořádanými řetězci. Rozd́ıl proti p̊uvodńı metodě – řetězce jsou uspořádané
ve vzr̊ustaj́ıćım pořad́ı. Protože řetězce obsahuj́ı tytéž prvky, je počet očekávaných test̊u při úspěšném
vyhledáváńı stejný jako u neuspořádaných řetězc̊u. Při neúspěšném vyhledáváńı konč́ıme, když argument
operace je menš́ı než vyšetřovaný prvek v řetězci, tedy konč́ıme dř́ıv.

2.4.1 Očekávaný počet test̊u

�

Očekávaný počet test̊u při neúspěšném vyhledáváńı pro hašováńı
s uspořádanými řetězci je přibližně e−α + 1 + α

2 − 1
α
(1− e−α).

Očekávaný počet test̊u při úspěšném vyhledáváńı pro hašováńı
s uspořádanými řetězci je přibližně 1 + α

2 .

�

2.4.2 Algoritmy

MEMBER(x)
Spoč́ıtáme i := h(x), t := NIL
if i-tý seznam je neprázdný then

t :=prvńı prvek i-tého seznamu
while t < x a t 6=posledńı prvek i-tého seznamu do

t :=následuj́ıćı prvek i-tého seznamu
enddo

endif

if t = x then x ∈ S else x /∈ S endif

INSERT(x)
Spoč́ıtáme i := h(x), t := NIL
if i-tý seznam je neprázdný then

t :=prvńı prvek i-tého seznamu
while t < x a t 6=posledńı prvek i-tého seznamu do

t :=následuj́ıćı prvek i-tého seznamu
enddo

endif

if t 6= x then

if x < t then
vlož́ıme x do i-tého seznamu před prvek t

else

vlož́ıme x do i-tého seznamu za prvek t
endif

endif
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DELETE(x)
Spoč́ıtáme i := h(x), t := NIL
if i-tý seznam je neprázdný then

t :=prvńı prvek i-tého seznamu
while t < x a t 6=posledńı prvek i-tého seznamu do

t :=následuj́ıćı prvek i-tého seznamu
enddo

endif

if t = x then odstrańıme x z i-tého seznamu endif

2.5 Motivace pro neseparované řetězce

Nevýhody hašovańı se separovanými řetězci –
nevyužit́ı alokované paměti (nehospodárné)
použ́ıváńı ukazatel̊u (cache).

Řešeńı: využ́ıt pro řetězce p̊uvodńı tabulku. Pak řádky tabulky muśı mı́t strukturu, která umožňuje
prohledávat řetězce, a velikost reprezentované množiny může být nejvýše rovna velikosti tabulky.

Položky tabulky:

• key,

• odkaz na uložená data,

• položky pro práci s tabulkou.

Předpokládáme, že data jsou velká, v tom př́ıpadě se ukládaj́ı mimo tabulku. V tabulce je jen odkaz na
uložená data. Při popisu práce s tabulkou tuto část budeme vynechávat (tj. data budou pouze kĺıč).

Podle řešeńı kolize děĺıme dál hašováńı:

• hašováńı s přemı́st’ováńım

• hašováńı s dvěma ukazateli,

• sr̊ustaj́ıćı hašováńı,

• dvojité hašováńı,

• hašováńı s lineárńım přidáváńım.

2.6 Hašováńı s přemı́st’ováńım

2.6.1 Nepřesný popis

(pozn.: sekce
”
nepřesný popis“ jsou opravdu nepřesné)

V tabulce na řádku i bud’ nic neńı (= do i se nic nezahešovalo), nebo tam zač́ıná řetězec od něčeho, co
koliduje v h(i), nebo je tam prostředek nějakého jiného řetězce (taky jenom tehdy, pokud se do i nic
nezahešovalo).
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Pokud tam při vkládáńı nic neni, dám to tam.

Pokud tam je prostředek jiného řetězce, přemı́st́ım ten prostředek (od toho název metody) do jiného
volného mı́sta a vkládaný prvek dám do nově uvolněného mı́sta.

Pokud tam je začátek správného řetězce, dojedu na konec a dám to za něj.

2.6.2 Ilustrace

Položky pro práci s tabulkou: next, previous
položka next – č́ıslo řádku tabulky obsahuj́ıćı následuj́ıćı položku seznamu
položka previous – č́ıslo řádku tabulky obsahuj́ıćı předcházej́ıćı položku seznamu.

Protože velikost tabulky omezuje velikost reprezentované množiny, může nastat přeplněńı. O řešeńı př́ıpadného
přeplněńı pojednáme později na str. 29. Stejný zp̊usob řešeńı přeplněńı se použ́ıvá i v daľśıch metodách,
kde velikost tabulky omezuje velikost reprezentované množiny.

Př́ıklad: U = {1, 2, . . . , 1000}, h(x) = x mod 10,
uložená množina S = {1, 7, 11, 53, 73, 141, 161},
řetězce: P (1) = (1, 141, 11, 161), P (3) = (73, 53), P (7) = (7).
Hašovaćı tabulka:

řádek key next previous
P(0)
P(1) 1 9
P(2)
P(3) 73 6
P(4)
P(5) 161 8
P(6) 53 3
P(7) 7
P(8) 11 5 9
P(9) 141 8 1

Tabulka vznikla následuj́ıćı posloupnost́ı operaćı:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53),
INSERT(7), INSERT(161).

2.6.3 Algoritmy

MEMBER(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
if i.previous 6=prázdné nebo i.key =prázdné then Výstup: x /∈ S, stop endif

while i.next 6=prázdné a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key = x then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif
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DELETE(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
if i.previous 6=prázdné nebo i.key =prázdné then stop endif

while i.next 6=prázdné a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key = x then

if i.previous 6=prázdné then

(i.previous).next := i.next
if i.next 6=prázdné then (i.next).previous := i.previous endif

i.key := i.next := i.previous := prázdné
else

if i.next 6=prázdné then

i.key := (i.next).key, i.next := (i.next).next
if ((i.next).next) 6=prázdné then ((i.next).next).previous := i endif
(i.next).key := (i.next).next := (i.next).previous := prázdné

else

i.key := prázdné
endif

endif

endif

INSERT(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
if i.key = NIL then i.key := x, stop endif

if i.previous 6= NILthen
if neexistuje prázdný řádek tabulky then

Výstup: přeplněńı
else

necht’ j je volný řádek tabulky
j.key := i.key, j.previous := i.previous, j.next := i.next, (j.previous).next :=

j
if j.next 6= NIL then (j.next).previous := j endif

i, key := x, i.next := i.previous :=prázdné
endif

endif

else

while i.next 6= NIL a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key 6= x then

if neexistuje prázdný řádek tabulky then

Výstup: přeplněńı
else

necht’ j je volný řádek tabulky
i.next := j, j.key := x, j.previous := i

endif

endif

endif

V př́ıkladu provedeme INSERT(28), nový řádek je 4. řádek
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– výsledná hašovaćı tabulka

řádek key next previous
P(0)
P(1) 1 9
P(2)
P(3) 73 6
P(4) 11 5 9
P(5) 161 4
P(6) 53 3
P(7) 7
P(8) 28
P(9) 141 4 1

2.6.4 Očekávaný počet test̊u

�

Očekávaný počet test̊u je stejný jako pro hašováńı se separovanými
řetězci:
úspěšné vyhledáváńı: n−1

2m + 1 ≈ 1 + α

2

neúspěšné vyhledáváńı: (1− 1
m
)n + n

m
≈ e−α + α,

kde m = velikost tabulky, n = velikost S, tj. počet uložených prvk̊u,
α = n

m
= faktor zaplněńı.

�

2.6.5 Diskuse

Nevýhodou hašováńı s přemı́st’ováńım je v operaci INSERT př́ıpad, že previous h(i)-tého řádku je
neprázdný. Pak přemı́st’ujeme položku na h(i)-tém řádku na volný řádek a to vyžaduje v́ıce času – operace
s přemı́stěńım položky. Toto odstraňuje daľśı implementace hašováńı se separuj́ıćımi řetězci.

2.7 Hašováńı s dvěma ukazateli

2.7.1 Nepřesný popis

V řádku i je úplně jedno, co je v položce key, resp. nijak to nesouviśı s výsledkem hešovaćı funkce – co
souviśı je položka begin, co ř́ıká, kde řetězec k danému č́ıslu zač́ıná.

Nemuśıme nic přemı́st’ovat, stač́ı ukazovat na správný začátek.

2.7.2 Ilustrace

Položky pro práci s tabulkou – next, begin
Položka next – č́ıslo řádku tabulky obsahuj́ıćı následuj́ıćı položku seznamu
Položka begin – č́ıslo řádku tabulky obsahuj́ıćı prvńı položku seznamu s touto adresou

Stejná data jako v minulém př́ıpadě
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Hašovaćı tabulka:

řádek key next begin
P(0)
P(1) 1 9 1
P(2)
P(3) 73 7 3
P(4)
P(5) 161
P(6) 7
P(7) 53 6
P(8) 11 5
P(9) 141 8

Tabulka vznikla následuj́ıćı posloupnost́ı operaćı:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7), INSERT(161).

2.7.3 Algoritmy

MEMBER(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
if i.begin =prázdné then Výstup: x /∈ S, stop else i := i.begin endif

while i.next 6=prázdné a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key = x then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif

DELETE(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
if i.begin =prázdné then stop else j := i, i := i.begin endif

while i.next 6=prázdné a i.key 6= x do j := i, i := i.next enddo
if i.key = x then

if i = j.begin then

if i.next 6=prázdné then

j.begin := i.next
else

j.begin :=prázdné
endif

else

j.next := i.next
endif

i.key := i.next :=prázdné
endif
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INSERT(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
if i.begin =prázdné then

if i.key =prázdné then

i.key := x, i.begin := i
else

if neexistuje prázdný řádek tabulky then

Výstup: přeplněńı
else

necht’ j je volný řádek tabulky
j.key = x, i.begin := j

endif

endif

else

i := i.begin
while i.next 6=prázdné a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key 6= x then

if neexistuje prázdný řádek tabulky then

Výstup: přeplněńı
else

necht’ j je volný řádek tabulky
i.next := j, j.key := x

endif

endif

endif

V př́ıkladu provedeme INSERT(28), nový řádek je 4. řádek
– výsledná hašovaćı tabulka

řádek key next begin
P(0)
P(1) 1 9 1
P(2)
P(3) 73 7 3
P(4) 28
P(5) 161
P(6) 7
P(7) 53 6
P(8) 11 5 4
P(9) 141 8

2.7.4 Očekávaný počet test̊u

Algoritmus při práci s položkami je rychleǰśı než při hašováńı s přemı́st’ováńım, ale začátek řetězce v jiném
mı́stě tabulky přidává jeden test.

�
Očekávaný počet test̊u:
úspěšný př́ıpad: 1 + (n−1)(n−2)

6m2 + n−1
2m ≈ 1 + α

2

6 + α

2

neúspěšný př́ıpad: ≈ 1 + α
2

2 + α + e−α(2 + α)− 2.
�
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2.8 Sr̊ustaj́ıćı hašováńı - přehled

2.8.1 Nepřesný popis

Máme řetězce jako v minulých dvou algoritmech, ale pokud se tref́ım doprostřed řetězce, tak ho nepřemı́st’uji,
ale srostu s ńım.

Protože nic nepřemı́st’ujeme, neńı potřeba previous.

Typy:

• Standardńı – normálńı tabulka.

– LISCH - vkládám na konec řetězce

– EISCH - vkládám hned za prvek

•
”
Nestandardńı“ – bez ṕısmene nav́ıc :) – tabulka rozš́ı̌rena o pomocnou tabulku, kam ukládám jako
prvńı

– LICH - vkládám na konec řetězce

– EICH - vkládám hned za prvek

– VICH - komplikovanost, viz dál

2.8.2 Přehled

Sr̊ustaj́ıćı hašováńı se děĺı podle práce s pamět́ı na standardńı a na sr̊ustaj́ıćı hašováńı s pomocnou pamět́ı
(které se nazývá jen sr̊ustaj́ıćı hašováńı) a podle zp̊usobu přidáváńı daľśıho prvku.

Poṕı̌seme metody:
Standardńı sr̊ustaj́ıćı hašováńı: LISCH, EISCH,
Sr̊ustaj́ıćı hašováńı: LICH, VICH, EICH.

Všechny metody pro práci s tabulkou použ́ıvaj́ı jen položku next – č́ıslo řádku tabulky obsahuj́ıćı následuj́ıćı
položku seznamu.

Základńı idea: řetězec zač́ıná na svém mı́stě, ale pokud už tam byl uložen nějaký údaj, pak řetězec tohoto
údaje sroste s řetězcem zač́ınaj́ıćım na tomto řádku. To znamená, že prvky řetězce, který zač́ıná na tomto
mı́stě, budou uloženy v řetězci, který už je uložen na tomto mı́stě, ale jen od tohoto mı́sta dál.

2.9 Metody EISCH a LISCH

2.9.1 Popis

• EISCH – early-insertion standard coalesced hashing

• LISCH – late-insertion standard coalesced hashing.

Organizace tabulky je stejná jako v předchoźıch př́ıpadech.
Základńı ideje: LISCH přidává nový prvek na konec řetězce,
EISCH přidává nový prvek x do řetězce na řádek h(x) (pokud je prázdný) nebo hned za prvek na řádku
h(x)
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2.9.2 Ilustrace

U = {1, 2, . . . , 1000}, h(x) = x mod 10
množina S = {1, 7, 11, 53, 73, 141, 171} je uložena v hašovaćı tabulce

řádek key next
P(0)
P(1) 1 9
P(2)
P(3) 73 6
P(4)
P(5) 7
P(6) 53
P(7) 161 5
P(8) 11 7
P(9) 141 8

Tabulka pro metodu LISCH vznikla následuj́ıćı posloupnost́ı operaćı:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53),
INSERT(161), INSERT(7).
Pro metodu EISCH tabulka vznikla následuj́ıćı posloupnost́ı operaćı:
INSERT(1), INSERT(161), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7), INSERT(141).

Provedeme INSERT(28), přidáváme do čvrtého rádku, výsledná tabulka vlevo je pro metodu LISCH,
vpravo pro metodu EISCH.

řádek key next
P(0)
P(1) 1 9
P(2)
P(3) 73 6
P(4) 28
P(5) 7 4
P(6) 53
P(7) 161 5
P(8) 11 7
P(9) 141 8

řádek key next
P(0)
P(1) 1 9
P(2)
P(3) 73 6
P(4) 28 7
P(5) 7
P(6) 53
P(7) 161 5
P(8) 11 4
P(9) 141 8

2.9.3 Algoritmy

Algoritmus operace MEMBER je pro obě metody stejný.

MEMBER(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
while i.next 6=prázdné a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key = x then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif
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Metoda LISCH:

INSERT(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
while i.next 6=prázdné a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key 6= x then

if neexistuje prázdný řádek tabulky then

Výstup: přeplněńı
else

necht’ j je prázdný řádek j.key := x, i.next := j
endif

endif

Metoda EISCH:

INSERT(x)
Spoč́ıtáme k := i := h(x)
while i.next 6=prázdné a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key 6= x then

if neexistuje prázdný řádek tabulky then

Výstup: přeplněńı
else

necht’ j je volný řádek tabulky
j.next := k.next, k.next := j, j.key := x

endif

endif

Efektivńı operace DELETE neńı známá, ale i primitivńı algoritmy pro operaci DELETE maj́ı rozumnou
očekávanou časovou složitost.

2.9.4 Očekávaný počet test̊u neúspěšného vyhledáváńı (sn+1 /∈ S)

Popis situace: Uložena množina S = {s1, s2, . . . , sn} do tabulky velikosti m, je dán prvek sn+1 a máme
zjistit, zda sn+1 ∈ S. Označme ai = h(si) pro i = 1, 2, . . . , n+ 1, kde h je použitá hašovaćı funkce.

Předpoklad: všechny posloupnosti a1, a2, . . . , an+1 jsou stejně pravděpodobné. Výběr prázdného řádku
je pevně daný, to znamená, že při stejně obsazených řadćıch dostaneme vždy stejný prázdný řádek.

Definice. C(a1, a2, . . . , an; an+1) označuje počet test̊u pro zjǐstěńı, že sn+1 /∈ S – tj. to, co chceme spoč́ıtat,
pro konkrétńı posloupnost an.

Lemma. Očekávaný počet test̊u při neúspěšném vyhledáváńı v množině S je

∑

a1,a2,...,an+1
C(a1, a2, . . . , an; an+1)

mn+1

D̊ukaz. Sč́ıtá se přes všechny posloupnosti a1, a2, . . . , an+1 – a těch je mn+1.

Definice. Řetězec délky l v množině S je maximálńı posloupnost adres (b1, b2, . . . , bl) taková, že bi.next =
bi+1 pro i = 1, 2, . . . , l − 1. Existence řetězce je dána posloupnost́ı a (při jiném pořad́ı by vzniknul jinak,
naopak dvě množiny se stejnou posloupnost́ı a maj́ı stejný řetězec).
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Lemma. Jeden řetězec délky l > 0 v jedné dané posloupnosti {an} přispěl k součtu
∑

C(a1, a2, . . . , an; an+1)
počtem test̊u 1 + 2 + · · ·+ l = l +

(

l

2

)

.

D̊ukaz. Když v množině {an} tento řetězec existuje a adresa an+1 je i-tý prvek v řetězci, pak počet test̊u
je l − i+ 1 – počet test̊u znamená

”
projet“ kompletńı zbytek řetězce.

Definice. cn(l) = počet všech řetězc̊u délky l ve všech reprezentaćıch n-prvkových množin (ztotožňujeme
dvě množiny, které měly stejnou posloupnost adres při ukládańı prvk̊u).

Lemma.
∑

C(a1, a2, . . . , an; an+1) = cn(0) +
∑n

l=1 lcn(l) +
∑n

l=1

(

l

2

)

cn(l)

D̊ukaz.

∑

C(a1, a2, . . . , an; an+1) = cn(0) +
n
∑

l=1

(l +

(

l

2

)

)cn(l)

= cn(0) +
n
∑

l=1

lcn(l) +
n
∑

l=1

(

l

2

)

cn(l),

kde cn(0) je počet prázdných řádk̊u ve všech reprezentaćıch.

cn(0) je zde proto, že test na prázdnost je O(1).1

Sč́ıtáme všechny možné C jako součet přes všechny možné řetězce v̊ubec, ve všech množinách.

Lemma. cn(0) = (m− n)mn

D̊ukaz. Reprezentace S má m− n prázdných řádk̊u, všech posloupnost́ı n-adres je mn, proto

cn(0) = (m− n)mn.

(pozor, opravdu poč́ıtáme všechny možné prázdné řetězce v̊ubec)

Lemma.
∑n

l=1 lcn(l) = nmn

D̊ukaz.
∑n

l=1 lcn(l) je celková délka všech řetězc̊u ve všech tabulkách reprezentuj́ıćıch všechny n-prvkové
množiny, a proto

n
∑

l=1

lcn(l) = nmn.

1poznámka studenta - tohle mi neńı trochu jasné :(
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Lemma (Rekurentńı vztah pro cn(l)). cn+1(l) = (m− l)cn(l) + (l − 1)cn(l − 1).

D̊ukaz. Přidáváme prvek s adresou an+1. Pak řetězec délky l v reprezentaci S z̊ustal stejný, když adresa
an+1 neležela v tomto řetězci, v opačném př́ıpadě se délka řetězce zvětšila na l+ 1. Proto přidáńı jednoho
prvku vytvořilo z řetězce délky l celkem m− l řetězc̊u délky l a l řetězc̊u délky l + 1.

Vysč́ıtáńım přes všechny n-prvkové posloupnosti adres dostáváme

cn+1(l) = (m− l)cn(l) + (l − 1)cn(l − 1).

Lemma (součet binomických hodnot). (m− l)
(

l

2

)

+ l
(

l+1
2

)

= (m+ 2)
(

l

2

)

+ l

D̊ukaz.

(m− l)

(

l

2

)

+ l

(

l + 1

2

)

=
1

2
(l2m− lm− l3 + l2 + l3 + l2) =

1

2
(l2m− lm+ 2l2) =

1

2
(l2m− lm+ 2(l2 − l)) + l =

(m+ 2)

(

l

2

)

+ l.

Označme Sn =
∑n

l=1

(

l

2

)

cn(l) posledńı sč́ıtanec.

Lemma (Rekurentńı vztah pro Sn). Sn = (m+ 2)Sn−1 + (n− 1)mn−1

D̊ukaz.

Sn =
n
∑

l=1

(

l

2

)

cn(l) =

n
∑

l=1

(

(

l

2

)

(m− l)cn−1(l) +

(

l

2

)

(l − 1)cn−1(l − 1)
)

=

(

n
∑

l=1

(

l

2

)

(m− l)cn−1(l)
)

+
(

n−1
∑

l=0

(

l + 1

2

)

lcn−1(l)
)

=

(

n

2

)

(m− n)cn−1(n)+

(

n−1
∑

l=1

(

(

l

2

)

(m− l) +

(

l + 1

2

)

l)cn−1(l)
)

+

(

1

2

)

0cn−1(0) =

n−1
∑

l=1

(

l

2

)

(m+ 2)cn−1(l) +
n−1
∑

l=1

lcn−1(l) =

(m+ 2)Sn−1 + (n− 1)mn−1,

kde jsme použili, že cn−1(n) = 0 a lemma o součtu binomických hodnot.
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Lemma (Prvńı vztah pro Sn). Sn = (m+ 2)n−1
∑n−1

i=1 i
(

m
m+2

)i

D̊ukaz. Rekurence pro Sn dává

Sn =(m+ 2)Sn−1 + (n− 1)mn−1 =

(m+ 2)2Sn−2 + (m+ 2)(n− 2)mn−2 + (n− 1)mn−1 =

(m+ 2)3Sn−3 + (m+ 2)2(n− 3)mn−3+

(m+ 2)(n− 2)mn−2 + (n− 1)mn−1 =

(m+ 2)n−1S0 +
n−1
∑

i=0

(m+ 2)i(n− 1− i)mn−1−i =

(m+ 2)n−1

n−1
∑

i=0

(n− 1− i)
( m

m+ 2

)n−1−i
=

(m+ 2)n−1

n−1
∑

i=1

i
( m

m+ 2

)i
,

kde jsme využili, že S0 = 0.

Definice. T n
c =

∑n

i=1 ic
i pro n = 1, 2, . . . a c 6= 1

Lemma (Vztah pro T n
c ).

T n
c =

ncn+2 − (n+ 1)cn+1 + c

c− 1

D̊ukaz. Z cT n
c =

∑n

i=1 ic
i+1 plyne

(c− 1)T n
c =cT n

c − T n
c =

n+1
∑

i=2

(i− 1)ci −
n
∑

i=1

ici =

ncn+1 +
(

n
∑

i=2

((i− 1)ci − ici)
)

− c =

ncn+1 +
(

n
∑

i=2

−ci
)

− c =

ncn+1 −
n
∑

i=1

ci = ncn+1 − cn+1 − c

c− 1
=

ncn+2 − (n+ 1)cn+1 + c

c− 1
.

Tedy plat́ı

T n
c =

ncn+2 − (n+ 1)cn+1 + c

(c− 1)2
.
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Lemma (Druhý vztah pro Sn). Sn = 1
4

(

m(m+ 2)n −mn+1 − 2nmn
)

D̊ukaz. Protože m
m+2

6= 1, dostáváme dosazeńım vztahu pro T n
c do prvńıho vztahu pro Sn, že

Sn =(m+ 2)n−1
(n− 1)

(

m
m+2

)n+1 − n
(

m
m+2

)n
+ m

m+2
(

m
m+2

− 1
)2 =

1

4
(m+ 2)n+1

[

(n− 1)
( m

m+ 2

)n+1 − n
( m

m+ 2

)n
+

m

m+ 2

]

=

1

4

[

(n− 1)mn+1 − n(m+ 2)mn +m(m+ 2)n
]

=

1

4

(

m(m+ 2)n −mn+1 − 2nmn
)

.

Věta (Odhad nejhorš́ıho př́ıpadu). Očekávaný počet test̊u při neúspěšném vyhledáváńı je 1
4
(e2α − 1− 2α)

D̊ukaz. Z předchoźıch lemmat

∑

a1,a2,...,an+1
C(a1, a2, . . . , an; an+1)

mn+1
=

(m− n)mn + nmn + 1
4

(

m(m+ 2)n −mn+1 − 2nmn
)

mn+1
=

mn+1 + 1
4

(

m(m+ 2)n −mn+1 − 2nmn
)

mn+1
=

1 +
1

4

(

(1 +
2

m
)n − 1− 2n

m

)

∼ 1 +
1

4
(e2α − 1− 2α).

Tento odhad je stejný pro obě metody – LISCH i EISCH, protože maj́ı stejné posloupnosti adres (lǐśı se
jen pořad́ım prvk̊u v jednotlivých řetězćıch).

� Očekávaný počet test̊u při neúspěšném vyhledáváńı je 1
4(e

2α−1−2α) �

2.9.5 Úspěšný př́ıpad (sj ∈ S)

Očekávaný počet test̊u při úspěšném vyhledáváńı v modelu LISCH spoč́ıtáme stejnou metodou jako pro
hašováńı se separuj́ıćımi řetězci.

Lemma. Pro úspěšné vyhledáńı prvku sj ∈ S je počet test̊u roven 1+počet porovnáńı kĺıč̊u při neúspěšném
vyhledáváńı při operaci INSERT(sj).
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D̊ukaz. Při úspěšném vyhledáváńı procháźım stejné prvky, jako při vkládáńı. Jednička je za posledńı
porovnáńı sj, které jsem při vkládáńı dělat nemusel.

Lemma (verze 0). Když sj je vložen na mı́sto h(sj), nebyl porovnáván žádný kĺıč a test pro úspěšné
vyhledáváńı bude 1.

D̊ukaz. Plyne jednoduše z předchoźıho lemmatu. Pozor, v předchoźı části jsem měl 1 test na prázdnost,
zde beru v úvahu pouze porovnáńı kĺıč̊u.2

Lemma (verze > 0). Když h(sj) byl na na i-tém mı́stě v řetězci délky l, pak bylo při operaci INSERT(sj)
použito l − i+ 1 porovnáńı kĺıč̊u a ted’ se použije l − i+ 2 test̊u.

D̊ukaz. Při neúspěšném vyhledáváńı jsem musel projet celý zbytek řetězce.

Lemma. Očekávaný počet porovnáńı kĺıč̊u při neúspěšném vyhledáváńı je pro i-prvkovou množinu 1
4

(

(1 +
2
m
)i − 1 + 2i

m

)

.

D̊ukaz. Stejně, jako v předchoźı sekci (s t́ım rozd́ılem, že u prázdných řádk̊u nepoč́ıtám 13) dostaneme, že
očekávaný počet porovnáńı kĺıč̊u při neúspěšném vyhledáváńı je

1

mi+1
(

i
∑

l=1

(l +

(

l

2

)

)ci(l)) =

1

mi+1
(imi +

1

4

(

m(m+ 2)i −mi+1 − 2imi
)

) =

1

4

(

(1 +
2

m
)i − 1 +

2i

m

)

.

Lemma. Tedy očekávaný počet test̊u při úspěšném vyhledáváńı v n-prvkové množině je roven 1 + n-tina
součtu očekávaného počtu porovnáńı kĺıč̊u při neúspěšném vyhledáváńı v i-prvkové množině, kde i prob́ıhá
č́ısla 0, 1, . . . , n− 1.

D̊ukaz. Skutečně, každý prvek z n-prvkové množiny, podle kterých pr̊uměruji úspěšné vyhledáváńı, tam
musel být vložen, tj.

∑n−1
i=0 1 + očekávaný počet test̊u v i-prvkové množině

n

a jedničku můžu strčit dopředu.

2poznámka studenta - toto mi opět neńı jasné
3jak ṕı̌su výše, neńı mi jasné proč
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Lemma. Součet očekávaných počt̊u porovnáńı kĺıč̊u při neúspěšném vyhledáváńı v i-prvkové množině, kde
i prob́ıhá č́ısla 0, 1, . . . , n− 1, je

m

8

(

(1 +
2

m
)n − 1− 2n

m

)

+
n2 − n

4m

.

D̊ukaz.

n−1
∑

i=0

1

4

[

(1 +
2

m
)i−1 +

2i

m

]

=
1

4

(1 + 2
m
)n − 1

1 + 2
m
− 1

− n

4
+

(

n

2

)

2m
=

m

8

(

(1 +
2

m
)n − 1− 2n

m

)

+
n2 − n

4m
.

Věta. Očekávaný počet test̊u v úspěšném př́ıpadě pro n-prvkovou množinu je

1 +
1

8α
(e2α − 1− 2α) +

α

4

D̊ukaz.

1 +
m

8n

(

(1 +
2

m
)n − 1− 2n

m

)

+
n− 1

4m
∼ 1 +

1

8α
(e2α − 1− 2α) +

α

4
.

�
Pro LISCH očekávaný počet test̊u v úspěšném př́ıpadě pro n-prvko-
vou množinu je 1 + 1

8α(e
2α − 1− 2α) + α

4 .
�

Věta. Pro metodu EISCH je očekáváný počet test̊u v úspěšném př́ıpadě

m

n

(

(1 +
1

m
)n − 1

)

∼ 1

α
(eα − 1).

Výpočet je komplikovaněǰśı, muśı se použ́ıt složitěǰśı metoda (metoda EISCH dává nový prvek hned za
mı́sto, kde má být uložen).

Chyba aproximace pro tyto odhady je O( 1
m
).
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2.10 Metody LICH, EICH, VICH

2.10.1 Popis

• LICH – late-insertion coalesced hashing

• EICH – early-insertion coalesced hashing

• VICH – varied-insertion coalesced hashing.

Základńı idea: Metody použ́ıvaj́ı pomocnou pamět’. Tabulka je rozdělená na adresovaćı část a na pomocnou
pamět’, která neńı dostupná pomoćı hašovaćı funkce, ale pomáhá při řešeńı koliźı. Metody se lǐśı operaćı
INSERT. Všechny metody při kolizi nejprve použij́ı řádek tabulky z pomocné části a teprve, když je
pomocná část zaplněna, použ́ıvaj́ı adresovaćı část.

Metoda LICH: při INSERTu vkládá prvek vždy na konec řetězce.

Metoda EICH: při INSERTu vkládá prvek x do řetězce vždy na mı́sto hned za řádkem h(x).

Metoda VICH: Při INSERTu, když nový řádek je z pomocné části, tak je vložen s novým prvkem na
konec řetězce, když je pomocná část paměti vyčerpána, tak se řádek s novým prvkem vkládá do řetězce
za posledńı řádek z pomocné části tabulky. Když řetězec neobsahuje žádný řádek z pomocné paměti, tak
se řádek s novým prvkem x vkládá hned za řádek h(x).

Idea: pomocná část má zabránit rychlému sr̊ustáńı řetězc̊u.

Tyto metody nepodporuj́ı přirozené efektivńı algoritmy pro operaci DELETE.

2.10.2 Ilustrace

U = {1, 2, . . . , 1000}, h(x) = x mod 10,
S = {1, 7, 11, 53, 73, 141, 161}. Tabulka má 12 řádk̊u a má tvar

řádek key next
P(0)
P(1) 1 10
P(2)
P(3) 73 11
P(4)
P(5) 7
P(6)
P(7) 161 5
P(8) 11 7
P(9)

P(10) 141 8
P(11) 53

Hašovaćı tabulka vznikla posloupnostmi operaćı:
Pro metodu LICH:
INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(161), INSERT(7).
Pro metodu EICH:
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INSERT(1), INSERT(73), INSERT(161), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(141), INSERT(7),

ale nedodržovalo se, že se nejdř́ıv zaplňuj́ı řádky z pomocné části. Při dodržováńı tohoto pravidla takováto
tabulka nemůže vzniknout.
Pro metodu VICH:
INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(161),
INSERT(11), INSERT(7).

Aplikujeme operace INSERT(28) a INSERT(31), nové řádky budou řádky č́ıslo 4 a 9. Tabulka vytvořená
pomoćı metody LICH je na levé straně, metodou VICH je v prostředku a metodou EICH je na pravé straně.

řádek key next
P(0)
P(1) 1 10
P(2)
P(3) 73 11
P(4) 28 9
P(5) 7 4
P(6)
P(7) 161 5
P(8) 11 7
P(9) 31

P(10) 141 8
P(11) 53

řádek key next
P(0)
P(1) 1 10
P(2)
P(3) 73 11
P(4) 28 7
P(5) 7
P(6)
P(7) 161 5
P(8) 11 4
P(9) 31 8

P(10) 141 9
P(11) 53

řádek key next
P(0)
P(1) 1 9
P(2)
P(3) 73 11
P(4) 28 7
P(5) 7
P(6)
P(7) 161 5
P(8) 11 4
P(9) 31 10

P(10) 141 8
P(11) 53

2.10.3 Algoritmy

Algoritmus operace MEMBER je pro tyto metody stejný jako pro LISCH a EISCH

MEMBER(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
while i.next 6=prázdné a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key = x then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif

Algoritmus operace INSERT je pro metodu LICH stejný jako pro metodu LISCH a pro metodu EICH je
stejný jako pro metodu EISCH s jediným doplňkem, pokud existuje prázdný řádek v pomocné části, tak
j-tý řádek je z pomocné části. Tento předpoklad je i pro algoritmus INSERT pro metodu VICH.

Metoda LICH

INSERT(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
if i.next = NIL then i.next = x, stop endif

while i.next 6= NIL a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key 6= x then

if neexistuje prázdný řádek tabulky then

Výstup: přeplněńı
else

necht’ j je prázdný řádek, j.key := x, i.next := j
endif

endif
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Metoda EICH

Insert(x)
Spoč́ıtáme k := i := h(x)
if i.next = NIL then i.next = x, stop endif

while i.next 6= NIL a i.key 6= x do i := i.next enddo
if i.key 6= x then

if neexistuje prázdný řádek tabulky then

Výstup: přeplněńı
else

necht’ j je volný řádek tabulky
j.next := k.next, k.next := j, j.key := x

endif

endif

Metoda VICH

INSERT(x)
Spoč́ıtáme i := h(x)
if i.next = NIL then i.next = x, stop endif

while i.next 6= NIL a i.key 6= x do

if k neńı definováno a i.next < m then k := i endif
Poznámka: Podmı́nka pro k je splněna, když jsme byli na začátku nebo v pomocné
části, podmı́nka na i.next je splněna, když i.next neńı v pomocné části.
i := i.next

enddo

if i.key 6= x then

if neexistuje prázdný řádek then

Výstup: přeplněńı
else

necht’ j je volný řádek, j.key := x
if k neńı definováno then

i.next := j
else

j.next := k.next, k.next := j
endif

endif

endif

2.10.4 Očekávaný počet test̊u

(pozn. studenta - opravdu nev́ım, jestli je nutné se tohle učit.)

Značeńı: n – velikost uložené množiny,
m – velikost adresovaćı části tabulky,
m′ – velikost tabulky,
α = n

m′ – faktor zaplněńı,
β = m

m′ – adresovaćı faktor,
λ – jediné nezáporné řešeńı rovnice e−λ + λ = 1

β
.

Očekávaný počet test̊u pro metodu LICH
neúspěšný př́ıpad:
e−

α
β + α

β
, když α ≤ λβ,
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1
β
+ 1

4
(e2(

α
β
−λ) − 1)(3− 2

β
+ 2λ)− 1

2
(α
β
− λ), když α ≥ λβ

úspěšný př́ıpad:
1 + α

2β
, když α ≤ λβ,

1 + β

8α
(e2(

α
β
−λ) − 1− 2(α

β
− λ))(3− 2

β
+ 2λ) + 1

4
(α
β
+ λ) + λ

4
(1− λβ

α
), když α ≥ λβ.

Očekávaný počet test̊u pro metodu EICH
neúspěšný př́ıpad:
e−

α
β + α

β
, když α ≤ λβ,

e2(
α
β
−λ)(3

4
+ λ

2
− 1

2β
) + e

α
β
−λ( 1

β
− 1) + (1

4
− α

2β
+ 1

2β
), když α ≥ λβ

úspěšný př́ıpad:
1 + α

2β
, když α ≤ λβ,

1 + α
2β

+ β

α
((e

α
β
−λ − 1)(1 + λ)− (α

β
− λ))(1 + λ

2
+ α

2β
)), když α ≥ λβ.

Očekávaný počet test̊u pro metodu VICH
neúspěšný př́ıpad:
e−

α
β + α

β
, když α ≤ λβ,

1
β
+ 1

4
(e2(

α
β
−λ) − 1)(3− 2

β
+ 2λ)− 1

2
(α
β
− λ), když α ≥ λβ

úspěšný př́ıpad:
1 + α

2β
, když α ≤ λβ,

1 + α
2β

+ β

α
((e

α
β
−λ − 1)(1 + λ)− (α

β
− λ))(1 + λ

2
+ α

2β
)) + 1−β

α
(α
β
− λ− e

α
β
−λ + 1), když α ≥ λβ.

Chyba aproximace pro tyto odhady je O(log m′√
m′ ).

2.11 Hašováńı s lineárńım přidáváńım

2.11.1 Popis

Tabulka má jedinou položku – key

Základńı idea: Při operaci INSERT(x) vlož́ıme x na řádek h(x), když je prázdný, v opačném př́ıpadě
nalezneme nejmenš́ı i takové, že řádek h(x) + i mod m je prázdný, a tam vlož́ıme x. Tato metoda byla
motivována snahou o co největš́ı využit́ı paměti.

Komentář: Metoda vyžaduje minimálńı velikost paměti.

V tabulce se vytvářej́ı shluky použitých řádk̊u, a proto při velkém zaplněńı metoda vyžaduje velký počet
test̊u.

Metoda nepodporuje efektivńı implementaci operace DELETE.

Při vyhledáváńı je třeba testovat, zda nevyšetřujeme podruhé prvńı vyšetřovaný řádek, a pro zjǐstěńı
přeplněńı je vhodné mı́t uložen počet vyplněných řádk̊u v tabulce. Pro standarńı paměti neńı výhodná.
Při použit́ı cache-paměti se výrazně měńı jej́ı hodnoceńı. Důvodem je, že v tomto př́ıpadě hraje kĺıčovou roli
nikoliv počet test̊u, ale počet přechod̊u mezi r̊uznými úrovněmi paměti. Protože tabulka je reprezentovaná
polem, tak je tento počet menš́ı než u jiných metod. Proto se tato metoda doporučuje pro poč́ıtače s cache-
pamět́ı.
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2.11.2 Algoritmy

MEMBER(x)
Spoč́ıtáme i := h(x), h := i
if i.key = x then Výstup x ∈ S, stop endif

if i.key =prázdný then Výstup: x /∈ S, stop endif

i := i+ 1
while i.key 6=prázdný a i.key 6= x a i 6= h do i := i+ 1 mod m enddo

if i.key = x then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif

INSERT(x)
Spoč́ıtáme i := h(x), j := 0
while i.key 6=prázdný a i.key 6= x a j < m do i := i+ 1 mod m, j := j + 1 enddo

if j = m then Výstup: přeplněńı, stop endif

if i.key =prázdný then i.key := x endif

2.11.3 Ilustrace

Máme universum U = {1, 2, . . . , 1000}, hašovaćı funkci h(x) = x mod 10 a množinu S = {1, 7, 11, 53, 73, 141, 161}.
Tato množina je uložena v levé tabulce. Provedeme operaci INSERT(35). Výsledek je uložen v pravé tab-
ulce.

řádek key
P(0)
P(1) 1
P(2) 11
P(3) 73
P(4) 141
P(5) 161
P(6) 53
P(7) 7
P(8)
P(9)

řádek key
P(0)
P(1) 1
P(2) 11
P(3) 73
P(4) 141
P(5) 161
P(6) 53
P(7) 7
P(8) 35
P(9)

Tabulka vznikla posloupnost́ı operaćı:
INSERT(1), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT(53), INSERT(7).

2.11.4 Očekávaný počet test̊u

�
Očekávaný počet test̊u pro neúspěšný př́ıpad: ≈ 1

2(1 +
(

1
1−α

)2
).

Očekávaný počet test̊u pro úspěšný př́ıpad: ≈ 1
2(1 +

1
1−α

). �
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2.12 Dvojité hašováńı

2.12.1 Popis

Základńı nevýhoda předchoźı metody je zp̊usob výběru daľśıho řádku. Je velmi determinován a d̊usledkem
je vznik shluku řádk̊u, který vede k výraznému zpomaleńı metody.
Idea jak odstranit tuto nevýhodu: Použijeme dvě hašovaćı funkce h1 a h2 a při operaci INSERT(x)
nalezneme nejmenš́ı i = 0, 1, . . . takové, že (h1(x)+ ih2(x)) mod m je prázdný řádek, a tam ulož́ıme prvek
x.
Tabulka má jedinou položku – key.
Požadavky na korektnost: Pro každé x muśı být h2(x) a m nesoudělné (jinak prvek x nemůže být uložen
na libovolném řádku tabulky).

Předpoklad pro výpočet očekávaného počtu test̊u: posloupnost {h1(x)+ ih2(x)}m−1
i=0 je náhodná permutace

množiny řádk̊u tabulky.

Nevýhoda: Uvedená metoda nepodporuje operaci DELETE.
Poznámka: Metoda hašováńı s lineárńım přidáváńım je speciálńı př́ıpad dvojitého hašováńı, kde h2(x) = 1
pro každé x ∈ U .

2.12.2 Algoritmy

MEMBER(x)
Spoč́ıtáme i := h1(x), h := h2(x), j := 0
while i.key 6=prázdný a i.key 6= x a j < m do i := i+ h mod m, j := j + 1 enddo
if i.key = x then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif

INSERT(x)
Spoč́ıtáme i := h1(x), h := h2(x), j := 0
while i.key 6=prázdný a i.key 6= x a j < m do i := i+ h mod m, j := j + 1 enddo
if j = m then Výstup: přeplněńı, stop endif
if i.key =prázdný then i.key := x endif

2.12.3 Ilustrace

Mějme universum U = {1, 2, . . . , 1000}. Hašovaćı funkce jsou h1(x) = x mod 10 a h2(x) = 1+2(x mod 4),
když x mod 4 ∈ {0, 1}, h2(x) = 3+2(x mod 4), když x mod 4 ∈ {2, 3}. Množina je S = {1, 7, 11, 53, 73, 141, 161}.
Tato množina je uložena v levé tabulce. Aplikujme INSERT(35). Pak h2(35) = 9, tedy posloupnost pro
x = 35 je

(5, 4, 3, 2, 1, 0, 9, 8, 7, 6).
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Výsledek je uložen v pravé tabulce.

řádek key
P(0) 11
P(1) 1
P(2)
P(3) 73
P(4) 141
P(5) 7
P(6) 53
P(7) 161
P(8)
P(9)

řádek key
P(0) 11
P(1) 1
P(2) 35
P(3) 73
P(4) 141
P(5) 7
P(6) 53
P(7) 161
P(8)
P(9)

Tabulka vznikla posloupnost́ı operaćı:
INSERT(1), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT(11), INSERT(7).

2.12.4 Očekávaný počet test̊u - neúspěšný př́ıpad

Definice. qi(n,m) – když tabulka má m řádk̊u a je v ńı obsazeno n řádk̊u, tak je to pravděpodobnost, že
pro každé j = 0, 1, . . . , i− 1 je řádek h1(x) + jh2(x) obsazen.

Pozorováńı. q0(n,m) = 1

D̊ukaz. Krajńı př́ıpad - je určitě obsazen pro j = 0 . . .− 1

Pozorováńı. q1(n,m) = n
m

D̊ukaz. Bez druhé hešovaćı funkce, tj. zkuśım jen jednou.

Pozorováńı. q2(n,m) = n(n−1)
m(m−1)

D̊ukaz. Prvńı hešovaćı funkce se nestref́ı, druhá také ne (a druhá funkce je nesoudělná s m a je náhodná)

Lemma (Obecný odhad qi). Obecně plat́ı

qi(n,m) =

∏i−1
j=0(n− j)

∏i−1
j=0(m− j)

D̊ukaz. Zobecněńı předchoźıch pozorováńı.
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Definice. C(n,m) – očekávaný počet test̊u v neúspěšném vyhledáváńı, když tabulka má m řádk̊u a n jich
je obsazeno (tj. to, co chci spoč́ıtat)

Lemma. C(n,m) =
∑n

j=0(j + 1)(qj(n,m)− qj+1(n,m))

D̊ukaz. Pro každé j vezmu pravděpodobnost, že jen pro i ≤ j je h1(x)+ jh2(x) obsazen, pro všechny daľśı
je volný; pro každé takové j je počet test̊u j + 1

Lemma. C(n,m) =
∑n

j=0 qj(n,m)

D̊ukaz. Předchoźı lemma + úprava index̊u

Lemma. C(0,m) = 1 pro každé m

D̊ukaz. Vyplývá z předchoźıho lemmatu + q0(0,m) = 1

Lemma. qj(n,m) = n
m
qj−1(n− 1,m− 1) pro všechna j, n > 0 a m > 1

D̊ukaz. Z obecného odhadu qi

qi(n,m) =

∏i−1
j=0(n− j)

∏i−1
j=0(m− j)

=
n
∏i−1

j=0((n− 1)− j)

m
∏i−1

j=0((m− 1)− j)
=

n

m
qj−1(n− 1,m− 1)

Lemma. C(n,m) = 1 + n
m
C(n− 1,m− 1)

D̊ukaz.

C(n,m) =
n
∑

j=0

qj(n,m) = 1 +
n

m
(
n−1
∑

j=0

qj(n− 1,m− 1)) = 1 +
n

m
C(n− 1,m− 1).

Lemma. Očekávaný počet dotaz̊u při neúspěšném vyhledáváńı v tabulce s m řádky, z nichž n je obsazeno,
je C(n,m) = m+1

m−n+1
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D̊ukaz. Indukćı.

Když n = 0, pak C(0,m) = m+1
m−0+1

= 1 a tvrzeńı plat́ı.

Předpokládáme, že tvrzeńı plat́ı pro n− 1 ≥ 0 a pro každé m ≥ n− 1 a dokážeme tvrzeńı pro n a m ≥ n.
Plat́ı

C(n,m) =1 +
n

m
C(n− 1,m− 1) =

1 +
n((m− 1) + 1)

m((m− 1)− (n− 1) + 1)
=

1 +
n

m− n+ 1
=

m+ 1

m− n+ 1
.

Věta. Očekávaný počet dotaz̊u při neúspěšném vyhledáváńı je přiblǐzně 1
1−α

D̊ukaz. Z předchoźıho lemmatu C(n,m) = m+1
m−n+1

∼ 1
1−α

.

�
Očekávaný počet dotaz̊u při neúspěšném vyhledáváńı je přibližně
1

1−α
. �

2.12.5 Úspěšný př́ıpad

Použijeme opět stejnou metodu ze separuj́ıćıch řetězc̊u, proto jen stručně.

Věta. Očekávaný počet dotaz̊u při úspěšném vyhledáváńı je přiblǐzně 1
α
ln( 1

1−α
)

D̊ukaz. Počet dotaz̊u při vyhledáváńı x pro x ∈ S je stejný jako byl počet dotaz̊u při vkládáńı x do tabulky.
Tedy očekávaný počet dotaz̊u při úspěšném vyhledáváńı v tabulce s m řádky, z nichž n je obsazeno, je

1

n

n−1
∑

i=0

C(i,m) =
1

n

n−1
∑

i=0

m+ 1

m− i+ 1
=

m+ 1

n

(

m+1
∑

j=1

1

j
−

m−n+1
∑

j=1

1

j

)

≈

1

α
ln(

m+ 1

m− n+ 1
) ≈ 1

α
ln(

1

1− α
).

�
Očekávaný počet dotaz̊u při úspěšném vyhledáváńı je přibližně
1
α
ln( 1

1−α
. �

40



Následuj́ıćı tabulka ukazuje tyto hodnoty v závislosti na velikosti α.

hodnota α 0.5 0.7 0.9 0.95 0.99 0.999
1

1−α
2 3.3 10 20 100 1000

1
α
ln( 1

1−α
) 1.38 1.70 2.55 3.15 4.65 6.9

2.13 Porovnáńı efektivity hašovaćıch algoritmů

2.13.1 Neúspěšné vyhledáváńı

• Hašováńı s uspořádanými řetězci

• Hašováńı s řetězci=Hašováńı s přemı́st’ováńım

• Hašováńı s dvěma ukazateli

• VICH=LICH

• EICH

• LISCH=EISCH

• Dvojité hašováńı

• Hašováńı s lineárńım přidáváńım

2.13.2 Úspěšné vyhledáváńı

Pořad́ı metod hašováńı podle očekávaného počtu test̊u:

• Hašováńı s uspořádanými řetězci=Hašováńı s řetězci=Hašováńı s přemı́st’ováńım

• Hašováńı s dvěma ukazateli,

• VICH

• LICH

• EICH

• EISCH

• LISCH

• Dvojité hašováńı

• Hašováńı s lineárńım přidáváńım

Poznámka: Metoda VICH při neúspěšném vyhledáváńı pro α < 0.72 a při úspěšném vyhledáváńı pro
α < 0.92 vyžaduje menš́ı očekávaný počet test̊u než metoda s dvěma ukazateli.

Při neúspěšném vyhledáváńı jsou metody VICH a LICH stejné a jsou o 8% lepš́ı než EICH a o 15% než
metody LISCH a EISCH. Při úspěšném vyhledáváńı je VICH nepatrně lepš́ı než LICH a EICH o 3% lepš́ı
než EISCH a o 7% lepš́ı než LISCH.

2.13.3 Očekávaný počet test̊u při úplně zaplněné tabulce

• Metoda s přemı́st’ováńım: neúspěšné vyhledáváńı 1.5, úspěšné vyhledáváńı 1.4.

• Metoda s dvěma ukazateli: úspěšné i neúspěšné vyhledáváńı 1.6.

• VICH: neúspěšné vyhledáváńı 1.79, úspěšné vyhledáváńı 1.67.

• LICH: neúspěšné vyhledáváńı 1.79, úspěšné vyhledáváńı 1.69.

• EICH: neúspěšné vyhledáváńı 1.93, úspěšné vyhledáváńı 1.69.

• EISCH: neúspěšné vyhledáváńı 2.1, úspěšné vyhledáváńı 1.72.
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• LISCH: neúspěšné vyhledáváńı 2.1, úspěšné vyhledáváńı 1.8.

Metodu s lineárńım přidáváńım je dobré použ́ıt jen pro α < 0.7, metodu s dvojitým hašováńım pro α < 0.9,
pak čas pro neúspěšné vyhledáváńı rychle nar̊ustá.

2.13.4 Vliv β = m
m′ při sr̊ustaj́ıćım hašováńı

Při úspěšném vyhledáváńı je optimálńı hodnota β = 0.85, při neúspěšném vyhledáváńı je optimálńı hod-
nota β = 0.78. V praxi se doporučuje použ́ıt hodnotu β = 0.86 (uvedené výsledky byly pro tuto hodnotu
β).

2.13.5 Komentář

Metody se separuj́ıćımi řetězci a sr̊ustaj́ıćı hašováńı použ́ıvaj́ı v́ıce paměti (při sr̊ustaj́ıćım hašováńı součet
adresovaćı a pomocné části). Metoda s přemı́st’ováńım a metoda dvojitého hašováńı vyžaduj́ı v́ıce času –
na přemı́stěńı prvku a na výpočet druhé hašovaćı funkce.

2.14 Daľśı otázky

2.14.1 Jak nalézt volný řádek

Za nejlepš́ı metodu se považuje mı́t seznam (zásobńık) volných řádk̊u a z jeho vrcholu brát volný řádek a
po úspěšné operaci DELETE tam zase řádek vložit (pozor při operaci DELETE ve strukturách, které
nepodporuj́ı DELETE).

2.14.2 Jak řešit přeplněńı

Standardńı model: Dána základńı velikost tabulky m a pracuje se s tabulkami s 2im řádky pro vhodné
i = 0, 1, . . . . Vhodné i znamená, že faktor zaplněńı α je v intervalu < 1

4
, 1 > (s výjimkou i = 0, kde se

uvažuje pouze horńı mez). Při překročeńı meze se zvětš́ı nebo zmenš́ı i a všechna data se přehašuj́ı do nové
tabulky.
Výhoda: Po přehašováńı do nové tabulky je počet operaćı, které vedou k novému přehašováváńı, roven
alespoň polovině velikosti uložené množiny.
Praktické použit́ı: Nedržet se striktně meźı, použ́ıvat malé pomocné tabulky při přeplněńı a posunout velké
přehašováńı na dobu klidu (aby systém nenechal uživatele v normálńı době čekat).

2.14.3 Jak řešit DELETE v metodách, které ho nepodporuj́ı

Použ́ıt ideu tzv. ‘falešného DELETE’. Odstranit prvek, ale řádek neuvolnit (i v kĺıči nechat nějakou
hodnotu, která bude znamenat, že řádek je prázdný, položky podporuj́ıćı práci s tabulkami neměnit).
Řádek nebude v seznamu volných řádk̊u, ale operace INSERT, když testuje tento řádek, tam může
vložit nový prvek. Když je alespoň polovina použitých řádk̊u takto blokována, je vhodné celou strukturu
přehašovat. Pravděpodobnostńı analýzu tohoto modelu neznám.
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2.14.4 Otevřené problémy

Jak využ́ıt ideje z hašováńı s uspořádanými řetězci pro ostatńı metody řešeńı koliźı (jmenovitě pro sr̊ustaj́ıćı
hašováńı).

Jakou metodu použ́ıt pro operaci DELETE ve sr̊ustaj́ıćım hašováńı (problém je zachovat náhodnost
uložené množiny a t́ım platnost odhadu na složitost operaćı).

Jak nalézt druhou hašovaćı funkci pro metodu dvojitého hašováńı, aby vzniklé posloupnosti adres při
operaci INSERT se chovaly jako náhodné.

2.14.5 Předpoklady a jejich splnitelnost

Připomeňme si předpoklady pro předchoźı uvedené výsledky o hašováńı:

1. Hašovaćı funkce se rychle spoč́ıtá (v čase O(1));

2. Hašovaćı funkce rovnoměrně rozděluje univerzum (to znamená, že pro dvě r̊uzné hodnoty i a j
hašovaćı funkce plat́ı −1 ≤ |h−1(i)| − |h−1(j)| ≤ 1);

3. Vstupńı data jsou rovnoměrně rozdělená.

Diskutujme splnitelnost těchto předpoklad̊u.
Předpoklad 1) je jasný.
Předpoklad 2) – je výhodné, když rozděleńı univerza hašovaćı funkćı koṕıruje známé rozděleńı vstupńıch
dat. Toto se použilo při návrhu překladače pro FORTRAN (Lum 1971). V překladači byla použita metoda
separovaných řetězc̊u a hašovaćı funkce, která preferovala obvyklé názvy identifikátor̊u. Výsledky byly
měřeny, když se překladač FORTRANu použil pro standardńı výpočet. Źıskané výsledky se porovnávaly
s teoretickými výpočty za našich předpoklad̊u. V následuj́ıćı tabulce můžete porovnat výsledky źıskané
teoretickými výpočty a naměřené hodnoty. Porovnáńı výsledk̊u:

hodnota α 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
experiment 1.19 1.25 1.28 1.34 1.38
teorie 1.25 1.30 1.35 1.40 1.45

Závěr: Podmı́nky 1) a 2) můžeme splnit, když známe rozložeńı vstupńıch dat, můžeme dosáhnout ještě
lepš́ıch výsledk̊u.

Nevýhoda: Rozložeńı vstupńıch dat nemůžeme ovlivnit a obvykle ho ani neznáme. Je reálné, že rozděleńı
vstupńıch dat bude nevhodné pro použitou hašovaćı funkci. Důsledek – na počátku 70. let se začalo
ustupovat od hašováńı. Hledal se postup, který by se vyhnul uvedenému problému s bodem 3).

Řešeńı navrhli Carter a Wegman (1977), když přǐsli s metodou univerzálńıho hašováńı, která obcháźı
požadavek 3). To vedlo k novému rozsáhlému použ́ıváńı hašováńı.

Nalezenému řešeńı je věnován následuj́ıćı text.
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2.15 Univerzálńı hašováńı

2.15.1 Základńı idea

Mı́sto jedné funkce máme množinu H funkćı z univerza do tabulky velikosti m takových, že pro každou
množinu S ⊆ U , |S| ≤ m se většina funkćı chová dobře v̊uči S (tj. hašovaćı funkce má jen málo koliźı v
množině S). Hašovaćı funkci zvoĺıme náhodně z H (s rovnoměrným rozděleńım) a hašujeme pomoćı takto
zvolené funkce.

Tedy ještě jednou – nemám jednu hašovaćı funkci, ale mám v́ıce hašovaćıch funkćı, pro každou množinu S
se mi věťsina z nich chová rozumně – a z nich náhodně jednu vyberu; tedy neńı nutné náhodné rozložeńı
S.

2.15.2 Modifikace ideje

Ověřováńı vlastnost́ı vyžaduje znalost velikosti množiny H.

Mám ale problém - rychlá vyč́ıslitelnost h(x) vyžaduje analytické zadáńı funkćı v H, ale zjǐstěńı rovnosti
dvou analyticky zadaných funkćı na univerzu U je problematické. Řešeńım problému je použit́ı indexové
množiny I, kterou si oindexuji funkce v H.

To znamená, že H = {hi | i ∈ I} a dvě funkce jsou r̊uzné, když maj́ı r̊uzné indexy. Pak velikost systému,
tj. velikost H, bude velikost indexové množiny.

Mı́sto zvoleńı hašovaćı funkce budeme volit náhodně index s rovnoměrným rozložeńım a když zvoĺıme
index i, pak budeme pracovat s hašovaćı funkćı hi. Očekávaná hodnota náhodné proměnné f z množiny I

do reálných č́ısel bude pr̊uměr přes I, tj.
∑

i∈I f(i)

|I| .

2.15.3 Formálńı definice c-univerzálńıch systémů

Necht’ U je univerzum. Soubor funkćı H = {hi | i ∈ I} z univerza U do množiny {0, 1, . . . ,m − 1} se
nazývá c-univerzálńı (c je kladné reálné č́ıslo), když

∀x, y ∈ U, x 6= y plat́ı |{i ∈ I | hi(x) = hi(y)}| ≤
c|I|
m
.

Omezuji tedy počet kolizńıch funkćı pro libovolnou množinu.

Jako ekvivalentńı definici lze použ́ıt toto tvrzeńı: systém funkćıH z univerza U do množiny {0, 1, . . . ,m−1}
je c-univerzálńı, když vybereme-li h ∈ H s rovnoměrným rozděleńım, pak pro každá dvě r̊uzná x, y ∈ U
plat́ı

Prob(h(x) = h(y)) ≤ c

m
.

Problémy: existence c-univerzálńıch systémů,
vlastnosti c-univerzálńıch systémů (zda splňuj́ı požadované ideje).

2.15.4 Existence univerzálńıch systémů

Bez újmy na obecnosti můžu vźıt univerzum U , které bude vypadat U = {0, 1, . . . , N − 1} pro prvoč́ıslo
N . (Stač́ı si uvědomit, že každé univerzum můžeme považovat za univerzum tvaru {0, 1, . . . , N − 1} pro
nějaké N a že mezi č́ısly N a 2N vždy existuje nějaké prvoč́ıslo.)
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Definujme si množinu funkćı H pro univerzum U pro nějaké m.

Definice. H = {ha,b | (a, b) ∈ U × U}, kde ha,b(x) = ((ax + b) mod N) mod m (tj. indexová množina je
U × U a jej́ı velikost je N2).

Výhoda: funkce z množiny H umı́me rychle vyč́ıslit. Nevýhoda: indexová množina je velikost univerza na
druhou.

Lemma. Pro x, y ∈ U taková, že x 6= y, existuje maximálně m
(

⌈N
m
⌉
)2

dvojic (a, b) ∈ U × U takových, že
ha,b(x) = ha,b(y).

D̊ukaz. Zvolme x, y ∈ U taková, že x 6= y. Chceme nalézt (a, b) ∈ U × U takové, že ha,b(x) = ha,b(y).

Muśı existovat i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} a r, s ∈ {0, 1, . . . , ⌈N
m
⌉ − 1} tak, že plat́ı

(ax+ b ≡ i+ rm) mod N

(ay + b ≡ i+ sm) mod N

(i je ono shodné modulo, r a s jsou zbytky po modulu, tedy ax + b mod N = i + rm a i + rm < N ,
podobně s y)

Když x, y, i, r a s jsou konstanty a a a b jsou proměnné, je to systém lineárńıch rovnic v tělese Z/ mod N ,
kde Z jsou celá č́ısla. Matice soustavy

(

x 1
y 1

)

je regulárńı, protože x 6= y. Jelikož Z/ mod N je těleso (protože N je prvoč́ıslo), tak pro fixovaná x, y, i,
r a s existuje právě jedno řešeńı této soustavy.

Tedy, pro daná x a y, i nabývá m hodnot, r a s nabývaj́ı ⌈N
m
⌉ hodnot.

Závěr: pro každá x, y ∈ U taková, že x 6= y, existuje maximálně m
(

⌈N
m
⌉
)2

dvojic (a, b) ∈ U × U takových,
že ha,b(x) = ha,b(y).

Věta. Množina H je c-univerzálńı pro

c =

(

⌈N
m
⌉
)2

(

N
m

)2 .

D̊ukaz. Skutečně, pro každé x, y ∈ U , x 6= y, je počet (a, b) ∈ U ×U takových, že ha,b(x) = ha,b(y), nejvýše
roven

m
(

⌈N
m
⌉
)2

=

(

⌈N
m
⌉
)2

(

N
m

)2

N2

m
=

(

⌈N
m
⌉
)2

(

N
m

)2

|I|
m
.

Pozorováńı. Dokázali jsme existenci c-univerzálńıch systém̊u pro c bĺızké 1.
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2.15.5 Vlastnosti univerzálńıho hašováńı

Předpoklad: H = {hi | i ∈ I} je c-univerzálńı systém funkćı. (nemuśı být totožný s H z posledńı kapitoly)

Definice. Pro i ∈ I a prvky x, y ∈ U označme

δi(x, y) =

{

1 když x 6= y a hi(x) = hi(y),

0 když x = y nebo hi(x) 6= hi(y).

δi(x, y) je tedy 1, pokud x, y v hi koliduj́ı, jinak je 0.

Definice. Pro množinu S ⊆ U , x ∈ U a i ∈ I definujme

δi(x, S) =
∑

y∈S
δi(x, y).

δi(x, S) tedy ř́ıká, s kolika prvky v S x koliduje při použit́ı funkce hi; je to tedy horńı odhad řetězce, pokud
S je reprezentovaná množina.

Lemma. 1
|I|
∑

i∈I δi(x, S) je očekávaná délka řetězce při pevném S při náhodném výběru i.

D̊ukaz. Plyne jednoduše z definice.

Lemma. Očekávaný počet test̊u u operaćıMEMBER, INSERT a DELETE je O(1+očekávané délka řetězce)

D̊ukaz. Neńı mi zcela jasná +1, jinak ale opravdu muśıme projet celý řetězec.

Lemma. Pro fixovanou množinu S ⊆ U a pro fixované x ∈ U plat́ı
∑

i∈I δi(x, S) =

{

(|S| − 1)c |I|
m

když x ∈ S,

|S|c |I|
m

když x /∈ S.

D̊ukaz. V d̊ukazu
”
vtipně“ přehod́ıme, přes co vlastně sč́ıtáme, a použijeme definici c-univerzálńıho systému.

Sečteme δi(x, S) přes všechna i ∈ I:

∑

i∈I
δi(x, S) =

∑

i∈I

∑

y∈S
δi(x, y) =

∑

y∈S

∑

i∈I
δi(x, y) =

∑

y∈S,y 6=x

|{i ∈ I | hi(x) = hi(y)}| ≤

∑

y∈S,y 6=x

c
|I|
m

=

{

(|S| − 1)c |I|
m

když x ∈ S,

|S|c |I|
m

když x /∈ S.

46



Lemma. Očekávaná délka řetězce pro fixovanou množinu S ⊆ U a fixované x ∈ U přes i ∈ I s rovnoměrným

rozděleńım je nejvýše

{

c |S|−1
m

když x ∈ S,

c |S|
m

když x /∈ S.

D̊ukaz. Z předchoźıch lemmat:

δi(x, S) dává odhad na velikost řetězce hi(x) při reprezentaci množiny S pomoćı funkce hi, tedy očekávaná
délka řetězce pro fixovanou množinu S ⊆ U a fixované x ∈ U přes i ∈ I s rovnoměrným rozděleńım je
nejvýše

1

|I|
∑

i∈I
δi(x, S) ≤

{

c |S|−1
m

když x ∈ S,

c |S|
m

když x /∈ S.

Věta. Očekávaný počet test̊u při operaćıch MEMBER, INSERT a DELETE při c-univerzálńım
hašováńı je O(1 + cα), kde α je faktor naplněńı (tj. α = |S|

m
).

D̊ukaz. Plyne jednoduše z předchoźıch lemmat.

Věta. Očekávaný čas pro pevnou posloupnost n operaćı MEMBER, INSERT a DELETE aplikovaných
na prázdnou tabulku pro c-univerzálńı hašováńı je O((1 + c

2
α)n), kde α = n

m
.

D̊ukaz. Já (upravuj́ıćı student) nevid́ım, proč by to mělo platit :(

� Očekávaný počet test̊u je O(1 + cα) �

Význam výsledku Vzorec se jen o multiplikativńı konstantu c lǐśı od vzorce pro hašováńı se sepa-
rovanými řetězci. Přitom c může být jen o málo menš́ı než 1 a ve všech známých př́ıkladech je c ≥ 1.
Takže, co jsme dosáhli?

Rozd́ıl je v předpokladech. Zde je předpoklad 3) nahrazen předpokladem, že index i ∈ I je vybrán
s rovnoměrným rozděleńım, a neńı žádný předpoklad na vstupńı data. Výběr indexu i můžeme ovliv-
nit, ale výběr vstupńıch dat nikoliv. Můžeme zajistit rovnoměrné rozděleńı výběru i z I nebo se k
tomuto rozděleńı hodně přibĺıžit.

2.15.6 Markovova nerovnost

Předpoklady: Je dána množina S ⊆ U , prvek x ∈ U . Očekávaná velikost δi(x, S) je µ a t ≥ 1.

Předpokladejme, že i je z I vybráno s rovnoměrným rozděleńım.

Věta. Pro t > 1 plat́ı: pravděpodobnost, že δi(x, S) ≥ tµ pro i ∈ I, je menš́ı než 1
t
. .
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D̊ukaz. Označme I ′ = {i ∈ I | δi(x, S) ≥ tµ}. Pak plat́ı

µ =

∑

i∈I δi(x, S)

|I| >

∑

i∈I′ δi(x, S)

|I| ≥
∑

i∈I′ tµ

|I| =
|I ′|
|I| tµ

Odtud

|I ′| < |I|
t
.

Tedy pravděpodobnost, že δi(x, S) ≥ tµ, je menš́ı než 1
t
.

Poznámka: Toto tvrzeńı plat́ı obecně a nazývá se Markovova nerovnost. Uvedený d̊ukaz ilustruje jednoduché
tvrzeńı pro konečný př́ıpad.

2.15.7 Výběr funkce ze systému

Hlavńı problém: Zajǐstěńı rovnoměrného rozděleńı výběru i z I.

Provedeńı výběru: Budeme vyb́ırat index z množiny I, budeme ho vyb́ırat jako binárńı č́ıslo tak, že každou
pozici binárńıho č́ısla náhodně vybereme.

Totéž formálněji: Zakódovat indexy z množiny I do č́ısel 0, 1, . . . , |I| − 1. Zvolit náhodně č́ıslo i z tohoto
intervalu s rovnoměrným rozděleńım a pak použ́ıt funkci s indexem, jehož kód je i. Abychom vybrali i,
nalezneme nejmenš́ı j takové, že 2j − 1 ≥ |I| − 1. Pak č́ısla v intervalu {0, 1, . . . , 2j − 1} jednoznačně
koresponduj́ı s posloupnostmi 0 a 1 délky j. Budeme vyb́ırat náhodně posloupnost 0 a 1 délky j. Když
takto vybraná posloupnost neodpov́ıdá prvku z I, tak vygenerujeme jinou posloupnost (a tuto vynecháme).
Pokud použijeme náhodný generátor 0 a 1, pak takto źıskáme náhodný prvek z I. Tedy k výběru náhodné
funkce potřebujeme náhodný generátor 0 a 1 s rovnoměrným rozděleńım.

Závada: Skutečný náhodný generátor pro rovnoměrné rozděleńı je prakticky nedosažitelný (některé fyzikálńı
procesy). K dispozici je pouze pseudogenerátor.

Jeho nevýhoda: Č́ım je j větš́ı, t́ım je posloupnost pravidelněǰśı (tj. méně náhodná).

Důsledky: Hledáme co nejmenš́ı c-univerzálńı systémy. Nejprve ale nalezneme dolńı odhady na jejich ve-
likost obecně. (Velikost́ı je zde stále myšleno počet funkćı v |H|, vše ostatńı – c, |S|,m – je fixováno!)

2.15.8 Dolńı odhady na velikost

Předpoklady: Necht’ U je univerzum velikosti N a necht’ H = {hi | i ∈ I} je c-univerzálńı systém funkćı
hašuj́ıćıch do tabulky velikosti m. Můžeme předpokládat, že

I = {0, 1, . . . , |I| − 1}.

Věta. Když H = {hi | i ∈ I} je c-univerzálńı systém pro univerzum U o velikosti N hašuj́ıćı do tabulky
s m řádky, pak

|I| ≥ m

c
(⌈logmN⌉ − 1).

D̊ukaz. Indukćı definujme množiny U0, U1, . . . tak, že: U0 = U .
Necht’ U1 je největš́ı podmnožina U0 vzhledem k počtu prvk̊u taková, že h0(U1) je jednoprvková množina.
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Necht’ U2 je největš́ı podmnožina U1 vzhledem k počtu prvk̊u taková, že h1(U2) je jednoprvková množina.
Necht’ U3 je největš́ı podmnožina U2 vzhledem k počtu prvk̊u taková, že h2(U3) je jednoprvková množina.
Obecně, necht’ Ui je největš́ı podmnožina Ui−1 vzhledem k počtu prvk̊u taková, že hi−1(Ui) je jednoprvková
množina.

Protože hašujeme do tabulky velikosti m, plat́ı |Ui| ≥ ⌈ |Ui−1|
m

⌉. Protože |U0| = N , dostáváme indukćı, že
|Ui| ≥ ⌈ N

mi ⌉ pro každé i. Zvolme i = ⌈logmN⌉− 1. Pak i je největš́ı přirozené č́ıslo takové, že N
mi > 1. Tedy

Ui má aspoň dva prvky, zvolme x, y ∈ Ui taková, že x 6= y. Pak hj(x) = hj(y) pro j = 0, 1, . . . , i− 1. Tedy

i ≤ |{j ∈ I | hj(x) = hj(y)}| ≤
c|I|
m

.

�
Když H = {hi | i ∈ I} je c-univerzálńı systém pro univerzum U o
velikostiN hašuj́ıćı do tabulky sm řádky, pak |I| ≥ m

c
(⌈logmN⌉−1). �

Pozorováńı. Posloupnosti 0 a 1 při náhodné volbě i z I muśı mı́t délku alespoň ⌈(logm−log c+log logN−
log logm)⌉ (zde všechny logaritmy jsou o základu 2).

2.15.9 Malý univerzálńı systém - definice

Zkonstruujeme c-univerzálńı systém takový, že logaritmus z velikosti jeho indexové množiny pro velká
univerza je až na aditivńı konstantu menš́ı než 4(logm + log logN), kde N je velikost univerza a m je
počet řádk̊u v tabulce.

Mějme velikost tabulky m a univerzum U = {0, 1, . . . , N − 1} pro nějaké přirozené č́ıslo N (nemuśı být
prvoč́ıslo).

Definice. Necht’ p1, p2, . . . je rostoućı posloupnost všech prvoč́ısel.

Definice. Necht’ t je nejmenš́ı č́ıslo takové, že t ln pt ≥ m lnN .

Lemma. t < m lnN , když pt > 3.

D̊ukaz. Pokud pt > 3, je ln pt ≥ 1.

Definice. Definujme
H1 = {gc,d(hℓ) | t < ℓ ≤ 2t, c, d ∈ {0, 1, . . . , p2t − 1}},

kde hℓ(x) = x mod pℓ a gc,d(x) = ((cx+ d) mod p2t) mod m.

V daľśı sekci ukážeme, že když m(lnm + ln lnm) < N , pak H1 je 3.25-univerzálńı systém. Nejdř́ıve ale
ukážeme, že indexová množina je dostatečně malá.

Připomeneme si známou větu o velikosti prvoč́ısel, bez d̊ukazu (zde ln je přirozený logaritmus, tj. o základu
e).

Věta. Pro každé i = 1, 2, . . . plat́ı pi > i ln i a pro i ≥ 6 plat́ı pi < i(ln i+ ln ln i).
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Pozorováńı. Pro i ≥ 6 plat́ı pi < 2i ln i. (z dosazeńı do věty o velikosti prvoč́ısel)

Věta. |I| < 16m4 log4N pro dostatečně velké t.

D̊ukaz. (pozn. studenta - d́ıky logaritmům je tento d̊ukaz dost nepřehledný :( logaritmy jsou dvojkové)

Indexová množina H1 je

I = {(c, d, ℓ) | c, d ∈ {0, 1, . . . , p2t − 1, t < ℓ ≤ 2t}.

Tedy |I| = tp22t. Odtud plyne |I| ≤ 16t3 ln2 2t a tedy

log(|I|) ≤ 4 + 3 log t+ 2 log log t.

Pro dostatečně velké t (takové, že log t ≥ 2 log log t, tj. t ≥ 16)4 plat́ı, že log(|I|) ≤ 4 + 4 log t.

t ≤ m lnN , když pt ≥ 3 (viz výše).

Po dosazeńı log(|I|) ≤ 4 + 4(logm+ log logN), což už uprav́ıme na požadovanou nerovnost.

Pozorováńı. Logaritmus z d̊ukazu, tj. log(|I|) ≤ 4+4(logm+log logN), nám dává horńı omezeńı velikosti
binárńıho zápisu funkce, tj. počet nutných náhodných výběr̊u.

2.15.10 Univerzalita malého systému H1

Zvolme r̊uzná x a y z univerza U .

Definice. Označme

G1 = {(c, d, ℓ) | gc,d(hℓ(x)) = gc,d(hℓ(y)), hℓ(x) 6= hℓ(y)},
G2 = {(c, d, ℓ) | gc,d(hℓ(x)) = gc,d(hℓ(y)), hℓ(x) = hℓ(y)}

Budeme odhadovat G1, G2.

Věta. G1 ≤ |I|
m
(1 + m

p2t
)2

D̊ukaz. Použijeme podobný trik, jako v kapitole s d̊ukazem existence univerzálńıch systémů.

Když (c, d, ℓ) ∈ G1, pak existuj́ı r, s ∈ {0, 1, . . . , ⌈p2t
m
⌉ − 1} a i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} taková, že

(c(x mod pℓ) + d ≡ i+ rm) mod p2t

(c(y mod pℓ) + d ≡ i+ sm) mod p2t.

Když c a d považujeme za neznámé, pak je to soustava lineárńıch rovnic s regulárńı matićı (protože
x mod pℓ 6= y mod pℓ), a tedy pro každé ℓ, i, r a s existuje právě jedna taková dvojice (c, d) (připomı́náme,
že Z/ mod p2t je těleso). Proto

|G1| ≤ tm(⌈p2t
m

⌉)2 ≤ tp22t
m

(1 +
m

p2t
)2 =

|I|
m

(1 +
m

p2t
)2.

4Nejsem si jist, proč plat́ı, ale asi ano
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Věta. G2 ≤ |I|
m

D̊ukaz. Označme L = {ℓ | t < ℓ ≤ 2t, x mod pℓ = y mod pℓ} a P =
∏

ℓ∈L pℓ. Protože P děĺı |x − y|,
dostáváme, že P ≤ N . Protože pt < pℓ pro každé ℓ ∈ L, dostáváme, že P > p

|L|
t . Tedy |L| ≤ lnN

ln pt
≤ t

m
z

definice t. Protože (c, d, ℓ) ∈ G2, právě když ℓ ∈ L a c, d ∈ {0, 1, . . . , p2t − 1}, shrneme, že

|G2| ≤ |L|p22t ≤
tp22t
m

=
|I|
m
.

Lemma (Pomocné lemma). Když t ≥ 6 a m(lnm+ ln lnm) < N , pak m < pt
ln t

.

D̊ukaz. Předpokládejme, že tvrzeńı neplat́ı. Pak m ≥ pt
ln t

. Z Věty o velikosti prvoč́ısel plyne m ≥ pt
ln t

>
t ln t
ln t

= t. Když použijeme, že m(lnm+ ln lnm) < N , tak dostaneme, že

lnm+ ln(lnm+ ln lnm) < lnN,

a odtud plyne, že

t ln pt < t ln(t(ln t+ ln ln t)) ≤ m(lnm+ ln(lnm+ ln lnm)) < m lnN

a to je spor s definićı t. Tedy m < pt
ln t

.

Pozorováńı. ln 2t ≥ ln t ≥ ln ln t pro všechna t ≥ 1

Lemma. m
p2t

je menš́ı, než 1
2
, a pokud t konverguje k +∞, tak konverguje k 0.

D̊ukaz. Zkombinujeme Větu o odhadu velikosti prvoč́ısel, Pomocné lemma a předchoźı pozorováńı a
dostaneme, že

m

p2t
≤

pt
ln t

2t ln 2t
<
t(ln t+ ln ln t)

2t ln t ln 2t
<

1

ln 2t
(1 +

ln ln t

ln t
).

Je zřejmé, že tento výraz je menš́ı než 1
2
, a když t konverguje k +∞, pak tento výraz konverguje k 0.

Lemma. (1 + m
p2t

)2 ≤ 1.52 = 2.25

D̊ukaz. Plyne jednoduše z přechoźıho lemmatu.

Věta. H1 je 3.25-univerzálńı
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D̊ukaz. Z předchoźıho plyne:

|{i ∈ I | hi(x) = hi(y)}| = |G1|+ |G2| ≤
|I|
m

(1 +
m

p2t
)2 +

|I|
m

≤ |I|
m

(1 + 2.25) = 3.25
|I|
m
.

� Když t ≥ 6 a m lnm ln lnm < N , pak H1 je 3.25-univerzálńı. �

Bez jakýchkoliv předpoklad̊u lze ukázat, že H1 je 5-univerzálńı.

2.15.11 Odhad na velikost c

Lemma (Technické lemma). Mějme reálná č́ısla bi pro i = 0, 1, . . . ,m− 1 a necht’ b =
∑m−1

i=0 bi. Pak

m−1
∑

i=0

bi(bi − 1) ≥ b(
b

m
− 1).

D̊ukaz. Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

(
m−1
∑

i=0

xiyi)
2 ≤ (

m−1
∑

i=0

x2i )(
m−1
∑

i=0

y2i )

plyne (
∑m−1

i=0 bi)
2 = b2 ≤ m(

∑m−1
i=0 b2i ), stač́ı položit xi = bi a yi = 1, a tedy b2

m
≤∑m−1

i=0 b2i . Odtud

m−1
∑

i=0

bi(bi − 1) =
m−1
∑

i=0

b2i −
m−1
∑

i=0

bi =
m−1
∑

i=0

b2i − b ≥ b2

m
− b = b(

b

m
− 1)

a lemma je dokázáno.

Lemma (O obecné funkci). Pokud f : U → T je libovolná hašovaćı funkce (tj. ne z H), počet dvojic u, v
takových, že u 6= v a f(u) = f(v) (tj. koliduj́ıćı dvojice) je věťśı, než N(N−m

m
), kde N je velikost U a m je

velikost T .

D̊ukaz. Když pro t ∈ T označ́ıme kt = |f−1(t)|, pak |A| =∑t∈T kt(kt − 1). Z lemmatu plyne, že

|A| =
∑

t∈T
kt(kt − 1) ≥ N(

N

m
− 1) = N(

N −m

m
),

protože
∑

t∈T kt = N .

Nerovńıtko plyne z technického lemmatu.
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Věta. Když H je c-univerzálńı systém univerza U o velikosti N hašuj́ıćı do tabulky s m řádky, pak c ≥
1− m

N
.

D̊ukaz. Použijeme předchoźı lemma o obecné funkci a při sč́ıtáńı si
”
vtipně“ přehod́ıme, přes co vlastně

sč́ıtáme, a poté využijeme toho, že H je c-univerzálńı.

Když H = {hi | i ∈ I} je c-univerzálńı systém funkćı z univerza U o velikosti N do tabulky o velikosti m,
pak pomoćı lemmatu dostáváme

|I|N(
N −m

m
) ≤

∑

i∈I
|{(x, y) ∈ U × U | hi(x) = hi(y), x 6= y}| =
∑

(x,y)∈U×U, x 6=y

|{i ∈ I | hi(x) = hi(y)}| ≤

∑

(x,y)∈U×U,x 6=y

c
|I|
m

= N(N − 1)c
|I|
m
.

Odtud plyne, že N −m ≤ c(N − 1), a tedy

c ≥ N −m

N − 1
>
N −m

N
= 1− m

N
.

� Když H je c-univerzálńı, c ≥ 1− m

N
. �

2.15.12 Problémy univerzálńıho hašováńı

Použ́ıt jiné metody na řešeńı koliźı než separované řetězce. Jak to ovlivńı použitelnost univerzálńıho
hašováńı? Plat́ı podobné vztahy jako pro pevně danou hašovaćı funkci? Jaký vliv na efektivnost má
nepř́ıtomnost operace DELETE?

Existuje c-univerzálńı hašovaćı systém pro c < 1? Jaký je vztah mezi velikost́ı c-univerzálńıho hašovaćıho
systému a velikost́ı c? Lze zkonstruovat malý c-univerzálńı systém pro c < 3.25? Zde hraje roli fakt, že při
c = 3.25 se očekávaná délka řetězce může pohybovat až kolem hodnoty 7.

Použit́ı Čebyševovy nerovnosti mı́sto Markovovy nerovnosti dává kvadratický odhad pravděpodobnosti,
že délka řetězce je o t větš́ı než očekávaná hodnota. Za jakých okolnost́ı dává lepš́ı odhad? Lze použ́ıt i
vyšš́ıch moment̊u?

Jak použ́ıt Markovou nerovnost a očekávanou délku maximálńıho řetězce pro odhad očekávaného počtu
voleb hašovaćı funkce?

Pro jaké parametry lze použ́ıt následuj́ıćı model?5

Je dána základńı velikost tabulky m a dále pro j = 0, 1, . . . č́ısla (parametry) lj a c-univerzálńı hašovaćı
systémy Hj = {hi | i ∈ Ij} z univerza do tabulky s m2j řádky.

5pozn.studenta - v̊ubec nev́ım, o co jde :(
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Množina S ⊆ U je reprezentována následovně: je dáno j takové, že když j > 0, pak m2j−2 ≤ |S| ≤ m2j,
když j = 0, pak |S| ≤ m, a je zvolen index i ∈ Ij. Dále máme prosté řetězce r0, r1, . . . , rm2j−1, jejichž délky
jsou nejvýše lj , a řetězec rk obsahuje prvky {s ∈ S | hi(s) = k}.
Operace INSERT(x) prohledá řetězec rhi(x) a když tento řetězec neobsahuje prvek x, pak ho přidá. Když
m2j−2 ≤ |S| ≤ m2j a délka řetězce rhi

(x) je nejvýše lj, pak operace konč́ı. Když |S| > m2j, tak se nejdř́ıve
zvětš́ı j o 1. Pak se náhodně zvoĺı i ∈ Ij a zkonstruuj́ı se řetězce reprezentuj́ıćı S. Když některý z nich má
délku větš́ı než lj , tak se volba a konstrukce řetězc̊u opakuje tak dlouho, dokud se nepovede zvolit i ∈ Ij
takové, že všechny zkonstruované řetězce maj́ı délku nejvýše lj . Operace DELETE se řeš́ı analogicky.
Problém: Jak volit parametry li?

V př́ıpadě řešeńı koliźı dvojitým hašováńım nebo hašováńım s lineárńım přidáváńım je třeba dát silněǰśı
podmı́nky na velikost |S|. V posledńı době se této tématice věnuje pozornost a byla dosažena řada
zaj́ımavých výsledk̊u.

2.16 Perfektńı hašováńı

2.16.1 Idea

Jde o daľśı řešeńı koliźı. Idea je nalézt pro předem danou množinu hašovaćı funkci, která nevytvář́ı žádné
kolize.

Nevýhoda: Metoda nepřipoušt́ı operaci INSERT (pro nový vstup nemůžeme zaručit, že nevznikne kolize).
Metodu lze prakticky použ́ıt pro úlohy, kde lze očekávat hodně operaćı MEMBER a operace INSERT
se téměř nevyskytuje (kolize se řeš́ı pomoćı malé pomocné tabulky, kam se ukládaj́ı koliduj́ıćı data). Tato
metoda se použ́ıvá při navrhováńı kompilátor̊u.

2.16.2 Požadavky

Pro danou množinu S ⊆ U chceme nalézt hašovaćı funkci h takovou, že

1. pro s, t ∈ S takové, že s 6= t, plat́ı h(s) 6= h(t) (tj. h je perfektńı hašovaćı funkce pro S);

2. h hašuje do tabulky s m řádky, kde m je přibližně stejně velké jako |S| (neńı praktické hašovat do
př́ılǐs velkých tabulek – ztráćı se jeden ze základńıch d̊uvod̊u pro hašováńı);

3. h muśı být rychle spočitatelná – jinak hašováńı neńı rychlé;

4. uložeńı h nesmı́ vyžadovat moc paměti, nejvýhodněǰśı je analytické zadáńı (když zadáńı h bude
vyžadovat moc paměti, např. když by byla dána tabulkou, pak se ztráćı d̊uvod k použit́ı stejně jako
v bodě 2).

Kompenzace: Nalezeńı hašovaćı funkce může spotřebovat v́ıce času. Provád́ı se jen na začátku úlohy.

2.16.3 (N,m, n)-perfektńı systém - definice

Mějme univerzum U = {0, 1, . . . , N − 1}.

Definice. Soubor funkćı H z U do množiny {0, 1, . . . ,m − 1} se nazývá (N,m, n)-perfektńı, když pro
každou S ⊆ U takovou, že |S| = n, existuje h ∈ H perfektńı pro S (tj. h(s) 6= h(t) pro každá dvě r̊uzná
s, t ∈ S).
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Protože nev́ıme, zda taková h existuj́ı, nejprve vyšetř́ıme množiny perfektńıch hašovaćıch funkćı. Vyšetř́ıme
vlastnosti (N,m, n)-perfektńıch soubor̊u funkćı.

2.16.4 Dolńı odhady na velikost (N,m, n)-perfektńıho souboru

Předpokládejme, že H je (N,m, n)-perfektńı systém pro U = {0, 1, . . . , N − 1} a nejprve nalezneme dolńı
odhady na velikost |H|.

Lemma. Libovolná funkce h z U do množiny {0, 1, . . . ,m−1} je perfektńı pro maximálně
(

m

n

)

(N
m
)n množin.

D̊ukaz. Ještě jednou – zjǐst’ujeme počet množin S ⊆ U takových, že h je perfektńı funkce pro S a |S| = n.

Funkce h je perfektńı pro S ⊆ U , právě když pro každé i = 0, 1, . . . ,m− 1 je |h−1(i) ∩ S| ≤ 1. (pokud by
bylo větš́ı, nebyla by perfektńı)

Odtud počet těchto množin je
∑

0≤i0<i1<···<in−1<m

n−1
∏

j=0

|h−1(ij)|

Vysvětleńı: vzali jsme si všechny možné podmnožiny m, velké n – tahle množina nám ř́ıká, na kterých
mı́stech výsledné tabulky je něco zahešováno – a reprezentovali jsme si ji přes rostoućı posloupnost. Pro
každé mı́sto v tabulce, kde je něco zahešováno, jsem si vzal všechny možnosti, co tam můžou být (to je
|h−1(ij)|).
Jinak řečeno, h(S) = {ij | j = 0, 1, . . . , n− 1}.
Hledáme horńı odhad této sumy; je maximálńı, když |h−1(i)| = N

m
pro každé i. Posloupnost́ı i je

(

m

n

)

, tedy
h může být perfektńı nejvýše pro

(

m

n

)

(N
m
)n množin.

Věta.

|H| ≥
(

N

n

)

(

m

n

)

(N
m
)n
.

D̊ukaz. Vı́me, že n-prvkových podmnožin universa je
(

N

n

)

, a každá z funkćı v H je perfektńı pro maximálně
(

m

n

)

(N
m
)n množin, tedy skutečně |H| ≥ (Nn)

(mn)(
N
m
)n
.

Jiný odhad velikosti (N,m, n)-perfektńıho souboru.

Věta.

|H| ≥ logN

logm

D̊ukaz. Velikost souboru funkćı nazvěme t, H = {h1, . . . , ht}.
Definujme indukćı soubor množin Ui:

• U0 = U
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• pro i > 0 je Ui největš́ı podmnožina Ui−1, co do počtu prvk̊u, taková, že hi je konstantńı na Ui.

Pak |Ui| ≥ |Ui−1|
m

pro všechna i > 0; z |U0| = N plyne |Ui| ≥ N
mi .

Pro každé i = 1, 2, . . . , t je hj(Ui) jednobodová množina pro každé j ≤ i (z definice množin U – je tam
konstantńı).

Tedy, jakmile bychom pro nějaké i měli množinu S, pro kterou |S∩Ui| ≥ 2, tak žádné j ≤ i neńı perfektńı
(protože pro tyto dva prvky by byla shodná).

Protože H je (N,m, n)-perfektńı, muśı být |Ut| ≤ 1 (vzali-li bychom si množinu, co by v sobě měla v́ıce,
než 2 prvky z Ut, ani jedna z funkćı by tam nemohla být perfektńı), a tedy N

mt ≤ 1.

Proto t ≥ logN
logm

.

Z obou vět potom plat́ı:

�

Když H je (N,m, n)-perfektńı soubor funkćı, pak

|H| ≥ max{
(

N

n

)

(

m

n

)

(N
m
)n
,
logN

logm
}. �

2.16.5 Existence (N,m, n)-perfektńıho souboru

Mějme univerzum U = {0, 1, . . . , N − 1} a soubor funkćı H = {h1, h2, . . . , ht} z univerza U do množiny
{0, 1, . . . ,m− 1}. (funkce jsou libovolné)

Definice. Reprezentujeme tento soubor pomoćı matice M(H) typu N × t s hodnotami {0, 1, . . . ,m − 1}
tak, že pro x ∈ U a i = 1, 2, . . . , t je v x-tém řádku a i-tém sloupci matice M(H) hodnota hi(x).

(Jedna matice je tedy rovna jednomu souboru funkćı. Pokud mám jedinou množinu, pro kterou neexistuje
perfektńı funkce, už to neńı (N,m, n)-perfektńı systém.)

Lemma. Pro pevnou množinu S = {s1, s2, . . . , sn} ⊆ U je matic bez perfektńı funkce nejvýše

(mn −
n−1
∏

i=0

(m− i))tm(N−n)t.

D̊ukaz. Žádná funkce z H neńı perfektńı pro množinu S = {s1, s2, . . . , sn} ⊆ U , právě když podmatice
M(H) tvořená řádky s1, s2, až sn a všemi sloupci nemá prostý sloupec. Takových matic je nejvýše

(mn −
n−1
∏

i=0

(m− i))tm(N−n)t.

Vysvětleńı: mn je počet všech funkćı z S do {0, 1, . . . ,m − 1}, ∏n−1
i=0 (m − i) je počet prostých funkćı z S

do {0, 1, . . . ,m− 1}, a tedy počet všech podmatic s n řádky takových, že žádný jejich sloupec neńı prostý,
je (mn −∏n−1

i=0 (m − i))t. Tyto podmatice můžeme libovolně doplnit na matici typu N × n a pro každou
matici je těchto doplněńı m(N−n)t.
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Lemma. Počet matic, které nereprezentuj́ı (N,m, n)-perfektńı systém, je menš́ı nebo roven

(

N

n

)

(mn −
n−1
∏

i=0

(m− i))tm(N−n)t.

D̊ukaz. Podmnožin U velikosti n je
(

N

n

)

, tedy počet všech matic, které nereprezentuj́ı (N,m, n)-perfektńı

systém, je menš́ı nebo roven
(

N

n

)

(mn −∏n−1
i=0 (m− i))tm(N−n)t (podle posledńıho lemmatu)

Lemma (Postačuj́ıćı podmı́nka). Když

(

N

n

)

(mn −
n−1
∏

i=0

(m− i))tm(N−n)t < mNt,

pak nutně existuje (N,m, n)-perfektńı systém.

D̊ukaz. Všech matic je mNt, a tedy když
(

N

n

)

(mn − ∏n−1
i=0 (m − i))tm(N−n)t < mNt, pak nutně existuje

(N,m, n)-perfektńı systém, protože nějaká matice, co ho reprezentuje, se
”
najde“.

Věta. Pokud t ≥ n(lnN)e
n2

m , tak existuje (N,m, n)-perfektńı soubor funkćı.

D̊ukaz. Následuj́ıćı výrazy jsou ekvivalentńı s postačuj́ıćı podmı́nkou:

(

N

n

)

(

1−
∏n−1

i=0 (m− i)

mn

)t
< 1 ⇔ t ≥ ln

(

N

n

)

− ln(1−
∏n−1

i=0 (m−i)

mn )
.

Zlomek vpravo odhadneme shora – protože se jedná o postačuj́ıćı podmı́nku, pokud bude t větš́ı, než tento
horńı odhad, pak (N,m, n) systém bude existovat.

Čitatel odhadneme shora – ln
(

N

n

)

≤ n lnN .

Jmenovatel odhadneme zdola – protože − ln(1− x) ≥ x pro x ∈ (0, 1), dostáváme

− ln(1−
∏n−1

i=0 (m− i)

mn
) ≥

n−1
∏

i=0

(1− i

m
) = e

∑n−1
i=0 ln(1− i

m
) ≥

e
∫ n

0 ln(1− x
m
)dx,

kde integrál můžeme odhadnout

m[(1− n

m
)(1− ln(1− n

m
))− 1] ≥ m[(1− n

m
)(1 +

n

m
)− 1] = −n

2

m
.

Horńı odhad zlomku je tedy n(lnN)e
n2

m .

Odtud dostáváme, že když t ≥ n(lnN)e
n2

m , pak plat́ı postačuj́ıćı podmı́nka, a tedy existuje (N,m, n)-
perfektńı soubor funkćı.
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Existence (N,m, n)-perfektńıho souboru funkćı ale nezaručuje splněńı požadavk̊u 2), 3) a 4) ze sekce 2.16.2.

Abychom uspěli, použijeme ideu z metody univerzálńıho hašováńı.

Pozn. studenta – v následuj́ıćıch několika kapitolách jsem si dovolil r̊uzné funkce, které stav́ıme, nazvat
ṕısmeny A,B,C,D,E, abych v nich sám měl pořádek. Původně šlo o jednu kapitolu, ale ztrácel jsem se
v tom.

2.16.6 Konstrukce perfektńıch hašovaćıch funkćı A,B

Předpoklady: U = {0, 1, . . . , N − 1}, kde N je prvoč́ıslo. Mějme pevné S ⊆ U o velikosti n.

Definice.
hk(x) = (kx mod N) mod m pro k = 1, 2, . . . , N − 1.

Definice. Pro i = 0, 1, . . . ,m− 1 a k = 1, 2, . . . , N − 1 označme

bki = |{x ∈ S | (kx mod N) mod m = i}|.

Význam bki : Hodnoty bki lze považovat za veličiny, které ukazuj́ı odchylku od perfektnosti. Ř́ıkaj́ı, kolik
prvk̊u koliduje v k-té funkci do i-tého slotu.

Pozorováńı.
když bki ≥ 2, pak (bki )

2 − bki ≥ 2,

protože a2 − a ≥ 2, když a ≥ 2. Na druhou stranu

bki ≤ 1 implikuje (bki )
2 − bki = 0.

Lemma (Podmı́nka perfektnosti). Funkce hk je perfektńı, právě když
∑m−1

i=0 (bki )
2 − n < 2.

D̊ukaz. Plyne z
∑m−1

i=0 bki = n.

Lemma. Existuje k takové, že
∑m−1

i=0 (bki )
2 ≤ 2n(n−1)

m
+ n.

D̊ukaz. Odhadneme výraz
∑N−1

k=1

(

(
∑m−1

i=0 (bki )
2)− n

)

.

N−1
∑

k=1

(

(
m−1
∑

i=0

(bki )
2)− n

)

=

N−1
∑

k=1

(

(
m−1
∑

i=0

|{x ∈ S | hk(x) = i}|2)− n
)

=

N−1
∑

k=1

|{(x, y) | x, y ∈ S, x 6= y, hk(x) = hk(y)}| =
∑

x,y∈S,x 6=y

|{k | 1 ≤ k < N, hk(x) = hk(y)}|.
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Prvńı rovńıtko je z definice; druhé plat́ı proto, že umocněný výraz je počet všech koliduj́ıćıch dvojic a n je
takových, že se rovnaj́ı; třet́ı je opět přehozeńı sumy.

Ted’ použijeme podobný
”
trik“ s modulem, jako předt́ım.

Zvolme x, y ∈ S taková, že x 6= y.

Pak hk(x) = hk(y), právě když existuje i = 0, 1, . . . ,m− 1 a r, s = 0, 1, . . . , ⌊N
m
⌋ taková, že

(kx ≡ i+ rm) mod N

(ky ≡ i+ sm) mod N

a i+ rm, i+ sm < N (i je opět zbytek po modulu).

Odtud odečteńım dostáváme, že hk(x) = hk(y) implikuje kx− ky ≡ (r − s)m mod N .

Protože 0 < k < n a x 6= y, plat́ı, že kx− ky 6= 0; tedy hk(x) = hk(y) implikuje existenci

(r − s) = q = −⌊N
m
⌋,−⌊N

m
⌋+ 1, . . . ,−1, 1, 2, . . . , ⌊N

m
⌋

takového, že k(x− y) = kx− ky ≡ qm mod N .

Necht’ např. q > 0; pro x > y a pro jedno q = 1, 2, . . . , ⌊N
m
⌋ existuje právě jedno k takové, že k(x − y) ≡

qm mod N , protože ZN je těleso (tato rovnice má jediné řešeńı – řeš́ıme k, protože x, y, q,m,N jsou
zafixovány).

Naopak pro q = −⌊N
m
⌋, . . . ,−2,−1 je rovnice k(x − y) ≡ qm mod N ekvivalentńı s rovnićı k(x − y) ≡

N + qm mod N , opět je právě jedno řešeńı.

Dostáváme, že pro x, y ∈ S, x > y, existuje nejvýše 2⌊N
m
⌋ = 2⌊N−1

m
⌋ r̊uzných k = 1, 2, . . . , N − 1, že

hk(x) = hk(y) (jedno k pro každé možné q).

Stejný odhad analogicky dostaneme, když x < y (ale dostáváme jiná řešeńı).

Odtud
N−1
∑

k=1

(

(
m−1
∑

i=0

(bki )
2)− n

)

≤
∑

x,y∈S,x 6=y

2(
N − 1

m
) = 2(N − 1)

n(n− 1)

m
.

Tedy plat́ı, že existuje k takové, že
∑m−1

i=0 (bki )
2 ≤ 2n(n−1)

m
+ n.

Lemma. Ukážeme, že existuje v́ıce než N−1
4

takových k, že plat́ı

m−1
∑

i=0

(bki )
2 < 3

n(n− 1)

m
+ n.

D̊ukaz. Sporem.
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V opačném př́ıpadě dostáváme, že

N−1
∑

k=1

(

(
m−1
∑

i=0

(bki )
2)− n

)

≥3(N − 1)

4

3n(n− 1)

m
=

9(N − 1)n(n− 1)

4m
>

2(N − 1)n(n− 1)

m
,

a to je spor s předchoźım výsledkem. Tedy při náhodném rovnoměrném výběru k je

Prob{
m−1
∑

i=0

(bki )
2 <

3n(n− 1)

m
+ n | k ∈ {1, 2, . . . , N − 1}} ≥ 1

4
.

Věta. Když n = m, pak

(a) (nazvu funkce AD) existuje deterministický algoritmus, jenž v čase O(nN) nalezne k takové, že

m−1
∑

i=0

(bki )
2 < 3n;

(b) (nazvu funkce AN) existuje pravděpodobnostńı algoritmus, který nalezne v čase O(n) takové k, že
∑m−1

i=0 (bki )
2 < 4n – očekávaný počet iteraćı výpočtu je nejvýše 4.

Dále

(c) (nazvu funkce BD) existuje deterministický algoritmus, jenž v čase O(nN) pro m = n(n − 1) + 1
nalezne takové k, že hk je perfektńı;

(d) (nazvu funkce BN) existuje pravděpodobnostńı algoritmus, který pro m = 2n(n − 1) v čase O(n)
nalezne k takové, že hk je perfektńı – očekávaný počet iteraćı výpočtu je nejvýše 4.

D̊ukaz. Neformálně:

Časy jsou jednoduché – pro deterministické muśıme zkusit všechny možné k, pro nedeterministické zkuśıme
v pr̊uměru jen čtyřikrát. Zbytek v podstatě jen dosad́ıme do předchoźıch dvou lemmat r̊uzné velikosti m.

Formálně:

Mějme n = m. Protože spoč́ıtáńı
∑m−1

i=0 (bki )
2 pro pevné k vyžaduje čas O(n), prohledáńım všech možnost́ı

nalezneme k takové, že
m−1
∑

i=0

(bki )
2 ≤ 2n(n− 1)

n
+ n = 3n− 2 < 3n,

v čase O(nN). T́ım je dokázáno a). Pravděpodobnostńı algoritmus dokazuj́ıćı b) voĺı náhodně k a v čase

O(n) ověř́ı, zda
∑m−1

i=0 (bki )
2 ≤ 3n(n−1)

n
+n = 4n−3 < 4n. Tuto akci opakuje, dokud požadavek neńı splněn.

Protože pravděpodobnost, že k splňuje požadavek, je alespoň 1
4
, tak očekávaný počet iteraćı akce je nejvýše

∞
∑

i=0

i(
3

4
)i−11

4
=

1

4

1

(1− 3
4
)2

= 4
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a odtud plyne b).

Když m = n(n− 1) + 1, pak prohledáńım všech možnost́ı nalezneme k takové, že

m−1
∑

i=0

(bki )
2 ≤ 2n(n− 1)

n(n− 1) + 1
+ n < n+ 2,

v čase O(nN) a c) plyne z předchoźı věty. Když m = 2n(n − 1), pak pro náhodně zvolené k plat́ı
s pravděpodobnost́ı ≤ 1

4
, že

m−1
∑

i=0

(bki )
2 ≤ 3n(n− 1)

2n(n− 1)
+ n < n+ 2.

Algoritmus splňuj́ıćı tvrzeńı d) je stejný jako v př́ıpadě b) (jen m = 2n(n− 1)).

Hašovaćı funkce A nejsou perfektńı.

Hašovaćı funkce B jsou perfektńı, ale nesplňuj́ı požadavek 2) z 2.16.2 (plat́ım = Θ(n2)). Pro ten nalezneme
funkci C

2.16.7 Konstrukce perfektńı hašovaćı funkce C

Neformálně:

Použiji funkce A, ty mi budou někde kolidovat. Na každé z kolizńıch množin pak použiji funkce B, každou
extra v extra tabulce a pak je všechny dám za sebe. Počet koliźı v A je omezen.

Formálně, deterministická verze:

1. Nalezneme k takové, že pro m = n plat́ı
∑m−1

i=0 (bki )
2 < 3n. Pro i = 0, 1, . . . ,m−1 nalezneme množiny

Si = {s ∈ S | hk(s) = i}

2. Pro každé i = 0, 1 . . . ,m − 1 takové, že Si 6= ∅, nalezneme pro m = 1 + |Si|(|Si| − 1) takové ki, že
hki je perfektńı na Si. Definujme ci = 1 + |Si|(|Si| − 1), když Si 6= ∅, a ci = 0, když Si = ∅.

3. Pro i = 0, 1, . . . ,m definujme di =
∑i−1

j=0 cj a pro x ∈ U označme hk(x) = l. Pak polož́ıme g(x) =
dl + hkl(x).

Formálně, nedeterministická verze, rozd́ıly podtrženy:

1. Nalezneme k takové, že pro m = n plat́ı
∑m−1

i=0 (bki )
2 < 4n. Pro i = 0, 1, . . . ,m−1 nalezneme množiny

Si = {s ∈ S | hk(s) = i}

2. Pro každé i = 0, 1 . . . ,m − 1 takové, že Si 6= ∅, nalezneme pro m = 1 + 2|Si|(|Si| − 1) takové ki, že
hki je perfektńı na Si. Definujme ci = 2|Si|(|Si| − 1), když Si 6= ∅, a ci = 0, když Si = ∅.

3. Pro i = 0, 1, . . . ,m definujme di =
∑i−1

j=0 cj a pro x ∈ U označme hk(x) = l. Pak polož́ıme g(x) =
dl + hkl(x).

61



Věta. • Zkonstruovaná funkce g je perfektńı.

• Hodnota g(x) se pro každé x ∈ U spoč́ıtá v čase O(1).

• V deterministickém př́ıpadě hašuje do tabulky velikosti < 3n a je nalezena v čase O(nN), v pravdě-
podobnostńım př́ıpadě hašuje do tabulky velikosti < 6n a je nalezena v čase O(n).

• Pro jej́ı zakódováńı jsou třeba hodnoty k a ki pro i = 0, 1, . . . ,m − 1. Tyto hodnoty jsou v rozmeźı
1, 2, . . . , N − 1, a tedy vyžaduj́ı O(n logN) paměti.

D̊ukaz. • Protože g(Si) pro i = 0, 1, . . . ,m − 1 jsou navzájem disjunktńı a hki je perfektńı na Si,
dostáváme, že g je perfektńı.

• Pro výpočet hodnoty g(x) jsou třeba dvě násobeńı, dvoj́ı výpočet zbytku při děleńı a jedno sč́ıtáńı
(hodnoty di jsou uloženy v paměti). Proto výpočet g(x) vyžaduje čas O(1).

• Dále dm je horńı odhad na počet řádk̊u v tabulce. Protože pro Si 6= ∅ máme |Si|(|Si|−1)+1 ≤ |Si|2 =
(bki )

2, dostáváme v deterministickém př́ıpadě dm =
∑m−1

i=0 ci ≤
∑m−1

i=0 (bki )
2 < 3n a k nalezneme v čase

O(nN). Protože ki nalezneme v čase O(|Si|N), lze g zkonstruovat v čase O(nN +
∑m−1

i=0 |Si|N) =
O(nN +N

∑m−1
i=0 |Si|) = O(2nN) = O(nN). V pravděpodobnostńım př́ıpadě je

dm =
m−1
∑

i=0

ci ≤
m−1
∑

i=0

(2|Si|2 − 2|Si|) = 2
m−1
∑

i=0

(bki )
2 − 2

m−1
∑

i=0

bki < 8n− 2n = 6n

(protože |Si| = bki a
∑m−1

i=0 bki = n).

• Protože k nalezneme v čase O(n) a ki v čase O(|Si|), dostaneme, že že g nalezneme v čase O(n).

• Zbytek je jasný.

Tedy zkonstruovaná hašovaćı funkce splňuje požadavky 1), 2) a 3) z 2.16.2, ale požadavek 4) neńı splněn.

2.16.8 Konstrukce perfektńı hašovaćı funkce D

Lemma. Necht’ q =počet prvoč́ısel, která děĺı m. Pak q = O( logm
log logm

).

D̊ukaz. Mějme přirozené č́ıslo m a necht’ q je počet všech prvoč́ısel děĺıćıch m (p1, p2, . . . je rostoućı
posloupnost všech prvoč́ısel). Pak

m ≥
q
∏

i=1

pi > q! = e
∑q

i=1 ln i ≥ e
∫ q

1 lnxdx = eq ln(
q

e
)+1 ≥ (

q

e
)q.

Proto existuje konstanta c, že q ≤ c lnm
ln lnm

(viz Pomocné lemma v sekci 2.3.6).

Věta. Pro každou n-prvkovou množinu S ⊆ U existuje prvoč́ıslo p o velikosti O(n2 lnN) takové, že funkce
φp(x) = x mod p je perfektńı pro S. (nazvu funkce D)

D̊ukaz. Mějme opět pevně danou S = {s1 < s2 < · · · < sn} ⊆ U .

Označme di,j = sj − si pro 1 ≤ i < j ≤ n. Pak si mod p 6= sj mod p, právě když di,j 6= 0 mod p.
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Označme D =
∏

1≤i<j≤n di,j ≤ N (n2).

Pak počet prvoč́ıselných dělitel̊u č́ısla D je nejvýše c lnD
ln lnD

(z minulého lemmatu).

Tedy mezi prvńımi 1 + c lnD
ln lnD

prvoč́ısly existuje prvoč́ıslo p takové, že si mod p 6= sj mod p pro každé
1 ≤ i < j ≤ n. Existuje proto, že jsme vzali o 1 větš́ı než největš́ı možné prvoč́ıslo, které to děĺı; nerovná
se proto, že to nesmı́ dělit ani jeden rozd́ıl.

To znamená, že funkce φp(x) = x mod p je perfektńı pro S.

Podle věty o velikosti prvoč́ısel pt ≤ 2t ln t pro každé t ≥ 6, tedy

p ≤2(1 + c
lnD

ln lnD
) ln(1 + c

lnD

ln lnD
) ≤

4c
lnD

ln lnD
ln(2c

lnD

ln lnD
) ≤

4c(ln 2c)
lnD

ln lnD
+ 4c

lnD

ln lnD
ln(

lnD

ln lnD
) =

4c lnD + o(lnD) = O(lnD) = O(n2 lnN).

Věta. Pro danou množinu S ⊆ U takovou, že |S| = n, deterministický algoritmus nalezne prvoč́ıslo
p = O(n2 logN) takové, že φp(x) = x mod p je perfektńı pro S, a pracuje v čase O(n3 log n logN).

D̊ukaz. Test, zda funkce φp(x) = x mod p je perfektńı pro S, vyžaduje čas O(n log n). Tedy systematické
hledáńı nejmenš́ıho p, že φp je perfektńı pro S, vyžaduje čas O(n3 log n logN).

Věta. Pravděpodobnostńı algoritmus nalezne prvoč́ıslo p = O(n2 logN) takové, že φp je perfektńı, v
očekávaném čase O(n log n(log n+ log logN)).

D̊ukaz. Nejmenš́ı p takové, že φp je perfektńı pro S, je prvoč́ıslo. Navrhneme pravděpodobnostńı algoritmus
pro nalezeńı p.

Pro dostatečně velké nmezi prvńımi 9c lnD č́ısly je alespoň polovina takových prvoč́ısel p, že φp je perfektńı
pro S. Algoritmus pak opakuje následuj́ıćı krok, dokud nenalezne perfektńı funkci

• vyberme náhodně č́ıslo p mezi prvńımi 9cn2 lnN č́ısly a otestujme, zda p je prvoč́ıslo a φp je perfektńı

Odhadneme očekávaný počet neúspěšných krok̊u.

Náhodně zvolené č́ıslo p ≤ 9cn2 lnN je prvoč́ıslo s pravděpodobnost́ı Θ( 1
ln(9cn2 lnN)

) (použijeme Rabin-

Miller̊uv pravděpdobnostńı algoritmus na testovéńı prvoč́ısel) a pro prvoč́ıslo p je φp perfektńı s pravdě-
podobnost́ı ≥ 1

2
. Tedy náhodně zvolené č́ıslo p ≤ 9cn2 lnN splňuje test s pravděpodobnost́ı Θ( 1

ln(9cn2 lnN)
), a

proto očekávaný počet neúspěšných test̊u jeO(ln(9cn2 lnN)). Tedy očekávaný čas algoritmu jeO(n log n(log n+
log logN)).

Pozorováńı. Deterministický algoritmus nalezne nejmenš́ı prvoč́ıslo s požadovanou vlastnost́ı. Pravdě-
podobnostńı algoritmus nalezne prvoč́ıslo, které m̊uže být podstatně věťśı, ale jeho velikost je omezena
9cn2 logN .

63



2.16.9 Konstrukce perfektńı hašovaćı funkce E

Neformálně: Nyńı všechny funkce A,B,C,D
”
zkombinujeme“ dohromady.

1. Prvńı vezmeme funkci DD.

2. Na zahešované množině najdeme funkci BD s nějakým prvoč́ıslem jako velikost́ı tabulky.

3. Na zahešované množině najdeme funkci CD.

Podobně nedeterministicky. Pokud to chápu správně, použijeme B jakoby dvakrát; jednou v B a jednou
v C.

Všechno jsme to takhle zkombinovali, protože:

• C se nám ĺıb́ı, protože je perfektńı a má malou tabulku; ale potřebuje moc paměti na uložeńı. Tak
si zmenš́ıme prostor, ve kterém se pohybujeme.

• Pokud si předt́ım omeźıme prostor pomoćı B, tak je pamět’, nutná k C, o něco menš́ı, ale zase trvá
př́ılǐs dlouho nalézt parametr k B a je moc velký

• Proto si ještě pomůžu na začátku D, která nám prostor zmenš́ı.

Formálně:

1. Nalezneme prvoč́ıslo q0 ∈ O(n2 logN) takové, že φq0(x) = x mod q0 je perfektńı funkce pro S.
Položme S1 = {φq0(s) | s ∈ S}.

2. Nalezneme prvoč́ıslo q1 takové, že n(n−1) < q1 ≤ 2n(n−1). Pak existuje l ∈ {1, 2, . . . , q0−1} takové,
že hl(x) = ((lx) mod q0) mod q1 je perfektńı pro S1 ⊆ {0, 1, . . . , q0 − 1}. Položme S2 = {hl(s) | s ∈
S1}.

3. Dále zkonstruujme perfektńı hašovaćı funkci g pro množinu S2 ⊆ {0, 1, . . . , q1−1} do tabulky s méně
než 3n řádky. Položme f(x) = g(hl(φq0(x))). Konstruovaná hašovaćı funkce je f .

Výsledek: f je perfektńı hašovaćı funkce pro S, protože složeńı perfektńıch hašovaćıch funkćı je zase
perfektńı funkce, a tedy požadavek 1) je splněn.

f hašuje S do tabulky s méně než 3n řádky, a tedy splňuje požadavek 2).

Protože každá z funkćı g, hl, φq0 se vyč́ısĺı v čase O(1), i vyč́ısleńı funkce f vyžaduje čas O(1) a požadavek
3) je splněn.

Funkce φq0 je jednoznačně určena č́ıslem q0 ∈ O(n2 logN). Funkce hl je určena č́ısly q1 ∈ O(n2) a l ∈ O(q0).
Funkce g je určena n+ 1 č́ısly velikosti O(q1). Tedy zadáńı f vyžaduje pamět’ o velikosti

O(log n+ log logN + n log n) = O(n log n+ log logN).

Lze ř́ıct, že požadavek 4) je splněn.

Výpočet φq0 vyžaduje časO(n
3 log n logN). Výpočet hl vyžaduje časO(n(n

2 logN)) = O(n3 logN) (použité
univerzum je {0, 1, . . . , q0}). Výpočet g vyžaduje čas O(nn2) = O(n3) (zde univerzum je {0, 1, . . . , q1}).
Celkově výpočet f vyžaduje čas O(n3 log n logN).

Lze použ́ıt i pravděpodobnostńı algoritmy pro nalezeńı g, hl a φq0 . Pak hašujeme do tabulky s méně než
6n řádky, ale očekávaný čas pro nalezeńı f je O(n log n(log n+ log logN)).

Tuto metodu navrhli Fredman, Komlós a Szemerédi.
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2.16.10 Univerzálńı a perfektńı hašováńı

Předchoźı hlavńı konstrukce perfektńı hašovaćı funkce vycházela z idej́ı použitých v univerzálńım hašováńı.
Ukážeme, že to neńı náhodná shoda. Dokážeme, že každý c-univerzálńı systém funkćı umožňuje základńı
konstrukci perfektńı hašovaćı funkce. Pro každé m necht’ Hm = {hi | i ∈ I} je c-univerzálńı systém funkćı
hašuj́ıćıch do tabulky velikosti m. Pro libovolnou, ale pevnou podmnožinu S ⊆ U o velikosti n definujme
bij = {s ∈ S | hi(s) = j} pro každé j = 0, 1, . . . ,m − 1 a i ∈ I. Když bij ≥ 2, pak (bij)

2 − bij ≥ 2, a
když bij ≤ 1, pak (bij)

2 − bij = 0. Odtud dostáváme přirozené zobecněńı d̊usledku z předchoźı sekce, které
využijeme stejným zp̊usobem jako v předchoźı sekci:

Důsledek. Když
∑m−1

j=0 (b
i
j)

2 ≥ n + 2, pak hi neńı perfektńı pro S, když
∑m−1

j=0 (b
i
j)

2 < n + 2, pak hi je
perfektńı hašovaćı funkce pro S.

Stejně jako v předchoźı sekci spoč́ıtáme

∑

i∈I

(

m−1
∑

j=0

(bij)
2 − n

)

=
∑

i∈I
|{(s, t) | s, t ∈ S, s 6= t, hi(s) = hi(t)}| =

∑

s,t∈S,s 6=t

|{i ∈ I | hi(s) = hi(t)}| ≤
∑

s,t∈S,s 6=t

c|I|
m

=
cn(n− 1)|I|

m
.

Proto existuje i ∈ I takové, že
∑m−1

j=0 (b
i
j)

2 ≤ cn(n−1)
m

+ n. Nyńı spoč́ıtáme analogické odhady, které tvoř́ı
základ pro pravděpodobnostńı algoritmus. Mějme kladné č́ıslo a > 0 a označme I ′ množinu těch i ∈ I, že

m−1
∑

j=0

(bij)
2 >

(c+ a)n(n− 1)

m
+ n.

Dále předpokládejme, že |I ′| ≥ b|I| pro nějaké kladné č́ıslo b. Pak plat́ı

cn(n− 1)|I|
m

≥
∑

i∈I

(

m−1
∑

j=0

(bij)
2 − n

)

≥
∑

i∈I′

(

m−1
∑

j=0

(bij)
2 − n

)

>

∑

i∈I′

(c+ a)n(n− 1)

m
≥ (c+ a)n(n− 1)b|I|

m
.

Odtud plyne, že c > (c + a)b, a proto b < c
c+a

. Když tedy vyb́ıráme hi ∈ Hm náhodně s rovnoměrným

rozděleńım (vzhledem k i ∈ I), pak pravděpodobnost, že bude platit
∑m−1

j=0 (b
i
j)

2 > (c+a)n(n−1)
m

+n, je menš́ı
než c

c+a
. Stejně jako v předchoźı sekci shrneme tato fakta do tvrzeńı

Tvrzeńı. Pro přirozené č́ıslo m mějme c-univerzálńı systém funkćı Hm = {hi | i ∈ I} hašuj́ıćıch do
tabulky o velikosti m. Pro m = n existuje deterministický algoritmus, který v čase O(|I|n) nalezne hi ∈ Hm

takovou, že
∑m−1

j=0 (b
i
j)

2 ≤ c(n− 1) + n, a existuje pravděpodobnostńı algoritmus, který pro kladné č́ıslo a v
čase O(n) nalezne hi ∈ Hm takové, že

m−1
∑

j=0

(bij)
2 < (c+ a)(n− 1) + n,

a očekávaný počet iteraćı při hledáńı hi je menš́ı než c+a
a
.

Pro m = cn(n−1)
2

+ 1 existuje deterministický algoritmus, který nalezne perfektńı hašovaćı funkci h ∈ Hm

pro množinu S velikosti n v čase O(n|I|).
Pro a > 0 a pro m = (c+a)n(n−1)

2
+1 existuje pravděpodobnostńı algoritmus, který nalezne perfektńı hašovaćı

funkci h ∈ Hm pro množinu S v čase O(n) a očekávaný počet iteraćı je menš́ı než c+a
a
.
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D̊ukaz. Když n = m, pak v čase O(n) pro hašovaćı funkci ověř́ıme, zda
∑m−1

j=0 (b
i
j)

2 ≤ c(n − 1) + n,

respektive
∑m−1

j=0 (b
i
j)

2 ≤ (c+a)(n−1)+n. V prvńım př́ıpadě v́ıme, že taková funkce v souboru Hm existuje,
a systematickým prohledáváńım všech funkćı v daném c-univerzálńım systému Hm ji nalezneme v čase
O(n|I|). Pro pravděpodobnostńı algoritmus budeme vyb́ırat funkci ze souboruHm náhodně s rovnoměrným
rozděleńım. Pak očekávaný počet iteraćı než uspějeme je

∞
∑

i=1

i(
c

c+ a
)i−1(1− c

c+ a
) ≤

∞
∑

i=1

i(
c

c+ a
)i−1 −

∞
∑

i=1

i(
c

c+ a
)i =

∞
∑

i=0

(
c

c+ a
)i =

1

1− c
c+a

=
c+ a

a
.

Pro hledáńı perfektńı hašovaćı funkce opět použijeme systematické prohledáváńı c-univerzálńıho systému,
protože v́ıme, že existuje funkce hi ∈ Hm taková, že

∑m−1
j=1 (b

i
j)

2 ≤ cn(n−1)
cn(n−1)

2
+1

+ n < n + 2, a tedy je tato

funkce perfektńı. To vyžaduje čas O(n|I|).
Když máme a > 1 a m = (c+a)n(n−1)

2
+ 1 a když budeme volit funkce z Hm náhodně s rovnoměrným

rozděleńım, pak s pravděpodobnost́ı a
c+a

dostaneme funkci hi takovou, že

m−1
∑

j=0

(bij)
2 ≤ (c+ a)n(n− 1)

(c+a)n(n−1)
2

+ 1
+ n < 2 + n.

Z d̊usledku plyne, že hi je perfektńı. Analýza očekávaného počtu iteraćı je stejná jako u předchoźıho tvrzeńı
pro pravděpodobnostńı algoritmus.

Daľśı postup konstrukce perfektńı hašovaćı funkce už nesouviśı s c-univerzálńımi systémy.

2.16.11 Dynamické perfektńı hašováńı

Jedna z velkých nevýhod perfektńıho hašovańı je neznalost efektivńıch aktualizačńıch operaćı. Existuj́ı
sice obecné metody na dynamizaci deterministických operaćı – viz letńı přednáška, ale tato metoda v
tomto př́ıpadě neposkytuje efektivńı dynamizačńı operace, protože deterministický algoritmus pro řeše-
ńı perfektńıho hašováńı je pro aktualizačńı operace př́ılǐs pomalý. To vedlo k návrhu, který kombinuje
pravděpodobnostńı algoritmus pro perfektńı hašováńı s obecnou metodou dynamizace a tyto metody jsou
upraveny pro konkrétńı situaci.

Nejprve uvedeme modifikaci výsledk̊u z předchoźı části, na kterých je tato metoda založena. Předpokládáme,
že U = {0, 1, . . . , N − 1} je univerzum, kde N je prvoč́ıslo, a že je dáno č́ıslo s < N . Označme Hs = {hk |
k = 1, 2, . . . , N − 1} množinu funkćı z U do {0, 1, . . . , s − 1}, kde hk(x) = (kx mod N) mod s pro každé
x ∈ U . Když zvoĺıme náhodně k = 1, 2, . . . , N − 1, pak s pravděpodobnost́ı alespoň 1

2
plat́ı

s−1
∑

i=0

(bki )
2 <

4n2

s
+ n.

Skutečně, když pro méně než N−1
2

hodnot k plat́ı
∑m

i=0 −1(bki )
2 ≤ 4n

m
, pak

N−1
∑

k=1

(

(
m−1
∑

i=0

(bki )
2)− n

)

≥ 2(N − 1)
n2

m
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a to je spor. Budeme předpokládat, že takové k máme, a pak pro každé i = 0, 1, . . . , s− 1 předpokládáme,
že náhodně zvoĺıme ji ∈ H2(bki )

2 takové, že hji je prostá na množině Si = {s ∈ S | hk(s) = i} (z předchoźıho

textu v́ıme, že když zvoĺıme náhodně ji = 0, 1, . . . , N − 1, pak s pravděpodobnost́ı alespoň 1
4
je hji prostá

na Si). Pro jednoduchost předpokládáme, že množiny Si pro i = 0, 1, . . . , s − 1 ulož́ıme do tabulek Ti a
tabulky T0, T1, . . . , Ts−1 budou uloženy v tabulce T . Když s = O(|S|), pak tato metoda vyžaduje O(|S|)
prostoru. Abychom určili s, zvolme c > 1 a položme s = σ(|S|), kde σ(n) = 4

3

√
6(1 + c)n pro každé n.

Nyńı poṕı̌seme algoritmy. Zde n je velikost reprezentované množiny, s = σ(n) a 2m(j) je velikost tabulky
Tj pro j = 0, 1, . . . , s− 1.

2.16.12 Algoritmy

INSERT(x):
n := n+ 1
if n ≤ s then
j := h(x), |Sj| := |Sj|+ 1
if |Sj| ≤ m(j) a pozice hj(x) v Tj je prázdná then
vlož́ıme x do tabulky Tj na pozici hj(x)

else
if |Sj| ≤ m(j) a pozice hj(x) v Tj je obsazená then
vytvoř́ıme seznam Sj prvk̊u v tabulce Tj
vyprázdńıme tabulku Tj
zvoĺıme náhodně funkci hj ∈ Hm(j)2

while hj neńı prostá na množině Sj do
zvoĺıme náhodně funkci hj ∈ Hm(j)2

enddo
for every y ∈ Sj do vlož́ıme y do Tj na pozici hj(y) enddo

else
m(j) := 2m(j)
if neńı dost prostoru pro tabulku Tj nebo

σ(m)−1
∑

i=0

(m(i))2 ≥ 4n2

σ(n)
+ n

then
RehashAll

else
alokujeme prostor pro novou prázdnou tabulku Tj
vytvoř́ıme seznam Sj prvk̊u ze staré tabulky Tj a zruš́ıme ji
zvoĺıme náhodně funkci hj ∈ Hm(j)2

while hj neńı prostá na množině Sj do
zvoĺıme náhodně funkci hj ∈ Hm(j)2

enddo
for every y ∈ Sj do vlož́ıme y do Tj na pozici hj(y) enddo

endif
endif

else
RehashAll

endif
endif

RehashAll:
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projdeme tabulku T a tabulky Ti a vytvoř́ıme seznam prvk̊u z množiny S
s := σ(n)
zvolme náhodně h ∈ Hs

for every i = 0, 1, . . . , s− 1 do Si := {x ∈ S | h(x) = i} enddo
while

∑s−1
i=0 2(|Si|)2 > 8n2

s
+ 2n do

zvolme náhodně h ∈ Hs

for every i = 0, 1, . . . , s− 1 do Si := {x ∈ S | h(x) = i} enddo
enddo
Komentář: zde Si jsou množiny vytvořené náhodně zvolenou funkćı h
n := 0
for every i = 0, 1, . . . , s− 1 do
m(i) := 2|Si|
zvoĺıme náhodně hi ∈ Hm(i)2

while hi neńı prostá na množině Si do
zvoĺıme náhodně hi ∈ Hm(i)2

enddo
enddo
for every x ∈ S do INSERT(x) enddo

DELETE(x):
j := h(x), n := n− 1, |Sj| := |Sj| − 1
odstrańıme x z pozice hj(x) v tabulce Tj, pozice bude prázdná
if n < m

1+2c
then RehashAll endif

MEMBER(x):
j := h(x)
if x je na hj(x)-té pozici v tabulce Tj then
Výstup: x je prvek S

else
Výstup: x neńı prvkem S

endif

Algoritmy předpokládaj́ı, že při operaci INSERT(x) prvek x nepatř́ı do S a při operaci DELETE(x) x
je prvkem S. Velikost reprezentované množiny je n.

Uvedu složitost této metody bez d̊ukazu.

Věta. Popsaná metoda vyžaduje lineárńı pamět’ (neuvažuje se pamět’ potřebná pro zakódováńı hašovaćıch
funkćı), operace MEMBER v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas O(1) a očekávaná amortizovaná složitost
operaćı INSERT a DELETE je také O(1).

Toto zobecněńı Fredman-Komlós-Szemerédiho metody navrhli Dietzfelbinger, Karlin, Mehlhorn, Meyer
auf der Heide, Rohnert a Tarjan.

Daľśı nevýhoda Fredman-Komlós-Szemerédiho metody:
Navržená metoda pracuje pro m < 3n, ale nezajist́ı m = n. Lze ř́ıct, že pamět’ je efektivně využita?
Existuje metoda, která by umožnila návrh perfektńı hašovaćı funkce pro m = n? Z výsledk̊u pro (N,m, n)-
perfektńı soubory funkćı plyne existence (N, n, n)-perfektńıho souboru pro nN > en+ln(n) ln(N). Zmı́ńıme se
orientačně o parametrizované metodě, která navrhuje perfektńı hašovaćı funkci pro S ⊆ U a pro |S| = n.
Parametr bude přirozené č́ıslo r, které určuje, jaké hypergrafy jsou užity při konstrukci funkce. Proto
nejdř́ıve připomeneme několik definic.

Dvojice (X,E), kde X je množina a E je systém r-prvkových podmnožin X, se nazývá r-hypergraf. Prvky
v E se nazývaj́ı hrany r-hypergrafu. Cyklus je hypergraf (X,E), kde každý vrchol lež́ı alespoň ve dvou
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r̊uzných hranách. Naopak r-hypergraf (X,E) se nazývá acyklický, když žádný jeho podhypergraf neńı
cyklus.

Nyńı poṕı̌seme metodu, která je rozdělena do dvou krok̊u. Je dáno S ⊆ U takové, že |S| = n.

Krok 1) Mějme r-hypergraf (V,E), kde |E| = n. Nalezneme zobrazeńı

g : V → {0, 1, . . . , n− 1}

takové, že funkce h : E → {0, 1, . . . , n−1} definovaná h(e) =
∑r

i=1 g(vi) mod n, kde e = {v1, v2, . . . , vr}, je
prostá (mı́sto sč́ıtáńı modulo n můžeme použ́ıt libovolnou grupovou operaci na množině {0, 1, . . . , n− 1}).
Pro acyklický r-hypergraf lze funkci g zkonstruovat následuj́ıćım postupem. Zvoĺıme bijekci h : E →
{0, 1, . . . , n − 1} a pak definujeme g následovně: když e = {v1, v2, . . . , vr} a g(vi) je definováno pro i =
2, 3, . . . , r, pak

g(v1) = h(e)−
r
∑

i=2

g(vi) mod n.

Protože pro každý acyklický r-hypergraf existuje vrchol, který lež́ı v jediné hraně, lze tento postup použ́ıt
ke konstrukci g pomoćı indukce (a tedy máme algoritmus pro konstrukci g).

Krok 2) Nalezneme r funkćı f1, f2, . . . , fr : U → V takových, že (V,E), kde

E = {{f1(x), f2(x), . . . , fr(x)} | x ∈ S},

je acyklický r-hypergraf. Pak hašovaćı funkce f je definována f(x) =
∑r

i=1 g(fi(x)) pro každé x ∈ U . Z
konstrukce vyplývá, že je perfektńı na množině S.

Autoři dokázali, že nejvhodněǰśı alternativa je, když zobrazeńı f1, f2, . . . , fr jsou náhodná zobrazeńı náhodně
zvolená. Bohužel taková zobrazeńı neumı́me zkonstruovat, ale autoři ukázali, že pro tyto účely lze použ́ıt
náhodný výběr funkćı z nějakého c-univerzálńıho souboru funkćı.

Autoři ukázali, že jejich algoritmus vyžaduje O(rn+ |V |) času a O(n log n+ r log |V |) paměti.

Tento metapostup navrhli Majewski, Wormald, Havas a Czech (1996).

Pro praktické použit́ı je problematická reprezentace r-hypergrafu a i náhodná volba funkćı f1, f2, . . . , fr
(viz předchoźı diskuze o c-univerzalitě). Z požadavk̊u na perfektńı hašovaćı funkci je opět problémem
splněńı požadavku 4). Nev́ım, jak je uvedená metoda prakticky použitelná a zda se někde použ́ıvá.

2.17 Exterńı hašováńı

Navržený postup je také znám pod názvem Fagin̊uv algoritmus. T́ımto problémem se jako prvńı asi zabýval
Larsson.

Řeš́ıme jiný problém – uložeńı dat v exterńı pamět’i. Hlavńı problém – minimalizovat př́ıstupy na exterńı
pamět’.

Předpoklady: Exterńı pamět’ je rozdělena na stránky, každá stránka obsahuje b položek (dat) (předpokládáme,
že b > 1, jinak to nemá smysl). Vždy v jednom kroku načteme celou stránku do interńı paměti nebo celou
stránku v interńı paměti v jednom kroku zaṕı̌seme na exterńı medium. Tyto operace jsou řádově pomaleǰśı
než operace v interńı paměti.

Podobný problém se také řeš́ı pri práci s cache-pamět́ı. V tom př́ıpadě však neovlivňujeme, která stránka
se bude nač́ıtat, kdežto v př́ıpadě exterńı paměti to právě muśıme řešit.

Náš ćıl: Nalézt zp̊usob ukládáńı dat do stránek exterńı paměti, aby se minimalizoval počet operaćı s exterńı
pamět́ı.
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Předpokládejme, že h : U → {0, 1}∗ je prosté zobrazeńı takové, že délka h(u) je stejná pro všechny prvky
univerza U . Označme k délku h(u) pro u ∈ U . Pak h je hašovaćı funkce (to znamená, že hašovaćı funkce
je přejmenováńı prvk̊u). Necht’ S ⊆ U , pak pro slovo α délky menš́ı než k definujme

h−1
S (α) = {s ∈ S | α je prefix h(s)}.

Řekneme, že α je kritické slovo, když 0 < |h−1
S (α)| ≤ b a pro každý vlastńı prefix α′ slova α plat́ı

|h−1
S (α′)| > b. Pro každé s ∈ S existuje právě jedno kritické slovo α, které je prefixem h(s). Definujme d(s)

pro s ∈ S jako délku kritického slova, které je prefixem h(s) a

d(S) = max{délka(α) | α je kritické slovo} = max{d(s) | s ∈ S}.
Množinu S reprezentujeme tak, že je jednoznačná korespondence mezi kritickými slovy a stránkami exterńı
paměti slouž́ıćımi k reprezentaci S. Na stránce př́ıslušej́ıćı kritickému slovu α je reprezentován soubor
h−1
S (α).

Problém: jak nalézt stránku kritického slova α?
Řešeńı: Adresář je funkce, která každému slovu α o délce d(S) přǐrad́ı adresu stránky předpisem

1. když kritické slovo β je prefixem α, pak k α je přǐrazena stránka koresponduj́ıćı s β, jinak je k α
přǐrazena stránka NIL – speciálńı prázdná stránka.

Korektnost: Pro r̊uzná kritická slova β a γ plat́ı h−1
S (β)∩ h−1

S (γ) = ∅, a tedy pro každé slovo α délky d(S)
existuje nejvýše jedno kritické slovo, které je prefixem α. Když α je slovo délky d(S), pak nastane jeden z
těchto tř́ı př́ıpad̊u:

1. h−1
S (α) 6= ∅, pak 0 < |h−1

S (α)| ≤ b a existuje právě jedno kritické slovo β, které je prefixem α;

2. h−1
S (α) = ∅ a existuje prefix α′ slova α takový, že 0 < |h−1

S (α′)| ≤ b, pak existuje právě jedno kritické
slovo, které je prefixem α′ (a tedy také prefixem α);

3. h−1
S (α) = ∅ a pro každý prefix α′ slova α plat́ı bud’ h−1

S (α′) = ∅ nebo |h−1
S (α′)| > b (pak k α je

přǐrazena stránka NIL).

Mějme slovo α o délce d(S). Označme c(α) nejkratš́ı prefix α′ slova α takový, že každému slovu β o délce
d(S), které má α′ za prefix, je přǐrazená stejná stránka jako slovu α. Všimněme si, že když h−1

S (α) 6= ∅,
pak c(α) je kritické slovo. Plat́ı silněǰśı tvrzeńı, které tvrd́ı, že následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

1. stránka přǐrazená slovu α je r̊uzná od NIL;

2. c(α) je kritické slovo;

3. nějaký prefix α je kritické slovo.

Všimněme si, že znalost adresáře umožňuje nalézt slovo c(α) pro každé slovo o délce d(S).

Lineárńı uspořádáńı na slovech délky n nazveme lexikografické, když α < β, právě když α = γ0α′ a
β = γ1β′ pro nějaká slova γ, α′ a β′. Lexikografické uspořádáńı vždy existuje a je jednoznačné.

Reprezentace adresáře: Je to seznam adres stránek o délce 2d(S) takový, že adresa na i-tém mı́stě odpov́ıdá
i-tému slovu délky d(S) v lexikografickém uspořádáńı.

Př́ıklad: U je množina všech slov nad {0, 1} o délce 5, h je identická funkce a b = 2. Reprezentujme množinu
S = {00000, 00010, 01000, 10000}. Pak d(00000) = d(00010) = d(01000) = 2, d(10000) = 1, kritická slova
jsou 00, 01 a 1 a adresář je (mı́sto adresy stránky uvedeme množinu, která je na této stránce uložena)

00 7→ {00000, 00010}, 01 7→ {01000}, 10 7→ 11 7→ {10000}.
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Tedy c(00) = 00, c(01) = 01 a c(10) = c(11) = 1. Když odstrańıme prvek 10000, pak 1 přestane být
kritické slovo a adresář bude mı́t tvar

00 7→ {00000, 00010}, 01 7→ {01000}, 10 7→ 11 7→ NIL.

Opět plat́ı c(00) = 00, c(01) = 01 a c(10) = c(11) = 1. V adresáři je také uloženo d(S).

2.17.1 Algoritmy

Uvedeme zde jen slovńı popis operaćı. Předpokládáme, že adresář je uložen v exterńı paměti na jedné
stránce.

MEMBER(x)
1) Spoč́ıtáme h(x) a načteme adresář do interńı paměti. Vezmeme prefix α slova h(x) o délce d(S) a
nalezneme adresu stránky př́ıslušej́ıćı k α. Když je to stránka NIL, pak x /∈ S a konec, jinak pokračujeme
krokem 2).
2) Načteme stránku př́ıslušej́ıćı k α do interńı paměti. Prohledáme ji a pokud neobsahuje x, pak x /∈ S a
konec. Když obsahuje x, pak provedeme požadované změny a stránku ulož́ıme do exterńı paměti na jej́ı
p̊uvodńı mı́sto. Konec.

INSERT(x)
1) Spoč́ıtáme h(x) a načteme adresář do interńı paměti. Vezmeme prefix α slova h(x) o délce d(S) a
nalezneme adresu stránky př́ıslušej́ıćı k α a slovo c(α). Když stránka přǐrazená k α je NIL, pokračujeme
krokem 3), v opačném př́ıpadě pokračujeme krokem 2).
2) Načteme stránku přǐrazenou slovu α. Když x je uloženo na této stránce, pak skonč́ıme. Když x neńı
na této stránce, pak tam přidáme slovo x. Pokud na stránce je nejvýše b prvk̊u, pak ulož́ıme stránku na
jej́ı p̊uvodńı mı́sto a skonč́ıme. Když na stránce je v́ıce než b prvk̊u, pak nalezneme nová kritická slova,
která nám stránku rozděĺı, a vytvoř́ıme dvě stránky – jednu ulož́ıme na mı́sto p̊uvodńı stránky a druhou
ulož́ıme na novou stránku. Pokračujeme krokem 4).
3) Vytvoř́ıme v interńı paměti novou stránku, která obsahuje x, nalezneme novou stránku v exterńı paměti
a tam ulož́ıme vytvořenou stránku (všem slov̊um, která maj́ı c(α) za prefix, bude přǐrazena tato stránka)
a pokračujeme krokem 4).
4)Načteme opět adresář do interńı paměti, aktualizujeme adresy přǐrazených stránek a př́ıpadně zvětš́ıme
adresář (to nastane, když nějaké nové kritické slovo má délku větš́ı než d(S), pak nové d(S) je právě délka
tohoto slova – obě kritická slova vzniklá v kroku 2) maj́ı stejnou délku). Aktualizovaný adresář ulož́ıme
do exterńı paměti. Konec.

DELETE(x)
1) Spoč́ıtáme h(x) a načteme adresář do interńı paměti. Vezmeme prefix α slova h(x) o délce d(S) a
nalezneme adresu stránky př́ıslušej́ıćı k α a slovo c(α). Když stránka přǐrazená k α je NIL, pak skonč́ıme.
Označme β′ slovo, které má stejnou délku jako c(α) a lǐśı se od c(α) pouze v posledńım bitu. Když existuje
slovo β délky d(S) takové, že c(β) = β′, pak stránka přǐrazená k β je kandidát.
2)Načteme stránku př́ıslušnou k slovu α do interńı paměti. Když tato stránka neobsahuje x, pak skonč́ıme.
Když tato stránka obsahuje x, pak odstrańıme x z této stránky. Když neexistuje kandidát nebo když nová
stránka a stránka kandidáta dohromady obsahuj́ı v́ıce než b prvk̊u, pak novou stránku ulož́ıme na jej́ı
p̊uvodńı mı́sto a skonč́ıme.
3) Když nová stránka a stránka kandidáta maj́ı dohromady b prvk̊u, pak načteme stránku kandidáta do
interńı paměti. V interńı paměti tyto stránky spoj́ıme do jedné a tuto stránku pak ulož́ıme do exterńı
paměti.
4) Načteme adresář, kde zaktualizujeme adresy stránek. Pokud jsme sloučili dvě stránky, muśıme nalézt
nové c(α) (je to nejkratš́ı prefix α′ slova α takový, že ke každému slovu β o délce d(S), které má α′ za
prefix, je přǐrazena jedna z těchto adres: adresa stránky přǐrazená k α, adresa stránky kandidáta, NIL) a
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každému slovu o délce d(S), které má nové c(α) za prefix, bude přǐrazena adresa nové (spojené) stránky.
Otestujeme, zda se adresář nemůže zkrátit (to nastane, když adresy stránek přǐrazené (2i + 1)-́ımu slovu
a (2i+ 2)-ému slovu o délce d(S) jsou stejné pro všechna i, pak se tato slova spoj́ı a d(S) se zmenš́ı o 1).
Upravený adresář ulož́ıme. Konec.

Následuj́ıćı věta ukazuje, že jsme náš hlavńı ćıl splnili. Pro jednoduchost předpokládáme, že adresář je
také uložen na exterńı paměti a že v interńı paměti nemůže být uložen spolu s nějakou jinou stránkou.

Věta. Operace MEMBER vyžaduje nejvýše tři operace s exterńı pamět́ı. Operace INSERT a DELETE
vyžaduj́ı nejvýše šest operaćı s exterńı pamět́ı.

V našem př́ıkladu provedeme operaci INSERT(00001). Po přidáńı prvku stránka p̊uvodně přǐrazená k
slovu 00 vypadá takto {00000, 00001, 00010}. Tuto stránku rozděĺıme na stránky {00000, 00001} a {00010}.
Přitom kritické slovo prvńı stránky je 0000 a druhé stránky je 0001. Takže d(S) = 4 a adresář vypadá

0000 7→ {00000, 00001}, 0001 7→ {00010},
0010 7→ 0011 7→ NIL,

0100 7→ 0101 7→ 0110 7→ 0111 7→ {0100},
1000 7→ 1001 7→ 1010 7→ 1011 7→ {10000},
1100 7→ 1101 7→ 1110 7→ 1111 7→ {10000}.

To znamená, že kromě adresy 00 se ostatńı slova rozdělila na čtyři slova, ale adresy z̊ustaly stejné. Jen u
slova 00 vzniklá slova dostala r̊uzné adresy.

V p̊uvodńım př́ıkladu provedeme operaci DELETE(01000). Pak kandidát je 00 a po odstraněńı prvku
01000 nastane spojeńı těchto dvou stránek. Po aktualizaci adres dostane adresář tvar

00 7→ 01 7→ {00000, 00010}, 10 7→ 11 7→ {10000},

tj. k prvńımu a druhému slovu je přǐrazena stejná stránka a stejně tak k třet́ımu a čtvrtému slovu. Takže
můžeme adresář zmenšit. Pak d(S) = 1 a adresář má podobu

0 7→ {00000, 00010}, 1 7→ {10000}.

Vzniká otázka, jak je tato metoda efektivńı. Hlavně jak efektivně využ́ıvá pamět’. Plat́ı

Věta. Když velikost reprezentované množiny je n, pak očekávaný počet použitých stránek je n
b ln 2

a očekáva-

ná velikost adresáře je e
b ln 2

n1+ 1
b .

Prvńı tvrzeńı ř́ıká, že očekávaný počet prvk̊u na stránce je b ln 2 ≈ 0.69b. Tedy zaplněno je asi 69% mı́st.
Tento výsledek neńı překvapuj́ıćı a je akceptovatelný. Horš́ı je to s adresářem, jak ukazuje následuj́ıćı
tabulka

velikost S 105 106 108 1010

2 6.2 · 107 1.96 · 108 1.96 · 1011 1.96 · 1014
10 1.2 · 105 1.5 · 106 2.4 · 108 3.9 · 1010
50 9.8 · 103 1.0 · 106 1.1 · 108 1.2 · 1010
100 4.4 · 103 4.5 · 104 4.7 · 106 4.9 · 108

kde jednotlivé řádky odpov́ıdaj́ı hodnotám b uvedeným v prvńım sloupci. Protože očekávaná velikost
adresáře se zvětšuje rychleji než lineárně (exponent u n je 1 + 1

b
), tak nelze očekávat, že tuto metodu lze

vždy použ́ıt. Výpočty i experimenty ukazuj́ı, že použitelná je do velikosti |S| = 1010, když b ≈ 100. V
tomto rozmeźı je nár̊ust adresáře jen kolem 5%. Pro větš́ı n je třeba, aby b bylo ještě větš́ı.
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3 Vyhledáváńı v uspořádaném poli

pozn studenta - tato kapitola byla uprostřed stromů, ale tam mi nedávala smysl, takže jsem si j́ı dovolil
přesunout sem.

3.1 Zadáńı úlohy

Máme podmnožinu S lineárně uspořádaného univerza a S je uložena v poli A[1..|S|] tak, že pro i < j je
A(i) < A(j). Pro dané x ∈ U máme zjistit, zda x ∈ S (operace MEMBER(x)).

3.2 Metaalgoritmus

Pokud x < A(1) nebo A(|S|) < x, pak x neńı prvkem S.

V opačném př́ıpadě bud’ x = A(1) nebo x = A(|S|) nebo máme dvě hodnoty d a h takové, že 1 ≤ d <
d + 1 < h ≤ |S| a A(d) < x < A(h). Pak najdeme n takové, že d < n < h, a dotazem zjist́ıme, zda
x = A(n) (pak konč́ıme a x ∈ S) nebo x < A(n) (pak polož́ıme h = n) nebo x > A(n) (pak polož́ıme
d = n) a proces opakujeme. Konč́ıme, když d + 1 ≥ h, pak x /∈ S. Na začátku polož́ıme d = 1 a h = |S|.
Formálńı zápis algoritmu:

MEMBER(x)
if x = A(1) then
Výstup: x ∈ S stop

else

if x < A(1) then
Výstup: x /∈ S stop

else

d = 1
endif

endif

if x = A(|S|) then
Výstup: x ∈ S stop

else

if x > A(|S|) then
Výstup: x /∈ S stop

else

h = |S|
endif

endif

while d+ 1 < h do

n := next(d, h)
if x = A(n) then
Výstup: x ∈ S stop

else

if x < A(n) then h := n else d := n endif

endif

enddo

Výstup: x /∈ S stop

V tomto metaalgoritmu je next(d, h) funkce, která nalezne hodnotu n takovou, že d < n < h. Korektnost
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plyne z pozorováńı, že když d+1 = h, pak A(d) < x < A(h) implikuje, že neexistuje i takové, že x = A(i),
a tedy x /∈ S. Efektivita algoritmu zálež́ı na fukci next. Zpracováńı dotazu vyžaduje čas O(1) a počet
dotaz̊u je počet voláńı funkce next.

3.3 Typy funkce next

Unárńı vyhledáváńı: next(d, h) = d+1, pak každý dotaz zvětš́ı d o 1, a tedy největš́ı počet dotaz̊u je |S|.
Algoritmus v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas O(|S|) a očekávaný počet dotaz̊u při rovnoměrném rozložeńı

množiny S a prvku x je |S|
2

(tedy očekávaný čas je O(|S|)).
Poznámka: Duálńı př́ıstup je, když next(d, h) = h − 1, výsledky se nezměńı. Při aplikaćıch je někdy
výhodné použ́ıt funkci next(d, h) = min{d+ c, h− 1}, kde c je nějaká konstanta (pak krok neńı 1, ale c).
Jak uvid́ıme později, jsou situace, kdy je výhodné takovéto unárńı vyhledáváńı použ́ıt.

Binárńı vyhledáváńı: next(d, h) = ⌈d+h
2
⌉, pak každý dotaz zmenš́ı rozd́ıl h−d přibližně na polovinu. Počet

dotaz̊u je nejvýše 3+log(|S|−2), algoritmus tedy v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas O(log |S|) a očekávaný
čas při rovnoměrném rozložeńı množiny S a x ∈ U je také O(log |S|).
Interpolačńı vyhledáváńı: next(d, h) = d + ⌈ x−A(d)

A(h)−A(d)
(h − d)⌉. V nejhorš́ım př́ıpadě muśıme položit v́ıce

než |S|
2

dotaz̊u, a proto čas v nejhorš́ım př́ıpadě je O(|S|), ale při rovnoměrném rozložeńı množiny S a
x ∈ U je očekávaný čas O(log log |S|). To je založeno na faktu, že hodnota next záviśı i na velikosti x.
Když x je velké, tak hodnota next je posunuta do větš́ıch hodnot, když x je malé, pak je posunuta do
menš́ıch hodnot.

Poznámka: Když rozložeńı prvk̊u neńı rovnoměrné, ale je známé, pak podle toho můžeme upravit funkci
next a očekávaný čas algoritmu se nezměńı.

Pro následuj́ıćı funkci next bude jednodušš́ı spoč́ıtat očekávaný počet dotaz̊u než pro interpolačńı vyh-
ledáváńı, ale výsledek je asymptoticky stejný.

3.3.1 Zobecněné kvadratické vyhledáváńı

Pozn. studenta: Tohle v̊ubec nechápu a mám to jako TODO, jestli to stihnu.

Funkce next je zde definována složitěǰśı procedurou, jej́ıž výsledek záviśı i na předchoźıch situaćıch a
na výsledku dotazu. Procedura zadává dotazy v bloćıch. Prvńı dotaz v bloku je interpolačńı a procedura
přitom zjist́ı velikost kroku a zda x je menš́ı nebo větš́ı než prvńı dotaz v bloku. Pak stř́ıdá unárńı a
binárńı vyhledáváńı. Blok konč́ı, když rozd́ıl mezi h a d je nejvýše velikost kroku. Krok v následuj́ıćım
bloku klesne přibližně na odmocninu velikosti kroku v tomto bloku. Procedura použ́ıvá boolské proměnné
blok, typ, smer. Proměnná blok je inicializována hodnotou false a určuje, zda se dotaz zadává v rámci
stejného bloku nebo nikoliv. Proměnná typ určuje, zda př́ı̌st́ı dotaz je unárńı (když typ = true) nebo
binárńı. Proměnná smer určuje, zda dotazy jsou menš́ı než prvńı dotaz v bloku (smer = true) nebo
větš́ı. Dále procedura použ́ıvá proměnnou krok typu integer, která obsahuje velikost kroku v rámci bloku.
Hodnoty těchto proměnných se předávaj́ı z jednoho voláńı procedury do daľśıho voláńı (tj. jsou to globálńı
proměnné, které se neinicializuj́ı voláńım procedury next).

next(d, h)
if blok then
if typ then
if smer then
next(d, h) := h− krok
if A(next(d, h)) < x then
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blok := false
endif

else
next(d, h) := d+ krok
if A(next(d, h)) > x then
blok := false

endif
endif
typ := false

else
if min{h− ⌈d+h

2
⌉, ⌈d+h

2
⌉ − d} < krok then

blok := false
endif
next(d, h) := ⌈d+h

2
⌉, typ := true

endif
else
krok := ⌊

√
h− d⌋, next(d, h) := d+ ⌈ x−A(d)

A(h)−A(d)
(h− d)⌉,

if A(next(d, h)) > x then
smer := true

else
smer := false

endif
typ := true, blok := true

endif

Po dvou dotazech klesne h − d bud’ pod
√
h− d nebo pod h+d

2
. Proto procedura v nejhorš́ım př́ıpadě

použije nejvýše 8+2 log(|S|−1)+2 log log |S| dotaz̊u, a tedy v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas O(log |S|).
Nyńı spoč́ıtáme očekávaný počet dotaz̊u během jednoho bloku za předpokladu rovnoměrného rozděleńı
dat. Necht’ pi je pravděpodobnost, že v rámci bloku se polož́ı alespoň i dotaz̊u. Pak očekávaný počet
dotaz̊u v rámci bloku je

E(C) =
∑

i≥1

i(pi − pi+1) =
∑

i≥1

pi.

Nyńı odhadneme pi. Označme n+ d argument prvńıho dotazu (interpolačńı vyhledávańı) v rámci bloku a
necht’ krok = k v rámci bloku. Označme X = |{i | i > d, A(i) ≤ x}| na začátku bloku, pak X je náhodná
proměnná závislá na argumentu operace a bloku. Když se v bloku polož́ı alespoň i dotaz̊u pro i > 2, pak
|X − n| ≥ ⌊ i−2

2
⌋k, protože každý unárńı dotaz, jehož položeńı nezměńı blok, nalezne daľśıch k hodnot i v

rozd́ılu |X − n|. Tedy
pi ≤ Prob(|X − n| ≥ ⌊ i− 2

2
⌋k).

Použijeme Čebyševovu nerovnost pro náhodnou proměnnouX. Když Y je náhodná proměnná s očekávanou
(středńı) hodnotou µ a rozptylem σ2, pak Čebyševova nerovnost ř́ıká, že

Prob(|Y − µ| ≥ t) ≤ σ2

t2
pro každé t > 0.

Uvažujme okamžik, kdy jsme na začátku nějakého bloku. Protože S je vybraná s rovnoměrným rozděleńım,
je pravděpodobnost, že A(i) < x pro d < i < h, rovna p = x−A(d)

A(h)−A(d)
, a pak pravděpodobnost, že X = j, je

(

h−d

j

)

pj(1− p)h−d−j. To znamená, že X je náhodná veličina s binomickým rozděleńım s rozsahem d− h a
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pravděpodobnost́ı p, a tedy jej́ı očekávaná hodnota je

µ =
h−d
∑

j=0

j

(

h− d

j

)

pj(1− p)h−d−j = p(h− d)

a rozptyl má hodnotu

σ2 =
h−d
∑

j=0

(j − µ)2
(

h− d

j

)

pj(1− p)h−d−j = p(1− p)(h− d).

Když si uvědomı́me, že k = ⌊
√
h− d⌋ a n = p(h− d), pak dostáváme

pi, pi+1 ≤Prob(|X − n| ≥ ⌊ i− 2

2
⌋k) ≤ 4p(1− p)(h− d)

(i− 2)2k2
≤

4p(1− p)

(i− 2)2
≤ 1

(i− 2)2
,

protože pro 0 ≤ p ≤ 1 je p(1− p) ≤ 1
4
. Když shrneme tato pozorováńı, dostáváme, že

E(C) =
∑

i≥1

pi ≤ 2 + 2
∑

i≥3

1

(i− 2)2
= 2 + 2

∑

i≥1

1

i2
=

2 + 2
π2

6
= 2 +

π2

3
≈ 5.3

Závěr: očekávaný počet dotaz̊u v bloku je menš́ı než 6.

Když E(T (n)) je očekávaný počet dotaz̊u pro operaci MEMBER a když |S| = n, pak plat́ı

E(T (n)) ≤ E(C) + E(T (
√
n)).

Protože E(T (1)) = 1 a E(T (2)) ≤ 2, dostáváme z rekurentńıho vzorce, že

E(T (n)) ≤ 2 + E(C) log log n pro n ≥ 2.

Věta. Čas operace MEMBER v uspořádaném poli délky n při zobecněném kvadratickém vyhledáváńı je v
nejhorš́ım př́ıpadě O(log n). Když rozděleńı vstupńıch dat je rovnoměrné, pak očekávaný čas je O(log log n).

Nevýhoda této datové struktury spoč́ıvá v neexistenci přirozených efektivńıch implementaćı operaćı IN-
SERT, DELETE, SPLIT a JOIN. Přirozené implementace těchto operaćı vyžaduj́ı čas O(|S|), zhruba
řečeno muśıme pohybovat s téměř každým prvkem. Pokusem o řešeńı tohoto problému byl návrh binárńıch
vyhledávaćıch stromů.

4 Stromy

4.1 Uspořádaný slovńıkový problém

Jedná se o rozš́ı̌reńı základńıho slovńıkového problému. Je dáno totálně uspořádané univerzum U (tj. pro
každé dva r̊uzné prvky u, v ∈ U plat́ı bud’ u < v nebo v < u). Ćılem je reprezentovat množinu S ⊆ U a
navrhnout algoritmy pro tyto operace:
MEMBER, INSERT, DELETE
MIN – nalezne nejmenš́ı prvek v S,
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MAX – nalezne největš́ı prvek v S,
SPLIT(x) – zkonstruuje reprezentace dvou množin S1 = {s ∈ S | s < x} a S2 = {s ∈ S | s > x} a
oznámı́, zda x ∈ S,
JOIN – použ́ıvaj́ı se dvě verze této operace:
JOIN2(S1, S2) – jsou dány reprezentace množin S1 a S2, které splňuj́ı maxS1 < minS2, vytvoř́ı se
reprezentace množiny S = S1 ∪ S2,
JOIN3(S1, x, S2) – jsou dány reprezentace množin S1 a S2 a prvek x ∈ U tak, že je splněno maxS1 < x <
minS2, vytvoř́ı se reprezentace množiny S = S1 ∪ {x} ∪ S2.

Je vidět, že operace JOIN2 a JOIN3 lze pomoćı operaćı INSERT a DELETE převést jednu na druhou.
Proto často budeme popisovat pro danou strukturu jen jednu z nich. Občas se také použ́ıvá operace
ord(k) – předpokádáme, že k ≤ |S|, a operace nalezne k-tý nejmenš́ı prvek v S.
Zřejmě operace MIN a MAX jsou speciálńım př́ıpadem operace ord(k), přesně MIN je operace ord(1)
a MAX je operace ord(|S|).

4.2 (a, b)-stromy

4.2.1 Obecná definice

Důležitou datovou strukturou vhodnou pro řešeńı uspořádaného slovńıkového problému jsou (a, b)-stromy.
Tuto datovou strukturu lze použ́ıt pro interńı i pro exterńı pamět’. Je to struktura založená na stromech.
Nejobecněǰśı grafová definice (a, b)-stromu je:

Necht’ 1 ≤ a < b jsou kladná přirozená č́ısla. Pak kořenový strom (T, t) se nazývá (a, b)-strom, když

1. když v je vnitřńı vrchol stromu T r̊uzný od kořene t, pak má alespoň a a nejvýše b syn̊u;

2. všechny cesty z kořene do libovolného listu maj́ı stejnou délku.

4.2.2 Speciálńı př́ıpad – definice

Tato definice je př́ılǐs obecná a pro datové struktury se nehod́ı. Proto použ́ıváme jej́ı speciálńı př́ıpad
(změny podtrženy).

Datová struktura (a, b)-strom je definována jen na těchto stromech: Necht’ a a b jsou přirozená č́ısla
taková, že 2 ≤ a a 2a− 1 ≤ b. Pak kořenový strom (T, t) nazveme (a, b)-strom, když plat́ı

1. každý vnitřńı vrchol v stromu T r̊uzný od kořene t má alespoň a a nejvýše b syn̊u;

2. kořen je bud’ list nebo má alespoň dva syny a nejvýše b syn̊u;

3. všechny cesty z kořene do libovolného listu maj́ı stejnou délku.

4.2.3 Vlastnosti – velikost

Výhody našich (a, b)-stromů:
Když má (a, b)-strom výšku h > 0 (tj. délka každé cesty z kořene do libovolného listu je h), pak strom má
alespoň 2ah−1 list̊u a nejvýše bh list̊u. Z toho jednoduše plyne:

Tvrzeńı. Mějme přirozená č́ısla a a b taková, že a ≥ 2 a b ≥ 2a− 1. Pak pro každé kladné přirozené č́ıslo
n existuje (a, b)-strom, který má přesně n list̊u. Když (a, b)-strom má přesně n list̊u, pak výška stromu je
nejvýše 1 + loga(

n
2
) a je alespoň logb n. Tedy výška stromu je O(log n).
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4.2.4 Vlastnosti – uspořádáńı na listech

Mějme kořenový strom (T, t) takový, že pro každý vnitřńı vrchol v plat́ı:
když v má ρ(v) syn̊u, pak jsou oč́ıslovány od 1 do ρ(v). Řekneme, že vrchol v je v hloubce h, když cesta
z kořene t do v má délku h. Množina všech vrchol̊u v hloubce h se nazývá h-tá hladina. Lexikografické
uspořádáńı na h-té hladině je definováno rekurzivně:

v ≤ w, právě když bud’ otec(v) < otec(w) nebo otec(v) = otec(w) a když v je i-tý syn otec(v) a w
je j-tý syn otec(v), pak i ≤ j.

Předpokládáme, že v (a, b)-stromu synové každého vnitřńıho vrcholu jsou uspořádány. Listy tvoř́ı hladinu
h, kde h je hloubka (a, b)-stromu, a je na nich definováno lexikografické uspořádáńı.

Mějme lineárně uspořádané univerzum U a množinu S ⊆ U . Pak (a, b)-strom (T, t) reprezentuje množinu
S, když má přesně |S| list̊u a je dán izomorfismus mezi lexikografickým uspořádáńım list̊u stromu T a
uspořádanou množinou S (tj. bijekce key : list(T ) → S, která pro s, t ∈ S splňuje s ≤ t v U , právě když
key−1(s) ≤ key−1(t) v lexikografickém uspořádáńı na množině list̊u stromu T ).

4.2.5 Jak reprezentujeme množinu?

Co je uloženo ve vnitřńıch vrcholech (a, b)-stromu (T, t) reprezentuj́ıćıho množinu S ⊆ U?

• ρ(v) – počet syn̊u vrcholu v,

• Sv(1..ρ(v)) – pole ukazatel̊u na syny vrcholu v takové, že Sv(i) je i-tý syn vrcholu v pro i =
1, 2 . . . , ρ(v),

• Hv(1..ρ(v)− 1) – pole prvk̊u z U takové, že Hv(i) je největš́ı prvek z S reprezentovaný v podstromu
i-tého syna vrcholu v
alternativa: Hv(i) je prvek z U takový, že největš́ı prvek reprezentovaný v podstromu i-tého syna
vrcholu v je menš́ı nebo roven Hv(i) a to je menš́ı než nejmenš́ı prvek reprezentovaný v podstromu
(i+ 1)-ńıho syna vrcholu v

Struktura list̊u:
listu v je přǐrazen prvek key(v) ∈ S.

Někdy je ve struktuře každého vrcholu v (a, b)-stromu r̊uzného od kořene ještě ukazatel otec(v) na otce
vrcholu v.

Pozorováńı. Když Hv(i) jsou prvky z reprezentované množiny, pak pro každý prvek s ∈ S kromě nejvěťśıho
existuje právě jeden vnitřńı vrchol v (a, b)-stromu a jedno i, že Hv(i) = s, a nejvěťśı prvek v S neńı prvek
Hv pro žádný vrchol v.

Tento fakt se použ́ıvá při implementaci, kde se vynechávaj́ı listy. Prvky z S jsou reprezentovány v poĺıch
Hv vnitřńıch vrchol̊u stromu a největš́ı prvek je uložen zvlášt’ nebo je k množině S přidán formálńı největš́ı
prvek (a ten je pak

”
uložen“ zvlášt’). Je to prostorově efektivněǰśı reprezentace množiny S, ale je technicky

nepřehledná. Proto při práci s (a, b)-stromy použ́ıvám verzi s listy.

Nyńı uvedeme algoritmy pro (a, b)-stromy.

4.2.6 Algoritmy

Pomocný algoritmus
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Vyhledej(x)
t :=kořen stromu T , w := NIL
while t neńı list do
i := 1
while Ht(i) < x a i < ρ(t) do i := i+ 1 enddo

if Ht(i) = x then w := t endif
t := St(i) enddo Výstup: t a w.

MEMBER(x)
Vyhledej(x)
if key(t) = x then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif

INSERT(x)
Vyhledej(x)
if key(t) 6= x then

vytvoř nový list t′, key(t′) := x, u := otec(t)
if key(t) < x then

(komentář: x > maxS)
Su(ρ(u) + 1) := t′, Hu(ρ(u)) := key(t), ρ(u) := ρ(u) + 1

else

najdi i, že Su(i) = t
Su(ρ(u) + 1) := S(ρ(u)), j := ρ(u)− 1
while j ≥ i do

Su(j + 1) := Su(j), Hu(j + 1) := Hu(j), j := j − 1
enddo

Su(i) := t′, Hu(i) := x, ρ(u) := ρ(u) + 1
endif

t := u
while ρ(t) > b do Štěpeńı(t) enddo

endif

Štěpeńı(t)
if t je kořen stromu then

vytvoř nový kořen u s jediným synem t
endif

u := otec(t), najdi i, že Su(i) = t,
vytvoř nový vnitřńı vrchol t′, j := 1
while j < ⌊ b+1

2
⌋ do

St′(j) := St(j + ⌈ b+1
2
⌉), Ht′(j) := Ht(j + ⌈ b+1

2
⌉), j := j + 1

enddo

St′(⌊ b+1
2
⌋) := St(b+ 1), ρ(t) := ⌈ b+1

2
⌉, ρ(t′) := ⌊ b+1

2
⌋,

if i < ρ(u) then Su(ρ(u) + 1) := Su(ρ(u)) endif
j := ρ(u)− 1, ρ(u) := ρ(u) + 1,
while j > i do
Su(j + 1) := Su(j), Hu(j + 1) := Hu(j), j := j − 1

enddo

Su(i+ 1) := t′, Hu(i+ 1) := Hu(i), Hu(i) := Ht(ρ(t)), t := u
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DELETE(x)
Vyhledej(x)
if key(t) = x then

u := otec(t), najdi i, že Su(i) = t, a j, že Hw(j) = x, k := i
if w 6= u a w 6= NIL then Hw(j) := Hu(ρ(u)− 1) endif
while k < ρ(u)− 1 do

Hu(k) := Hu(k + 1), Su(k) := Su(k + 1), k := k + 1
enddo

if i 6= ρ(u) then Su(ρ(u)− 1) := Su(ρ(u)) endif
ρ(u) := ρ(u)− 1, odstraň t, t := u
while ρ(t) < a a t neńı kořen do

y je bezprostředńı bratr t
if ρ(y) = a then Spojeńı(t, y) else Přesun(t, y) endif

enddo

endif

Spojeńı(t, y)
u := otec(t), najdi i, že Su(i) = t, j := 1
if Su(i− 1) = y then vyměň t a y, i := i− 1 endif

while j < ρ(y) do
St(ρ(t) + j) := Sy(j), Ht(ρ(t) + j) := Hy(j), j := j + 1

enddo

Ht(ρ(t)) := Hu(i), St(ρ(t) + ρ(y)) := Sy(ρ(y)), ρ(t) := ρ(t) + ρ(y), odstraň y
while i < ρ(u)− 1 do

Su(i+ 1) := Su(i+ 2), Hu(i) := Hu(i+ 1), i := i+ 1
enddo

ρ(u) := ρ(u)− 1
if u je kořen a ρ(u) = 1 then

odstraň u
else

t := u
endif

Přesun(t, y)
u := otec(t), najdi i takové, že Su(i) = t
if Su(i+ 1) = y then

St(ρ(t) + 1) := Sy(1), Ht(ρ(t)) := Hu(i),
Hu(i) := Hy(1), j := 1
while j < ρ(y)− 1 do

Sy(j) := Sy(j + 1), Hy(j) := Hy(j + 1), j := j + 1
enddo

Sy(ρ(y)− 1) := Sy(ρ(y)), ρ(t) := ρ(t) + 1, ρ(y) := ρ(y)− 1
else

St(ρ(t) + 1) := St(ρ(t)), j := ρ(t)− 1
while j > 0 do

St(j + 1) := St(j), Ht(j + 1) := Ht(j), j := j − 1
enddo

ρ(t) := ρ(t) + 1, St(1) := Sy(ρ(y)), Ht(1) := Hu(i− 1),
Hu(i− 1) := Hy(ρ(y)− 1), ρ(y) := ρ(y)− 1

endif
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MIN
t :=kořen stromu
while t neńı list do t := St(1) enddo
key(t) je nejmenš́ı prvek S

MAX
t :=kořen stromu
while t neńı list do t := St(ρ(t)) enddo
key(t) je největš́ı prvek S

JOIN2(T1, T2)
Předpoklad Ti je (a, b)-strom reprezentuj́ıćı množinu Si pro i = 1, 2, které splňuj́ı
maxS1 < minS2 (tento předpoklad je silněǰśı než požadavek, že S1 a S2 jsou dis-
junktńı, ale algoritmus nekontroluje jeho splněńı)
if výška T1 je větš́ı nebo rovna výšce T2 then

t :=kořen T1, k := v(T1)− v(T2)
while k > 0 do t := St(ρ(t)), k := k − 1 enddo

Spojeńı(t,kořen T2), t := otec(t)
while ρ(t) > b do Štěpeńı(t) enddo

else

t :=kořen T2, k := v(T2)− v(T1)
while k > 0 do t := St(1), k := k − 1 enddo

Spojeńı(t,kořen T1), t := otec(t)
while ρ(t) > b do Štěpeńı(t) enddo

endif
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SPLIT(T, x)
Z1, Z2 prázdné zásobńıky, t :=kořen T
while t neńı list do
i := 1
while Ht(i) < x a i < ρ(t) do i := i+ 1 enddo

t := St(i)
if i = 2 then vlož podstrom vrcholu St(1) do Z1 endif

if i > 2 then

vytvoř nový vrchol t1, ρ(t1) = i− 1,
for every j = 1, 2, . . . , i− 2 do

St1(j) := St(j), Ht1(j) := Ht(j)
enddo

St1(i− 1) := St(i− 1), vlož podstrom vrcholu t1 do Z1

endif

if i = ρ(t)− 1 then

vlož podstrom St(ρ(t)) do Z2 endif

if i < ρ(t)− 1 then

vytvoř nový vrchol t2, ρ(t2) := ρ(t)− i
for every j = 1, 2, . . . , ρ(t)− i− 1 do

St2(j) := St(i+ j), Ht2(j) := Ht(i+ j)
enddo

St2(ρ(t)− i) := St(ρ(t)), vlož podstrom t2 do Z2

endif

enddo

if key(t) = x then

Výstup: x ∈ S
else

Výstup: x /∈ S
if key(t) < x then

vlož podstrom vrcholu t do Z1

else

vlož podstrom vrcholu t do Z2

endif

endif

T1 := vrchol Z1, odstraň T1 ze Z1

while Z1 6= ∅ do

T ′ :=vrchol Z1, odstraň T
′ ze Z1, T1 :=JOIN(T ′, T1)

enddo

T2 := vrchol Z2, odstraň T2 ze Z2

while Z2 6= ∅ do

T ′ := vrchol Z2, odstraň T
′ ze Z2, T2 :=JOIN(T2, T

′)
enddo

4.2.7 Korektnost algoritmů

Odkaz na otce vrcholu: bud’ je v každém vrcholu v stromu T př́ımo odkaz na otec(v), nebo se v proceduře
Vyhledej vkládaj́ı vrcholy do zásobńıku a otec(v) je vrchol v zásobńıku před vrcholem v.

Při operaci SPLIT se zásobńıky použ́ıvaj́ı jednopr̊uchodově – nejprve se naplńı a v této části algoritmu
se nepoužije operace pop, pak se vyprázdńı a v této fázi se nepouž́ıvá operace push. V okamžiku, když
jsou zásobńıky naplněné, plat́ı:
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• v zásobńıćıch jsou uloženy (a, b)-stromy reprezentuj́ıćı podmnožiny S;

• když (a, b)-stromy Ti a Ti+1 reprezentuj́ı množiny Si a Si+1 a jsou v zásobńıku Z1 (nebo Z2) a strom
Ti+1 následuje po stromu Ti, pak plat́ı maxSi < minSi+1 < x (nebo minSi > maxSi+1 > x) a výška
Ti je větš́ı nebo rovna výšce Ti+1;

• když Ti a Ti+1 jsou dva po sobě následuj́ıćı (a, b)-stromy v zásobńıku Zj pro j = 1, 2, které maj́ı
stejnou výšku, pak následuj́ıćı strom v zásobńıku Zj má ostře menš́ı výšku.

Toto plyne z prvńı fáze algoritmu operace SPLIT a zajǐst’uje korektnost druhé fáze algoritmu.

4.2.8 Časová analýza

Dále si všimněme, že podprocedury Štěpeńı, Spojeńı a Přesun vyžaduj́ı čas O(1), a proto algoritmy
pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2 a pro prvńı fázi algoritmu SPLIT
vyžaduj́ı čas O(1) pro práci v dané hladině. Protože hladin je nejvýše loga |S|, můžeme shrnout:

Věta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2 a SPLIT v
(a, b)-stromech vyžaduj́ı v nejhorš́ım př́ıpadě čas O(loga |S|), kde S je reprezentovaná množina.

Je třeba ještě odhadnout spotřebovaný čas ve druhé fázi algoritmu pro operaci SPLIT.

Nejprve si všimněme, že algoritmus JOIN2(T1, T2) vyžaduje ve skutečnosti jen čas rovnýO(rozd́ıl výšek stromů T1

Když po naplněńı zásobńık Zj pro j = 1, 2 obsahuje stromy U1, U2, . . . , Uk v tomto pořad́ı, pak k ≤ 2 loga |S|
a vyprázdněńı zásobńıku Zj vyžaduje čas O(

∑k−1
i=1 (ui − ui+1 + 1) = O(u1 + k), kde ui je výška stromu Ui

pro i = 1, 2, . . . , k. Protože výška stromu U1 je nejvýše rovna výšce stromu T , dostáváme, že druhá fáze
algoritmu SPLIT vyžaduje čas O(loga |S|) a d̊ukaz je kompletńı.

4.2.9 Pořádková statistika

Nyńı poṕı̌seme algoritmus pro operaci ord(k). Tato operace se často nazývá k-tá pořádková statistika Tato
operace neńı podporována navrženou strukturou, pro jej́ı efektivńı implementaci muśıme rozš́ı̌rit strukturu
vnitřńıho vrcholu v o pole
Pv(1..ρ(v)− 1), kde Pv(i) je počet prvk̊u S reprezentovaných v podstromu i-tého syna vrcholu v.

Udržovat pole Pv v aktuálńım stavu znamená při úspěšném provedeńı aktualizačńı operace proj́ıt cestu z
vrcholu do kořene a aktualizovat pole P . Uvedeme algoritmus pro nalezeńı k-té pořádkové statistiky.

ord(k)
if k > |S| then neexistuje k-tý nejmenš́ı prvek, konec endif

t :=kořen stromu
while t neńı list do
i := 1
while k > Pt(i) a i < ρ(t) do
k := k − Pt(i), i := i+ 1

enddo

t := St(i)
enddo

key(t) je hledaný k-tý nejmenš́ı prvek

Invariant algoritmu: V každém okamžiku plat́ı, že p̊uvodńı k se rovná aktuálńı k+počet prvk̊u z S, které
jsou v podstromech vrchol̊u stromu, které v lexikografickém uspořádáńı předcházej́ı i-tému synu vrcholu
t. Korektnost algoritmu plyne z tohoto invariantu.
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Věta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, SPLIT, JOIN2 a
ord(k) pro všechna k v rozš́ıřené struktuře (a, b)-stromu vyžaduj́ı v nejhorš́ım př́ıpadě čas O(log |S|),
kde S je reprezentovaná množina.

4.2.10 Hodnoty a, b

(a, b)-stromy se použ́ıvaj́ı jak v interńı tak v exterńı paměti. Jaké hodnoty a a b je vhodné použ́ıvat?
Pro interńı pamět’ jsou doporučené hodnoty a = 2, b = 4 nebo a = 3 a b = 6.
Pro exterńı pamět’ jsou doporučené hodnoty a ≈ 100, b = 2a.

4.2.11 Paralelńı verze

Když je množina reprezentovaná (a, b)-stromem uložena na serveru a má k ńı př́ıstup v́ıce uživatel̊u, vzniká
problém s aktualizačńımi operacemi. Tyto operace měńı strukturu (a, b)-stromu a v d̊usledku toho se v
něm jiný uživatel může ztratit. Tento problém se dá řešit tak, že při aktualizačńıch operaćıch se uzavře
celý strom.

Nevýhoda: ostatńı uživatelé do něho nemaj́ı př́ıstup a nemohou pracovat. Tzv. paralelńı implementace
operaćı INSERT a DELETE nab́ıźı jiné, efektivněǰśı řešeńı.

Předpoklad: b ≥ 2a.
Při operaci INSERT jsou ve vyhledávaćı fázi vždy uzavřeny vrcholy t, otec(t) a synové vrcholu t. Algo-
ritmus zjist́ı, ve kterém synu vrcholu t má pokračovat, a pak, když ρ(t) = b, provede Štěpeńı (proto je
nutně b ≥ 2a, abychom po této operaci měli zase (a, b)-strom). V algoritmu pak odpadne vyvažovaćı část
(tj. Štěpeńı při cestě vzh̊uru ke kořeni).

Při operaci DELETE jsou ve vyhledávaćı fázi uzavřeny vrcholy t, otec(t), bezprostředńı bratr y vrcholu
t a jejich synové. Když ρ(t) = a, pak po najiti vrcholu, kde se bude pokračovat, se provede bud’ Přesun
(když ρ(y) > a) nebo Spojeńı (když ρ(y) = a). Stejně jako při operaci INSERT se vynechá vyvažovaćı
část uzav́ıraj́ıćı p̊uvodńı algoritmus.

Tato úprava vyžaduje sice v́ıce Štěpeńı, Spojeńı a Přesun̊u, ale asymptoticky vycháźı čas stejný (jen
je větš́ı multiplikativńı konstanta). Doporučené hodnoty a a b jsou a ≈ 100 a b = 2a + 2 při uložeńı na
serveru v exterńı paměti, ve vnitřńı paměti se doporučuje a = 2, b = 6.

Operace JOIN2 lze také paralelizovat, ale operaci SPLIT paralelizovat nelze.

4.2.12 A-sort

(a, b)-stromy dávaj́ı také zaj́ımavé aplikace pro tř́ıdićı algoritmy. Použit́ı (a, b)-stromů pro setř́ıděńı náhodné
posloupnosti neńı vhodné, režie na udržováńı struktury (a, b)-stromu vede k tomu, že multiplikativńı
konstanta by byla o hodně větš́ı než u klasických tř́ıdićıch algoritmů. Také uložeńı (a, b)-stromu vyžaduje
v́ıce paměti než je potřeba pro klasické algoritmy. Situace se podstatně změńı, když vstupńı posloupnost
je předtř́ıděná a je ji třeba jen dotř́ıdit. Klasické algoritmy většinou nejsou schopné využ́ıt faktu, že
posloupnost je předtř́ıděná, a jejich časová náročnost je prakticky stejná (někdy i horš́ı) jako u náhodné
posloupnosti. Na rozd́ıl od nich algoritmus A-sort založený na (a, b)-stromech je schopen předtř́ıděnost
využ́ıt a má na předtř́ıděných posloupnostech lepš́ı výsledky než klasické algoritmy.

Modifikace (a, b)-stromů pro algoritmus A-sort. Máme (a, b)-strom reprezentuj́ıćı vstupńı posloupnost, je
dán ukazatel Prv na prvńı list, listy (a, b)-stromu jsou propojeny do seznamu v rostoućım lexikografickém
pořad́ı (ukazatel na následuj́ıćı prvek je Nasl) a je dána cesta z prvńıho listu do kořene (to znamená, že
na cestě z prvńıho listu do kořene známe pro každý vrchol v jeho otce). Nyńı uvedeme algoritmus A-sort.
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A-sort(x1, x2, . . . , xn)
i := n− 1, vytvoř jednoprvkový strom s vrcholem t
key(t) := xn, Prv := t
while i ≥ 1 do A-Insert(xi), i := i− 1 enddo

y1 := key(Prv)
while i ≤ n do

yi := key(t), i := i+ 1, t := Nasl(t)
enddo

Výstup: (y1, y2, . . . , yn) setř́ıděná posloupnost (x1, x2, . . . , xn)

A-Insert(x)
t := Prv
while t 6= kořen T a Ht(1) < x do t := otec(t) enddo

while t 6= list do
i := 1
while Ht(i) < x a i < ρ(t) do i := i+ 1 enddo

if i > 1 then v := St(i− 1) else v := St(ρ(t)) endif
t := St(i)

enddo

if key(t) 6= x then

vytvoř nový list t′, key(t′) = x,
if t je kořen then

vytvoř nový kořen u, ρ(u) := 2
if key(t) > x then

Hu(1) := x, Su(1) := t′, Su(2) := t,
Prv := t′, Nasl(t′) := t, Nasl(t) := NIL

else

Hu(1) := key(t), Su(1) := t, Su(2) := t′

Prv := t, Nasl(t) := t′, Nasl(t′) := NIL
endif

else

u := otec(t)
if key(t) < x then

(komentář: x > maxS)
Su(ρ(u) + 1) := t′, Hu(ρ(u)) := key(t), ρ(u) := ρ(u) + 1
Nasl(t) := t′, Nasl(t′) := NIL

else

najdi i, že Su(i) = t, Su(ρ(u) + 1) := S(ρ(u)),
j := ρ(u)− 1, Nasl(v) := t′, Nasl(t′) := t
while j ≥ i do

Su(j + 1) := Su(j), Hu(j + 1) := Hu(j), j := j − 1
enddo

Su(i) := t′, Hu(i) := x, ρ(u) := ρ(u) + 1,
if t = Prv then Prv := t′ endif

endif

t := u
while ρ(t) > b do Štěpeńı(t) enddo

endif

endif

Korektnost algoritmu plyne z faktu, že key je izomorfismus uspořádáńı a seznam list̊u je v rostoućım
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pořad́ı. Protože v je vždy bezprostředńı předch̊udce t, je seznam korektně definován. Ukazatel otec(t) je
dán na cestě z vrcholu Prv do kořene, pro ostatńı vrcholy se řeš́ı stejným zp̊usobem jako pro (a, b)-stromy.

4.2.13 A-sort – složitost

Algoritmus A-sort vyžaduje v́ıce času i v́ıce paměti než klasické tř́ıdićı algoritmy, ale jejich asymptotická
složitost je stejná. Jeho výhoda je v použit́ı na předtř́ıděné posloupnosti.

Definice. Pro posloupnost (x1, x2, . . . , xn) prvk̊u z totálně uspořádaného univerza U definujme

F = |{(i, j) | i < j, xj < xi}|.

Zřejmě F = 0, právě když posloupnost (x1, x2, . . . , xn) je setř́ıděná.

Dále 0 ≤ F ≤
(

n

2

)

a F =
(

n

2

)

, právě když je posloupnost (x1, x2, . . . , xn) klesaj́ıćı.

To vede k tomu brát F jako mı́ru předtř́ıděnosti posloupnosti. Spoč́ıtáme složitost algoritmu A-sort v
závislosti na n a F .

Pozorováńı. Algoritmus A-sort v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas, který potřebuje A-Insert, plus O(n).

Pozorováńı. Algoritmus A-Insert(x) vyžaduje čas potřebný na nalezeńı mı́sta, kam vložit x, plus O(počet
voláńı Štěpeńı).

Pozorováńı. Protože každý běh procedury Štěpeńı vytvořil jeden vnitřńı vrchol (a, b)-stromu a protože
a ≥ 2 a (a, b)-strom po skončeńı voláńı A-Insert má n list̊u, je vnitřńıch vrchol̊u (a, b)-stromu < n.

Pozorováńı (Plyne z minulého). Všechny běhy procedury A-Insert vyžaduj́ı čas na nalezeńı mı́st jed-
notlivých prvk̊u plus O(n).

Pozorováńı. Když procedura A-Insert(x) při hledáńı mı́sta pro prvek x skončila ve výšce h (tj. prvńı
cyklus se h-krát opakoval), pak nalezeńı mı́sta pro prvek x vyžadovalo čas O(h).

Pozorováńı. Všechny prvky reprezentované (a, b)-stromem pod prvńım vrcholem ve výšce h−1 jsou menš́ı
než x a je jich alespoň ah−1.

Pozorováńı. Když x = xi, pak počet prvk̊u reprezentovaných (a, b)-stromem při běhu procedury A-
Insert(x), které jsou menš́ı než x, je počet j takových, že i < j a xj < xi. (Plyne z toho, v jakém
pořad́ı vkládáme.)

Definice. Označme fi počet j takových, že i < j a xj < xi.

Věta. Algoritmus A-sort na setř́ıděńı n-členné posloupnosti vyžaduje v nejhorš́ım př́ıpadě čas O(n +
n log F

n
), kde F je mı́ra setř́ıděnosti vstupńı posloupnosti.

D̊ukaz. Z pozorováńı plat́ı

ah−1 ≤ fi =⇒ h− 1 ≤ loga fi =⇒ h ∈ O(log fi).

Proto v nejhorš́ım př́ıpadě čas potřebný pro nalezeńı pozice xi je O(log fi). Odtud plyne, že čas algoritmu
potřebný k běhu algoritmu A-sort je

O((
n
∑

i=1

log fi) + n).
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Zřejmě
∑n

i=1 fi = F a nyńı využijeme toho, že geometrický pr̊uměr je vždy menš́ı nebo roven aritmetickému
pr̊uměru, a odtud dostáváme

n
∑

i=1

log fi = log
n
∏

i=1

fi = n log(
n
∏

i=1

fi)
1
n ≤

n log

∑n

i=1 fi
n

= n log
F

n
.

Zhodnoceńı: Protože A-sort nepouž́ıvá operaci DELETE, doporučuje se použ́ıt (2, 3)-stromy. Když se
budou tř́ıdit posloupnosti s mı́rou F ≤ n log n, pak algoritmus A-sort bude potřebovat v nejhorš́ım
př́ıpadě čas O(n log log n). Mehlhorn a Tsakalidis dokázali, že když F ≤ 0.02n1.57, pak algoritmus A-sort
je rychleǰśı než algoritmus Quicksort.

4.2.14 Propojené stromy s prstem

Hladinově propojený (a, b)-strom s prstem je (a, b)-strom, kde struktura vnitřńıho vrcholu r̊uzného od
kořene je rozš́ı̌rena (proti klasickému (a, b)-stromu) o ukazatele otec(v), levy(v), pravy(v), kde:

• levy(v) ukazuje na největš́ı vrchol (v lexikografickém uspořádáńı) ve stejné hladině jako v, který je
menš́ı než v (když neexistuje, tak je to NIL),

• pravy(v) ukazuje na nejmenš́ı vrchol (v lexikografickém uspořádáńı) ve stejné hladině jako v, který
je větš́ı než v (když neexistuje, tak je to NIL).

Nav́ıc je dán ukazatel Prst na některý list.

Zde se lǐśı hlavně vyhledáváńı, které je zobecněńım postupu A-sortu. Zač́ınáme od listu p, na který ukazuje
Prst. Když x je menš́ı než prvek reprezentovaný t́ımto listem, pak se pokračuje v jeho otci v, a když p byl
i-tý syn v, tak se pomoćı pole Hv zjǐst’uje, zda x nemá být reprezentován v podstromu jeho j-tého syna
pro j < i. Když ne, pokračuje se ukazatelem levy(v). Když x neńı reprezentován ani v jeho podstromu, tak
se celý postup opakuje o hladinu výš (zkoumá se otec vrcholu). Když x je větš́ı než prvek reprezentovaný
listem p, je postup zrcadlově obrácený. Když se nalezne vrchol, v jehož podstromu má x ležet, pak se
aplikuje od tohoto vrcholu (mı́sto od kořene) procedura Vyhledej.

Struktura kromě operaćı uspořádaného slovńıkového problému ještě použ́ıvá přidanou operaci PRST(x),
která nastav́ı ukazatel Prst na list, který reprezentuje nejmenš́ı prvek větš́ı nebo rovný x (pokud x > maxS,
tak ukazatel Prst bude ukazovat na největš́ı list). Operace provedou vyhledáńı a pak pokračuj́ı klasickým
zp̊usobem.

Použit́ı: Tato struktura je velmi výhodná pro úlohy, kde vždy skupina po sobě jdoućıch operaćı pracuje v
bĺızkém okoĺı nějakého x ∈ U . Pak vyhledáńı prvku je rychleǰśı než v klasickém (a, b)-stromu, viz A-sort.

4.2.15 Omezeńı štěpeńı, spojováńı a přesun̊u

Pozn. studenta - dost jsem popřesouval pořad́ı dokazováńı v této kapitole tak, aby mi dávalo logický smysl.

Vyvažovaćı operace Štěpeńı, Spojováńı, Přesun vyžaduj́ı čas O(1), ale ve skutečnosti jsou nejpomaleǰśı
část́ı algoritmů pro operace INSERT aDELETE. Omezeńı jejich počtu vedlo k menš́ı složitosti algoritmu
A-sort. To motivovalo analýzu jejich použit́ı.
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Libovolný běh algoritmu INSERT volá podproceduru Štěpeńı nejvýše log(|S|)-krát a libovolný běh
algoritmu DELETE může nejvýše log(|S|)-krát zavolat podproceduru Spojeńı a nejvýše jednou pod-
proceduru Přesun. V obecném př́ıpadě tyto odhady nejdou zlepšit. Pro vhodný typ (a, b)-stromu však
amortizovaný počet vyvažovaćıch operaćı (zač́ınáme-li s p̊uvodně prázdným stromem) je konstantńı.

Připomı́náme, že výška vrcholu v kořenovém stromě je maximálńı délka cesty z něho do některého listu.
(tj. je poč́ıtaná odspodu)

Důkaz omezeńı počtu štěpeńı je založen na bankovńım principu – navrhneme kvantitativńı ohodnoceńı
(a, b)-stromu, nalezneme jeho horńı odhad a poṕı̌seme, jak toto ohodnoceńı mohou změnit vyvažovaćı
operace. Srovnáńı těchto odhad̊u dá požadovaný výsledek.

Necht’ b ≥ 2a a a ≥ 2.

Definice. Pro pevné a a b označme

c = min{min{2a− 1, ⌈b+ 1

2
⌉} − a, b−max{2a− 1, ⌊b+ 1

2
⌋}}.

Definice. Mějme (a, b)-strom T , pro vnitřńı vrchol v r̊uzný od kořene definujme b(v) = min{ρ(v)− a, b−
ρ(v), c}, pro kořen r definujme b(r) = min{ρ(r)− 2, b− ρ(r), c}.

b se dá vńımat jako
”
vzdálenost“ počtu syn̊u od krajńıch hodnot a a b, ale s horńım omezeńım c.

Pozorováńı (1). Pro vnitřńı vrchol stromu v r̊uzný od kořene plat́ı

1. b(v) ≤ c;

2. když ρ(v) = a nebo ρ(v) = b, pak b(v) = 0;

3. když ρ(v) = a− 1 nebo ρ(v) = b+ 1, pak b(v) = −1;

4. když ρ(v) = 2a− 1, pak b(v) = c;

5. Když v′ a v′′ jsou dva r̊uzné vrcholy stromu r̊uzné od kořene takové, že ρ(v′) = ⌈ b+1
2
⌉ a ρ(v′′) = ⌊ b+1

2
⌋,

pak b(v′) + b(v′′) ≥ 2c− 1;

6. pro kořen r plat́ı b(r) ≤ c.

D̊ukaz. Důkazy 1,2,3,6 jsou triviálńı. Důkazy 4 a 5 jsou technické a vyplývaj́ı z definice c (pozn. studenta
- já to tam nevid́ım :( )

Definice. Strom (T, r) ohodnot́ıme

bh(T ) =
∑

{b(v) | v 6= r vnitřńı vrchol stromu ve výšce h}

b(T ) =
∞
∑

h=1

bh(T ) + b(r).

Definice. Řekneme, že (T, r, v) je parciálńı (a, b)-strom, když r je kořen stromu, v je vnitřńı vrchol T a
plat́ı:

• když v 6= r, pak a− 1 ≤ ρ(v) ≤ b+ 1 a 2 ≤ ρ(r) ≤ b;

88



• když v = r, pak 2 ≤ ρ(r) ≤ b+ 1;

• když t je vnitřńı vrchol T r̊uzný od v a r, pak

a ≤ ρ(t) ≤ b;

• všechny cesty z kořene r do nějakého listu maj́ı stejnou délku.

Tj. jde o a,b strom s jedńım
”
pokaženým“ vrcholem.

Nyńı rozlož́ıme operace INSERT a DELETE do jednotlivých akćı se stromem a vyšetř́ıme vliv těchto
akćı na jeho ohodnoceńı. Důkazy lemmat jsou založené na následuj́ıćım pozorováńı

Pozorováńı (2). Mějme dva stromy T a T ′, které maj́ı stejnou množinu vrchol̊u ve výšce h. Pak plat́ı:

1. když každý vrchol ve výšce h má stejný počet syn̊u v obou stromech, pak bh(T ) = bh(T
′);

2. když všechny vrcholy ve výšce h až na jeden vrchol maj́ı stejný počet syn̊u v obou stromech a počet
syn̊u u zbylého vrcholu se ve stromech T a T ′ lǐśı nejvýše o 1, pak bh(T ) ≥ bh(T

′)− 1.

Lemma 1. Když (T, r) je (a, b)-strom a když strom T ′ vznikne z T přidáńım/ubráńım jednoho syna vrcholu
v ve výšce 1 (tj. přidávaný/ub́ıraný syn je list), pak (T ′, r, v) je parciálńı (a, b)-strom a plat́ı

b1(T
′) ≥b1(T )− 1 a bh(T

′) = bh(T ) pro h > 1;

b(T ′) ≥b(T )− 1.

D̊ukaz. Zhoršili jsme b1 v nejspodněǰśı hladině, na nic jiného jsme nešahali, nic jsme neštěpili.

Lemma 2. Necht’ (T, r, v) je parciálńı (a, b)-strom, ρ(v) = b+ 1 a v je ve výšce l ≥ 1. Když T ′ vznikne z
T operaćı Štěpeńı(v), pak (T ′, r, otec(v)) je parciálńı (a, b)-strom a plat́ı:

bl(T
′) ≥bl(T ) + 2c, bl+1(T

′) ≥ bl+1(T )− 1

bh(T
′) =bh(T ) pro h 6= l, l + 1; b(T ′) ≥ b(T ) + 2c− 1.

D̊ukaz. Nerovńıtko o l-té hladině plat́ı kv̊uli bodu 5 z pozorováńı 1, protože jsme b z −1 změnili na 2c− 1,
o l + 1 hladině to plat́ı proto, protože se zvětšil uzel o jedna (viz pozorováńı 2). Zbytek stromu je stejný.

Lemma 3. Necht’ (T, r, v) je parciálńı (a, b)-strom, ρ(v) = a− 1, v je ve výšce l ≥ 1 a y je bezprostředńı
bratr v takový že ρ(y) = a. Když T ′ vznikne z T operaćı Spojeńı(v, y), pak (T ′, r, otec(v)) je parciálńı
(a, b)-strom a plat́ı:

bl(T
′) ≥bl(T ) + c+ 1, bl+1(T

′) ≥ bl+1(T )− 1

bh(T
′) =bh(T ) pro h 6= l, l + 1; b(T ′) ≥ b(T ) + c.

D̊ukaz. Ve vrstvě l se ze situace v bodech 2 a 3 z pozorováńı 1 dostaneme do situace v bodu 4.

Ve vrstvě l + 1 opět měńıme jenom jeden prvek.
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Lemma 4. Necht’ (T, r, v) je parciálńı (a, b)-strom, ρ(v) = a − 1, v je výšce l ≥ 1 a y je bezprostředńı
bratr v takový, že ρ(y) > a. Když T ′ vznikne z T operaćı Přesun(v, y), pak (T ′, r) je (a, b)-strom a plat́ı:

bl(T
′) ≥ bl(T ) a bh(T

′) = bh(T ) pro h 6= l; b(T ′) ≥ b(T ).

D̊ukaz. Nev́ım, ze kterého pozorováńı přesně to plat́ı :( ale ... asi to plat́ı, protože pokud jednu vzdálenost
zhorš́ıme, jinou zlepš́ıme. Nebo tak něco.

Definice. Necht’ P je posloupnost n operaćı INSERT a DELETE, aplikujme ji na prázdný (a, b)-strom.
Označme

• Sth – počet Štěpeńı ve výšce h při aplikaci P, St =
∑

h Sth
• Sph– počet Spojeńı ve výšce h při aplikaci P, Sp =

∑

h Sph
• Ph – počet Přesun̊u ve výšce h při aplikaci P, P =

∑

h Ph.

Definice. Položme si St0 + Sp0 = počet list̊u v Tk ≤ n, aby nám vycházely vzorečky dále (v 0 - tj. listové
- hladině jinak nic neštěṕıme/nespojujeme a St či Sp tam nedává smysl)

Definice. Označme Tk(a, b)-strom vzniklý provedeńım posloupnosti P na prázdný (a, b)-strom.

Sečteńım předchoźıch výsledk̊u dostáváme

Důsledek 5. Když polož́ıme

St0 + Sp0 = počet list̊u v Tk ≤ n, pak

bh(Tk) ≥ 2cSth + (c+ 1)Sph − Sth−1 − Sph−1 pro h ≥ 1.

D̊ukaz. Skutečně plyne z lemmat z část́ı pro hladiny, r̊uzné operace přispěj́ı r̊uzně.

Důsledek 6. Dále b(Tk) ≥ (2c− 1)St+ cSp− n, kde n je délka posloupnosti P.

D̊ukaz. Skutečně plyne z lemmat z část́ı pro celé stromy.

Nyńı odhadneme shora b(Tk).

Lemma 7. Když T je (a, b)-strom s m listy, pak 0 ≤ b(T ) ≤ c+ (m− 2) c
a+c−1

.
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D̊ukaz. Pro 0 ≤ j < c označme mj počet vnitřńıch vrchol̊u r̊uzných od kořene, které maj́ı přesně a + j
syn̊u, a mc označme počet vnitřńıch vrchol̊u r̊uzných od kořene, které maj́ı alespoň a+c syn̊u. Když vrchol
v má a + j syn̊u, pak bT (v) ≤ j a pro každý vnitřńı vrchol v plat́ı bT (v) ≤ c. Tedy b(T ) ≤ c +

∑c

j=0 jmj.
Z vlastnost́ı stromů plyne

2 +
c
∑

j=0

(a+ j)mj ≤
∑

{ρ(v) | v je vnitřńı vrchol T} =

m+
c
∑

j=0

mj.

Odtud plyne
c
∑

j=0

(a+ j − 1)mj ≤ m− 2.

Protože j

a+j−1
≤ c

a+c−1
pro každé j takové, že 0 ≤ j ≤ c, dostáváme

b(T ) ≤c+
c
∑

j=0

jmj = c+
c
∑

j=0

j

a+ j − 1
(a+ j − 1)mj ≤

c+
c

a+ c− 1
(m− 2)

a lemma je dokázáno.

Věta (1).

P ≤ n a (2c− 1)St+ cSp ≤ n+ c+
c(n− 2)

a+ c− 1
;

D̊ukaz. Protože každá operace DELETE použije nejvýše jednu operaci Přesun (a operace INSERT
operaci Přesun nepouž́ıvá) dostáváme, že

P ≤ počet operaćı DELETE ≤ n

a prvńı nerovnost plat́ı. Abychom dokázali druhou nerovnost, spoj́ıme druhé tvrzeńı v Důsledku 5 a Lemma
7 (Tk má nejvýše n list̊u)

(2c− 1)St+ cSp− n ≤ b(Tk) ≤ c+ (n− 2)
c

a+ c− 1

Odtud plyne požadovaná nerovnost.

Lemma 8. Pro každé h ≥ 1 a pro každý (a, b)-strom T s m listy plat́ı

h
∑

l=1

bl(T )(c+ 1)l ≤ (c+ 1)m.
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D̊ukaz. Pro 0 ≤ j < c a pro libovolné h označme mj(h) počet vrchol̊u ve výšce h r̊uzných od kořene, které
maj́ı přesně a + j syn̊u, a mc(h) počet vrchol̊u ve výšce h r̊uzných od kořene, které maj́ı alespoň a + c
syn̊u. Pak máme

bh(T ) ≤
c
∑

j=0

jmj(h),

c
∑

j=0

(a+ j)mj(h) ≤
c
∑

j=0

mj(h− 1) pro každé h ≥ 1,

kde dodefinováváme
∑c

j=0mj(0) = m. Tyto vztahy použijeme v následuj́ıćım odhadu. Plat́ı

h
∑

l=1

bl(T )(c+ 1)l ≤
h
∑

l=1

[

(c+ 1)l
(

c
∑

j=0

jmj(l)
)]

≤

h
∑

l=1

[

(c+ 1)l
(

c
∑

j=0

mj(l − 1)− a
c
∑

j=0

mj(l)
)]

=

(c+ 1)
c
∑

j=0

mj(0)− (c+ 1)ha
c
∑

j=0

mj(h)+

h−1
∑

l=1

(c+ 1)l+1
(

c
∑

j=0

mj(l)−
a

c+ 1

c
∑

j=0

mj(l)
)

≤

(c+ 1)m,

kde rovnost jsme źıskali přerovnáńım sč́ıtanc̊u tak, aby výrazy
∑c

j=0mj(l) byly u sebe, a posledńı nerovnost
plyne z toho, že a

c+1
≥ 1, a tedy druhý sč́ıtanec v předchoźım výrazu neńı kladný.

Lemma 9. Sth + Sph ≤ n
(c+1)h

+
∑h

l=1 bl(Tk)
(c+1)l

(c+1)h+1

D̊ukaz. Výraz z Důsledku 5 uprav́ıme (využ́ıváme, že c ≥ 1):

Sth + Sph ≤bh(Tk)
c+ 1

+
Sth−1 + Sph−1

c+ 1
≤

bh(Tk)

c+ 1
+
bh−1(Tk)

(c+ 1)2
+
Sth−2 + Sph−2

(c+ 1)2
≤ · · · ≤

h−1
∑

i=0

bh−i(Tk)

(c+ 1)i+1
+

n

(c+ 1)h
=

n

(c+ 1)h
+

h
∑

l=1

bl(Tk)
(c+ 1)l

(c+ 1)h+1
.

Věta (2). Sth + Sph + Ph ≤ 2(c+2)n
(c+1)h

.
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D̊ukaz. Zkombinujeme předchoźı dvě lemmata. Dostaneme

Sth + Sph ≤ n

(c+ 1)h
+

h
∑

l=1

bl(Tk)
(c+ 1)l

(c+ 1)h+1
≤

n

(c+ 1)h
+

n(c+ 1)

(c+ 1)h+1
=

2n

(c+ 1)h
.

Protože Ph ≤ Sph−1 − Sph ≤ Sth−1 + Sph−1 ≤ 2n
(c+1)h−1 dostáváme, že

Sth + Sph + Ph ≤ 2n

(c+ 1)h
+

2n

(c+ 1)h−1
=

2n+ 2n(c+ 1)

(c+ 1)h
=

2n(c+ 2)

(c+ 1)h

Důsledek. Amortizovaný počet vyvažovaćıch operaćı splňuje

P + St+ Sp

n
≤ 5

2
.

D̊ukaz. Z definice plyne, že c ≥ 1, a protože a ≥ 2, z věty (1) dostaneme

St+ Sp ≤ n

c
+ 1 +

n− 2

a
≤ n+ 1 +

n− 2

2
≤ 3n

2
.

Amortizovaný počet vyvažovaćıch operaćı splňuje tedy

P + St+ Sp

n
≤ 5

2
.

4.2.16 Omezeńı štěpeńı, spojováńı a přesun̊u – diskuze

Věta vysvětluje, proč jsou doporučené hodnoty b ≥ 2a – pak je počet vyvažovaćıch operaćı během posloup-
nosti operaćı INSERT a DELETE lineárńı vzhledem k délce této posloupnosti. Pro b = 2a− 1 lze lehce
nalézt posloupnost operaćı INSERT a DELETE o délce n takovou, že jej́ı aplikace na prázdný (a, b)-
strom vyžaduje počet vyvažovaćıch operaćı úměrný n log n (pro každé dostatečně velké n). Podobná věta
plat́ı i pro paralelńı implementaci (a, b)-stromů, ale plat́ı za předpokladu b ≥ 2a + 2. Pro b = 2a nebo
b = 2a + 1 lze nalézt posloupnost, která je protipř́ıkladem. Proto se doporučuje hodnota b = 2a + 2 pro
paralelńı implementaci (a, b)-stromu. Pro propojené (a, b)-stromy plat́ı silněǰśı verze.

Věta. Předpokládejme, že b ≥ 2a a a ≥ 2. Mějme hladinově propojený (a, b)-strom s prstem T , který
reprezentuje n-prvkovou množinu. Pak posloupnost P operaćı MEMBER, INSERT, DELETE a PRST
aplikovaná na T vyžaduje čas

O(log(n) + čas na vyhledáńı prvk̊u).
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Vysvětleńı: Zač́ınáme v libovolném propojeném (a, b)-stromě T , proto jeho struktura může být nevýhodná
pro danou posloupnost operaćı P . Abychom se dostali do vhodného režimu, může být třeba až log(n)
vyvažovaćıch operaćı. Čas na vyhledáváńı nemůžeme ovlivnit, ten muśı ovlivnit uživatel.

Aplikace: analýza hladinově propojených stromů s prstem umožnila návrh algoritmu, který pro dvě
množiny S1 a S2 reprezentované propojenými (a, b)-stromy, kde b ≥ 2a a a ≥ 2, zkonstruuje propo-
jený (a, b)-strom reprezentuj́ıćı množinu S1 ∪ S2 (nebo množinu ∆(S1, S2) = (S1 \ S2) ∪ (S2 \ S1) nebo
S1 ∩ S2 nebo S1 \ S2) v čase O(log

(

n+m

m

)

), kde n = max{|S1|, |S2|} a m = min{|S1|, |S2|}. Detaily budou
v letńım semestru.

Vyvažováńı při operaci INSERT lze provádět tak, že operace Štěpeńı(t) se provede, jen když oba bratři
vrcholu tmaj́ı b syn̊u. Jinak se provád́ı operacePřesun. Nev́ım o žádném seriózńım pokusu tyto alternativy
porovnat.

4.3 Binárńı vyhledávaćı stromy

Binárńı vyhledávaćı strom je struktura pro binárńı vyhledáváńı v uspořádaném poli roztaženém do roviny
a vyhledáváńı odpov́ıdá cestě ve stromě.

4.3.1 Formálńı definice

Předpokládáme, že U je lineárně uspořádané univerzum a S ⊆ U . Binárńı vyhledávaćı strom T reprezen-
tuj́ıćı množinu S je úplný binárńı strom (tj. každý vrchol je bud’ listem nebo má dva syny, levého a
pravého), kde existuje bijekce mezi množinou S a vnitřńımi vrcholy stromu taková, že

• když v je vnitřńı vrchol stromu T , kterému je přǐrazen prvek s ∈ S, pak každému vnitřńımu vrcholu
u v podstromu levého syna vrcholu v je přǐrazen prvek z S menš́ı než s a každému vnitřńımu vrcholu
w v podstromu pravého syna vrcholu v je přǐrazen prvek z S větš́ı než s.

Strukura vnitřńıho vrcholu v:

• ukazatel otec(v) na otce vrcholu v

• ukazatel levy(v) na levého syna vrcholu v

• ukazatel pravy(v) na pravého syna vrcholu v

• atribut key(v) – prvek z S přǐrazený vrcholu v.

Když v je kořen stromu, pak hodnota ukazatele otec(v) je NIL. List má ukazatele pouze na otce.

Každý list reprezentuje interval mezi dvěma sousedńımi prvky z S – přesně, když u je list a je levým
synem vrcholu v, nalezneme vrchol na cestě z u do kořene nejbĺıže u takový, že je pravým synem vrcholu
w. Pak u reprezentuje interval (key(w), key(v)) a když vrchol w neexistuje, pak u reprezentuje interval
(−∞, key(v)) a prvek key(v) je nejmenš́ı prvek v S. Když u je list a je pravým synem vrcholu v, nalezneme
vrchol na cestě z u do kořene nejbĺıže u takový, že je levým synem vrcholu w. Pak u reprezentuje interval
(key(v), key(w)) a když takový vrchol w neexistuje, pak u reprezentuje interval (key(v),+∞) a prvek
key(v) je největš́ı prvek v S.

Při implementaci binárńıch vyhledáváćıch stromů je výhodné vynechat listy (mı́sto nich bude ukazatel
NIL). Při návrhu algoritmů je však naopak výhodné pracovat s listy (vyhĺıž́ı to logičtěǰśı). Proto při
návrhu algoritmů budeme předpokládat, že stromy maj́ı listy reprezentuj́ıćı intervaly.
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4.3.2 Algoritmy

Navrhneme algoritmy pro binárńı vyhledávaćı stromy realizuj́ıćı operace z uspořádaného slovńıkového
problému.

Vyhledej(x)
t :=kořen stromu
while t neńı list a key(t) 6= x do

if key(t) > x then t := levy(t) else t := pravy(t) endif
enddo

MEMBER(x)
Vyhledej(x)
if t neńı list then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif

INSERT(x)
Vyhledej(x)
if t je list then
t se změńı na vnitřńı vrchol, key(t) := x,
levy(t) a pravy(t) jsou nové listy, jejichž otcem je t
endif

DELETE(x)
Vyhledej(x)
if t neńı list then
if levy(t) je list then
odstrańıme vrchol levy(t), otec(pravy(t)) := otec(t)
if t = levy(otec(t)) then
levy(otec(t)) := pravy(t)

else

pravy(otec(t)) := pravy(t)
endif

odstrańıme vrchol t
else

u := levy(t)
while pravy(u) neńı list do
u := pravy(u)

enddo

key(t) := key(u), odstrańıme vrchol pravy(u),
otec(levy(u)) := otec(u)
if u = levy(otec(u)) then
levy(otec(u)) := levy(u)

else

pravy(otec(u)) := levy(u)
endif

odstrańıme vrchol u
endif

endif
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MIN
t :=kořen stromu
while levý syn t neńı list do t := levy(t) enddo
Výstup: prvek reprezentovaný t je nejmenš́ı prvek v S

MAX
t :=kořen stromu
while pravý syn t neńı list do t := pravy(t) enddo
Výstup: prvek reprezentovaný t je největš́ı prvek v S

SPLIT(x):
T1 a T2 jsou prázdné stromy
u1 := u2 := NIL
t := kořen stromu T
while t neńı list a key(t) 6= x do

if key(t) > x then

u := levy(t), levy(t) := NIL, otec(u) := NIL
if T2 je prázdný strom then

T2 := podstrom vrcholu t
else

levy(u2) := t, otec(t) := u2
endif

u2 := t
else

u := pravy(t), pravy(t) := NIL, otec(u) := NIL
if T1 je prázdný strom then

T1 := podstrom vrcholu t
else

pravy(u1) := t, otec(t) := u1
endif

u1 := t
endif

t := u
enddo

if key(t) = x then

otec(levy(t)) := u1, pravy(u1) := levy(t)
otec(pravy(t)) := u2, levy(u2) := pravy(t)
otec(u1) := NIL, otec(u2) := NIL, Výstup: x ∈ S

else

Výstup: x /∈ S
endif

Komentář: T1 je binárńı vyhledávaćı strom reprezentuj́ıćı množinu {s ∈ S | s < x}
a T2 je binárńı vyhledávaćı strom reprezentuj́ıćı množinu {s ∈ S | s > x}.

JOIN3(T1, x, T2) – předpokládáme, že když Ti reprezentuje množinu Si pro i = 1, 2,
pak maxS1 < x < minS2

vytvořme nový vrchol u, key(u) = x, otec(u) := NIL,
otec(kořene T1) := u, otec(kořene T2) := u,
levy(u) :=kořen T1, pravy(u) :=kořen T2.
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4.3.3 Korektnost

Abych dokázali korektnost algoritmu Vyhledej – jedná se o modifikaci vyhledáváńı v uspořádaném poli
– poṕı̌seme podrobněji vlastnosti binárńıho vyhledávaćıho stromu.

Nejprve rozš́ı̌ŕıme universum o dva nové prvky, o nový nejmenš́ı prvek −∞ a o nový největš́ı prvek +∞.

Mějme binárńı vyhledávaćı strom T reprezentuj́ıćı množinu S, pak pro vrchol t stromu T definujeme
indukćı hodnoty λ(t) a π(t). Když r je kořen, pak λ(r) = −∞ a π(r) = +∞. Když hodnoty λ(t) a π(t)
jsou pro vrchol t definovány, pak pro levého syna u vrcholu t definujeme λ(u) = λ(t) a π(u) = key(y) a
pro pravého syna w vrcholu t definujeme λ(w) = key(t) a π(w) = π(t).

Pozn. studenta - nejsṕı̌s Lambda jako Levý, Pi jako Pravý.

Nyńı dokážeme

Lemma. Je-li T ′ podstrom binárńıho vyhledávaćıho stromu T určený vrcholem t, pak T ′ reprezentuje
množinu S ∩ (λ(t), π(t)). Nav́ıc interval (λ(t), π(t)) je nejvěťśı interval, který obsahuje jenom prvky z
S, které jsou reprezentovány vrcholy podstromu T ′. Nav́ıc, když t je list, pak < λ(t), π(t) > je interval
repreyentovaný listem t.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme indukćı. Zřejmě plat́ı, když t je kořen stromu T . Předpokládejme, že plat́ı pro
vrchol t a dokážeme ho pro syny vrcholu t. Označme tl levého syna vrcholu t, tp pravého syna vrcholu t. Z
definice binárńıho vyhledávaćıho stromu stromu plyne, že když u je vnitřńı vrchol v podstromu T určeném
vrcholem tl a když v je vnitřńı vrchol v podstromu T určeném vrcholem tp, pak key(u) < key(t) < key(v).
Nyńı platnost tvrzeńı pro t implikuje platnost tvrzeńı i pro vrcholy tl a tp.

Korektnost podprocedury Vyhledej plyne z následuj́ıćıho invariantu:

Lemma. Když při vyhledáváńı x vyšetřujeme vrchol t, pak

λ(t) < x < π(t).

Toto tvrzeńı se lehce dokáže indukćı z popisu algoritmu Vyhledej. Tedy operace Vyhledej je korektńı a
korektnost operaćı MEMBER a INSERT je ted’ zřejmá.

V operaci DELETE, když levy(t) je list, pak korektnost je zřejmá. Když levy(t) neńı list, pak algoritmus
nalezne list v takový, že π(v) = x. Pak pro u = otec(v) plat́ı v = pravy(u) a λ(v) = key(u) a (λ(v), π(v))∩
S = ∅. Když y = key(u), pak odstraněńı vrchol̊u u a v dává binárńı vyhledávaćı strom reprezentuj́ıćı
S \ {y}. Protože (y, x) ∩ S = ∅, tak př́ıkaz key(t) := y dává binárńı vyhledávaćı strom reprezentuj́ıćı
S \ {x} a proto operace DELETE je korektńı.

Korektnost operaćı MIN, MAX a JOIN3 plyne z definice binárńıho vyhledavaćıho stromu.

Korektnost operace SPLIT plyne z korektnosti algoritmu Vyhledej a z faktu, že u1 je otec nejpravěǰśıho
listu stromu T1 a u2 je otec nejlevěǰśıho listu stromu T2.

Protože ke stromu T1 se přidává část stromu T reprezentuj́ıćı prvky, které jsou větš́ı než prvky reprezen-
tované v T1, a ke stromu T2 se přidává část stromu T reprezentuj́ıćı prvky, které jsou menš́ı než prvky
reprezentované v T2, korektnost algoritmu pro operaci SPLIT je jasná.
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4.3.4 Časová složitost

Zpracováńı jednoho vrcholu vyžaduje čas O(1) a algoritmus se pohybuje po jedné cestě z kořene do nějakého
listu. Označme hloubka(T ) délku nejdeľśı cesty z kořene do nějakého listu. Pak dostáváme

Věta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3 a SPLIT v
binárńım vyhledávaćım stromě T vyžaduj́ı čas O(hloubka(T )).

4.3.5 Pořádková statistika

Bohužel ani struktura binárńıch vyhledávaćıch stromů nepodporuje efektivńı implementaci operace ord(k).
Pro jej́ı efektivńı implentaci je vhodné rozš́ı̌rit datovou strukturu tak, že u každého vrcholu t je deklarován
také údaj p(t) – počet list̊u v podstromu určeném vrcholem t. Po provedeńı operaćı INSERT, DELETE,
JOIN3 a SPLIT je pak nutné aktualizovat tuto položku na cestě z vrcholu do kořene. Následuj́ıćı algo-
ritmus pak realizuje operaci ord(k).

ord(k)
t :=kořen stromu
if k ≥ p(t) then k-tý prvek neexistuje, stop endif

while true do

if k > p(levy(t)) then
k := k − p(levy(t)), t := pravy(t)

else

if k < p(levy(t) then
t := levy(t)

else

key(t) je k-tý prvek reprezentované množiny, stop
endif

endif

enddo

Korektnost algoritmu plyne z následuj́ıćıho invariantu: Když algoritmus má v daném okamžiku v proměnné
t vrchol v a hodnota proměnné k je k′, pak k-tý prvek v S se rovná k′-tému prvku v intervalu reprezen-
tovaném v podstromu stromu T určeném vrcholem v. Protože na počátku algoritmu je v kořen stromu
a interval je S (a k′ = k), tak na počátku běhu algoritmu invariant plat́ı. Předpokládejme, že plat́ı v
některém kroku. Necht’ u je levý syn v, w je pravý syn v a Ia je interval reprezentovaný podstromem T
určeným vrcholem a. Pak |Iu| = p(u) − 1, max Iu < key(v) < min Iw a Iv = Iu ∪ {key(v)} ∪ Iw. Odtud
plyne, že když k′ < p(u), pak k′-tý prvek v intervalu Iv je k′-tý prvek v intervalu Iu, když k

′ > p(u),
pak k′-tý prvek v intervalu Iv je (k′ − p(u))-tý prvek v intervalu Iw, a když k′ = p(u), pak k′-tý prvek
v intervalu Iv je key(v). Odtud plyne invariant a korektnost algoritmu. Podle stejných argument̊u jako v
předchoźım př́ıpadě dostaneme, že časová složitost algoritmu je O(hloubka(T )). Tedy můžeme tato fakta
shrnout.

Věta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3, SPLIT a
ord(k) pro všechna k v rozš́ıřených binárńıch vyhledávaćıch stromech vyžaduj́ı čas O(hloubka(T )), kde
T je reprezentuj́ıćı strom.

4.3.6 Diskuze

Tento výsledek motivuje použ́ıváńı binárńıch vyhledávaćıch stromů, které splňuj́ı daľśı podmı́nku, která
má zajistit, že hloubka(T ) = O(log |S|). V takovémto př́ıpadě mluv́ıme o vyvážených binárńıch vyh-
ledávaćıch stromech. Je však nutné přidat k operaćım INSERT, DELETE, JOIN3 a SPLIT daľśı kroky,
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které zaruč́ı, že po jejich provedeńı strom opět splňuje požadované podmı́nky. To vede k požadavku, aby
vyvažovaćı operace byly rychlé a provádělo se jich málo.

Při náhodné posloupnosti operaćı INSERT aDELETE je velká pravděpodobnost, že dostaneme náhodný
binárńı vyhledávaćı strom. Je známo, že očekávaná hodnota proměnné hloubka(T ) je O(log |S|). Protože
se nepouž́ıvaj́ı vyvažovaćı operace, můžeme dostat lepš́ı výsledek (časově) než pro vyvážené binárńı vyh-
ledávaćı stromy. Tento problém se ted’ intenzivně studuje. Velká pozornost je věnována pravděpodobnost-
ńım modifikaćım binárńıch vyhledávaćıch stromů. Hledaj́ı se však i daľśı možnosti.

Studuj́ı se tzv. samoupravuj́ıćı struktury. Zde se pracuje s datovou strukturou bez dodatečných informaćı,
ale operace nad touto strukturou provád́ı vyvažováńı v závislosti na argumentu operace. Dokázalo se, že
existuje strategie vyvažováńı, která zajǐst’uje dobré chováńı bez ohledu na vstupńı data. Daľśı strategie je,
že se jen zjǐst’uje, zda datová struktura nemá výrazně špatné chováńı, a pokud ho má nebo po dlouhé řadě
úspěšných aktualizačńıch operaćı se vybuduje nová datová struktura (s optimálńım chováńım). Třet́ı,
poměrně stará, strategie je založena na předpokladu, že známe rozděleńı vstupńıch dat. Zde se datová
struktura předem upravuje pro toto rozděleńı. Ukazuje se, že tyto strategie maj́ı úspěch. Daľśı podrobnosti
v letńım semestru.

4.3.7 Rotace

Nyńı si ukážme dvě operace se stromy, na nichž jsou založeny vyvažovaćı operace pro binárńı vyhledávaćı
stromy. Obě operace vyžaduj́ı čas O(1).

Mějme vrchol v binárńıho vyhledávaćıho stromu T a jeho syna u, který je vnitřńı vrchol. Pak Rotace(v, u)
je znázorněna na obrázku 1 a provád́ı ji následuj́ıćı algoritmus.

B C

A

u

v

o

A B

C

v

u

o

Obrázek 1: Rotace (v, u)

Rotace(v, u)
otec(u) := otec(v),
if v = levy(otec(v)) then
levy(otec(v)) := u

else

pravy(otec(v)) := u
endif

otec(v) := u
if u = levy(v) then
otec(pravy(u)) := v, levy(v) := pravy(u), pravy(u) := v

else

otec(levy(u)) := v, pravy(v) := levy(u), levy(u) := v
endif

Všimněme si, že při Rotace můžeme aktualizovat i funkci p. Pro vrchol w 6= u, v se jej́ı hodnota neměńı,
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nová hodnota p(u) je rovná p̊uvodńı hodnotě p(v) a novou hodnotu p(v) dostaneme jako p(levy(v)) +
p(pravy(v)).

Mějme vrchol w stromu T , jeho syna v a jeho syna u takového, že u neńı list a v je pravý syn vrcholu w,
právě když u je levý syn vrcholu v. Pak Dvojita-rotace(w, v, u) je znázorněna na obrázku a provád́ı ji
následuj́ıćı algoritmus.

B C

A

Du

v

w

o

A B C D

v w

u

o

Obrázek 2: Dvojita-rotace(w, v, u)

Dvojita-rotace(w, v, u)
otec(u) := otec(w)
if w = levy(otec(w)) then
levy(otec(w)) := u

else

pravy(otec(w)) := u
endif

otec(v) := u, otec(w) := u
if v = levy(w) then
levy(w) := pravy(u), otec(pravy(u)) := w, pravy(v) := levy(u)
otec(levy(u)) := v, levy(u) := v, pravy(u) := w

else

pravy(w) := levy(u), otec(levy(u)) := w, levy(v) := pravy(u)
otec(pravy(u)) := v, levy(u) := w, pravy(u) := v

endif

Také zde můžeme v čase O(1) spoč́ıtat nové hodnoty p. Pro vrchol x 6= u, v, w se hodnota neměńı, nová
hodnota p(u) je rovná p̊uvodńı hodnotě p(w) a nové hodnoty p(v) a p(w) źıskáme podle stejného vzorce
jako v Rotace.

Daľśı kapitoly by technicky měly patřit pod binárńı stromy, pro přehlednost jsem je ale nechal ve vlastńıch
kapitolách.

4.4 AVL-stromy

4.4.1 Definice

Binárńı vyhledávaćı strom je AVL-strom, když pro každý vnitřńı vrchol v se délka nejdeľśı cesty z jeho
levého syna do listu a délka nejdeľśı cesty z jeho pravého syna do listu lǐśı nejvýše o 1.

Pro vnitřńı vrchol v stromu T označme η(v) délku nejdeľśı cesty z vrcholu v do listu.

Struktura vnitřńıch vrchol̊u v AVL-stromech je rozš́ı̌rena o hodnotu ω:
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• ω(v) = −1, když
η(levý syn vrcholu v) = η(pravý syn vrcholu v) + 1;

• ω(v) = 0, když
η(levý syn vrcholu v) = η(pravý syn vrcholu v);

• ω(v) = +1, když
η(levý syn vrcholu v) + 1 = η(pravý syn vrcholu v).

Všimněme si, že hodnota η(v) pro vnitřńı vrcholy v stromu T neńı nikde uložena. Hodnoty η jsme schopni
spoč́ıtat z hodnot ω, ale neńı to třeba. Stač́ı, když po aktualizačńıch operaćıch budeme umět aktualizovat
hodnoty ω a upravit binárńı vyhledávaćı strom tak, aby byl opět AVL-strom.

4.4.2 Odhad výšky stromu

Odhad velikosti η(kořen T ) =výška stromu v závislosti na velikosti reprezentované množiny S.

Pozorováńı. Když T je AVL-strom a v je vnitřńı vrchol T , pak podstrom T určený vrcholem v je opět
AVL-strom.

Definice. Označme mn(i) velikost nejmenš́ı množiny reprezentované AVL-stromem T takovým, že

η(kořen T ) = i.

Definice. Označme mx(i) velikost nejvěťśı množiny reprezentované AVL-stromem T takovým, že

η(kořen T ) = i.

Pozorováńı. Z definice AVL-stromu plynou rekurze

mn(i) = mn(i− 1) +mn(i− 2) + 1, mx(i) = 2mx(i− 1) + 1,

a mn(1) = mx(1) = 1, mn(2) = 2, mx(2) = 3.

Lemma (1). mx(i) = 2i − 1

D̊ukaz. Tento vzorec je splněn pro i = 1, 2. Dále

mx(i+ 1) = 2mx(i) + 1 = 2(2i − 1) + 1 = 2i+1 − 1.

T́ım je vzorec dokázán.

Abychom spoč́ıtali mn, připomeneme si definici Fibonacciho č́ısel.

Definice. Fibonacciho č́ıslo Fi je definováno rekurenćı

F1 = F2 = 1 a Fi+2 = Fi + Fi+1 pro všechna i ≥ 3.

Lemma. Plat́ı Fi =

(

1+
√
5

2

)i

−
(

1−
√
5

2

)i

√
5

pro všechna i ≥ 1

(dokážeme si v části o haldách).
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Lemma. Existuj́ı konstanty 0 < c1 < c2 takové, že

c1(
1 +

√
5

2
)i <

√
5Fi < c2(

1 +
√
5

2
)i.

D̊ukaz. Protože −1 < 1−
√
5

2
< 0 a 1+

√
5

2
> 1, dostáváme, že

lim
n 7→∞

Fn

√
5(
1 +

√
5

2
)−n = 1.

Proto skutečně existuj́ı konstanty 0 < c1 < c2 takové, že c1(
1+

√
5

2
)i <

√
5Fi < c2(

1+
√
5

2
)i.

Lemma (2). mn(i) = Fi+2 − 1

D̊ukaz. Protože F3 = 2 a F4 = 3, tvrzeńı plat́ı pro i = 1 a i = 2. Dále

mn(i+ 2) =mn(i+ 1) +mn(i) + 1 =

Fi+3 − 1 + Fi+2 − 1 + 1 = Fi+4 − 1.

Z toho indukćı plyne požadovaný vztah.

Věta. i = Θ(log(n))

D̊ukaz. Když AVL-strom T o výšce i reprezentuje množinu S o velikosti n, pak plat́ı

c1√
5
(
1 +

√
5

2
)i+2 − 1 < Fi+2 − 1 ≤ n ≤ 2i − 1.

Po zlogaritmováńı z toho okamžitě dostáváme

log(
c1√
5
) + (i+ 2) log(

1 +
√
5

2
) < log(n+ 1) < i.

Protože log(1+
√
5

2
) ≈ 0.69 ≈ 1

1.44
dostáváme, že pro dostatečně velká n plat́ı, že 0.69i < log(n + 1) ≤ i.

Odtud plyne, že log(n+ 1) ≤ i ≤ 1.44 log(n), a tedy i = Θ(log(n)).

� η(kořen T ) = Θ(log(n)) �
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4.4.3 Algoritmy

Operace MEMBER(x) pro AVL-stromy je stejná jako operace MEMBER(x) pro nevyvážené binárńı
vyhledávaćı stromy. Aktualizačńı operace pro AVL-stromy nejprve provedou př́ıslušnou operaci pro nevyvážené
binárńı vyhledávaćı stromy a pak následuje jejich vyvažovaćı část.

Při úspěšně provedené operaci INSERT(x) v nevyvážených binárńıch stromech změńıme vhodný list t
na vnitřńı vrchol stromu reprezentuj́ıćı x a přidáme k t dva syny, kteř́ı budou listy. Důsledkem je, že
definujeme ω(t) = 0. Protože se však zvětšila hodnota η(t) (bylo η(t) = 0 a ted’ je η(t) = 1), zavoláme
proceduru Kontrola-INSERT(t), která zajist́ı správnou hodnotu funkce ω pro otce t. Nav́ıc, když zjist́ı,
že se zvětšila hodnota η vrcholu otce t, pak zavolá sama sebe na vrchol otec t. Nejprve provedeme analýzu
situace.

Mějme vrchol t, jeho η(t) = a (ale a neznáme), na začátku operace INSERT bylo η(t) = a − 1. V
podstromu určeném vrcholem t máme už správné hodnoty ω. Vrchol v je otcem t, t = levy(v) a ω(v) má
ještě p̊uvodńı hodnotu.

Lemma. Když se hodnota η(t) při operaci INSERT zvěťsila a t nebyl listem před operaci, pak po operaci
neplat́ı ω(t) = 0.

D̊ukaz. Skutečně, aby se zvětšila, muśı se změnit z nuly na jednu ze stran.

Označme u = pravy(v) – tj. v má děti t, u, η(t) jsme právě změnili z a− 1 na a a jdeme řešit v:

1. ω(v) = 1, tj. předt́ım byl pravý syn u větš́ı – η(u) = a.

Stač́ı položit ω(v) = 0, protože synové jsou stejně velćı, a η(v) = a+1 se nezměnilo, takže změna se
nepropaguje výš.

2. ω(v) = 0, tj. předt́ım byl pravý syn u stejný – η(u) = a− 1.

Protože jsme zvětšili levou stranu, polož́ıme ω(v) = −1.

Protože jsme zvětšili η(v) = a+ 1, muśıme zavolat proceduru Kontrola-INSERT na vrchol v.

3. ω(v) = −1, pak máme problém – předt́ım byl levý syn větš́ı a my jsme ho ještě zvětšili (tj. η(u) = a−2
a η(v) = a+ 1 se změnilo).

Takže ω(v) = −2 a to je zakázané. Označme t1 = levy(t), t2 = pravy(t) (t je naposledy upravovaný
vrchol) a podle toho, jaké je ω(t) budeme postupovat dál (ω(t) = 0 nenastane, viz Lemma).

(a) ω(t) = −1, můžeme provést jednoduchou rotaci Rotace(v, t), tj. t p̊ujde
”
nahoru“, levý syn

z̊ustane t1, pravý syn bude v, který bude mı́t za levého syna t2. Pak stač́ı položit ω(v) = ω(t) = 0,
nic nepropagujeme výš.

(b) ω(t) = 1 – jednoduchou rotaci neprovedeme, protože by se
”
levá větev“ př́ılǐs zkrátila. Uděláme

tedy Dvojita-rotace(v, t, t2) – t2 p̊ujde ”
nahoru“, zavěśı se za něj v a t a rozděĺı si jeho

”
děti“.

Muśıme udělat analýzu pro všechny tři př́ıpady ω(t2).

i. ω(t2) = 1 =⇒ η(t3) = a− 3 a η(t4) = a− 2 a stač́ı položit ω(t) = −1, ω(v) = ω(t2) = 0,
protože η(t2) = a.

ii. ω(t2) = 0 =⇒ η(t3) = η(t4) = a − 2 a stač́ı položit ω(t2) = ω(v) = ω(t) = 0, protože
η(t2) = a.
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iii. ω(t2) = −1 =⇒ η(t3) = a− 2 a η(t4) = a− 3 a stač́ı položit ω(v) = 1, ω(t2) = ω(t) = 0,
protože η(t2) = a.

Když t je pravý syn v, pak situace je symetrická.
Poṕı̌seme proceduru Kontrola-INSERT (vycháźı z analýzy výše)

Kontrola-INSERT(t)
v := otec(t)
if t = levy(v) then
Leva-Kontrola-INSERT(t)

else

Prava-Kontrola-INSERT(t)
endif

Leva-Kontrola-INSERT(t)
if ω(v) = 1 then

ω(v) := 0
else

if ω(v) = 0 then

ω(v) := −1, t := v, Kontrola-INSERT(t)
else

if ω(t) = −1 then

Rotace(v, t), ω(v) := 0, ω(t) := 0
else

w := pravy(t), Dvojita-rotace(v, t, w),
if ω(w) = 0 then

ω(t) := 0, ω(v) := 0
else

if ω(w) = 1 then

ω(v) := 0, ω(t) := −1
else

ω(v) := 1, ω(t) := 0
endif

endif

ω(w) := 0
endif

endif

endif
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Prava-Kontrola-INSERT(t)
if ω(v) = −1 then

ω(v) := 0
else

if ω(v) = 0 then

ω(v) := 1, t := v, Kontrola-INSERT(t)
else

if ω(t) = 1 then

Rotace(v, t), ω(v) := 0, ω(t) := 0
else

w := levy(t), Dvojita-rotace(v, t, w),
if ω(w) = 0 then

ω(t) := 0, ω(v) := 0
else

if ω(w) = 1 then

ω(v) := 0, ω(t) := −1
else

ω(v) := 1, ω(t) := 0
endif

endif

ω(w) := 0
endif

endif

endif

Všimněme si, že po provedeńı Rotace nebo Dvojita-rotace vyvažováńı v operaci INSERT konč́ı. Tedy
operace INSERT provád́ı nejvýše jednu proceduruRotace neboDvojita-rotace. Korektnost vyvažovaćı
operace je založena na faktu, že když se zvětš́ı hodnota η(t), pak nemůže být ω(t) = 0.

Poṕı̌seme vyvažovaćı operaci pro operaci DELETE. Předpokládejme, že t je vrchol, jehož otec se odstranil
(tj. bratr t byl list) a hodnota η(t) je menš́ı než byla hodnota η(otec(t)). Proto zavoláme proceduru
Kontrola-DELETE(t). Tato procedura zajist́ı správnou hodnotu funkce ω pro otce t. Nav́ıc, když zjist́ı,
že se zmenšila hodnota η vrcholu otce t, pak zavolá sama sebe na vrchol otec t. Poṕı̌seme analýzu situace,
na ńıž je založena korektnost procedury Kontrola-DELETE(t).

V analýze je d̊uležité, že když procedura Kontrola-DELETE přesune vrchol x na mı́sto vrcholu y, pak
skutečná hodnota η(x) je bud’ p̊uvodńı hodnota η(y) nebo je přesně o 1 menš́ı. Všimněte si, že to plat́ı.

Dán vrchol t, jehož hodnota η(t) se zmenšila (o 1). V podstromu určeném vrcholem t jsou hodnoty ω
aktualizovány, v = otec(t) a ω(v) je p̊uvodńı. Předpokládejme t = levy(v), u = pravy(v) a η(t) = a (a je
neznámé). Nastávaj́ı př́ıpady:

1. když ω(v) = 0, tak jsme jen z
”
vyváženého“ vrcholu udělali nevyvážený, tedy η(u) = a + 1 a

η(v) = a+ 2.

Stač́ı položit ω(v) = 1 a skončit.

2. Když ω(v) = −1, tak jsme strom,
”
vychýlený“ doleva

”
narovnali“ - tj. změńıme č́ıslo a propagujeme

výš.

Tedy η(u) = a a η(v) = a+ 2. Nyńı polož́ıme ω(v) = 0 a zavoláme proceduru Kontrola-DELETE
na vrchol v.
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3. Když ω(v) = 1, máme problém - ub́ıráme na už kratš́ım konci. Opět vezmeme u1 = levy(u), u2 =
pravy(u) a opět se podle ω(u) rozhodneme, co budeme dělat.

(a) ω(u) = 1 =⇒ η(u1) = a, η(u2) = a+ 1. Provedeme Rotace(v, u).

Vrchol u1 je druhým synem v a plat́ı η(t) = η(u1) = a, η(v) = η(u2) = a + 1 a η(u) = a + 2.
Tedy položme ω(v) = ω(u) = 0 a zavolejme Kontrola-DELETE na vrchol u.

(b) ω(u) = 0 =⇒ η(u1) = η(u2) = a+ 1. Provedeme Rotace(v, u).

Vrchol u1 je druhým synem v a plat́ı η(t) = a, η(u1) = a+1 = η(u2), η(v) = a+2, η(u) = a+3.
Položme ω(v) = 1, ω(u) = −1 a konč́ıme.

(c) ω(u) = −1 =⇒ η(u1) = a + 1, η(u2) = a. Provedeme Dvojita-rotace(v, u, u1). Opět řeš́ıme
v́ıce př́ıpad̊u podle ω(u) = 1

u3 = levy(u1), u4 = pravy(u1)

i. ω(u1) = −1 =⇒ η(u3) = a, η(u4) = a − 1 a tedy η(v) = η(u) = a + 1 a η(u1) = a + 2.
Proto polož́ıme ω(v) = ω(u1) = 0, ω(u) = 1 a zavoláme proceduru Kontrola-DELETE
na vrchol u1.

ii. ω(u1) = 0 =⇒ η(u3) = η(u4) = a a tedy η(v) = η(u) = a + 1 a η(u1) = a + 2. Proto
polož́ıme ω(v) = ω(u1) = ω(u) = 0 a zavoláme proceduru Kontrola-DELETE na vrchol
u1.

iii. ω(u1) = 1 =⇒ η(u3) = a− 1, η(u4) = a a tedy η(v) = η(u) = a+1 a η(u1) = a+2. Proto
polož́ıme ω(u) = ω(u1) = 0, ω(v) = −1 a zavoláme proceduru Kontrola-DELETE na
vrchol u1.

Kontrola-DELETE(t)
v := otec(t)
if t = levy(v) then
Leva-Kontrola-DELETE

else

Leva-Kontrola-DELETE
endif
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Leva-Kontrola-DELETE(t)
if ω(v) = 1 then

u := pravy(v)
if ω(u) ≥ 0 then

Rotace(v, u)
if ω(v) = 0 then

ω(v) := 1, ω(u) := −1
else

ω(u) := ω(v) := 0, t := u, Kontrola-DELETE(t)
endif

else

w := levy(u), Dvojita-rotace(v, u, w)
if ω(w) = 1 then

ω(u) := 0, ω(v) := −1
else

if ω(w) := 0 then

ω(u) := 0, ω(v) := 0
else

ω(u) := 1, ω(v) := 0
endif

endif

ω(w) := 0, t := w, Kontrola-Delete(t)
endif

else

if ω(v) = 0 then

ω(v) := 1
else

ω(v) := 0, t := v, Kontrola-DELETE(t)
endif
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Prava-Kontrola-DELETE(t)
if ω(v) = −1 then

u := levy(v)
if ω(u) ≤ 0 then

Rotace(v, u)
if ω(u) = 0 then

ω(v) := −1, ω(u) := 1
else

ω(u) := ω(v) := 0, t := u, Kontrola-DELETE(t)
endif

else

w := pravy(u), Dvojita-rotace(v, u, w)
if ω(w) = 1 then

ω(u) := −1, ω(v) := 0
else

if ω(w) := 0 then

ω(u) := 0, ω(v) := 0
else

ω(u) := 0, ω(v) := 1
endif

endif

ω(w) := 0, t := w, Kontrola-Delete(t)
endif

else

if ω(v) = 0 then

ω(v) := −1
else

ω(v) := 0, t := v, Kontrola-DELETE(t)
endif

endif

V operaci DELETE se může stát, že procedury Rotace nebo Dvojita-rotace jsou volány až log(|S|)-
krát. To je výrazný rozd́ıl proti operaci INSERT. Proto operace DELETE je pomaleǰśı než operace
INSERT, i když asymptoticky jsou stejně rychlé. Korektnost se ověř́ı př́ımo.

Věta. Datová struktura AVL-strom umožňuje implementaci operaćı MEMBER, INSERT a DELETE,
které vyžaduj́ı čas O(log(|S|)) (kde S je reprezentovaná množina). Operace INSERT zavolá nejvýše jednu
proceduru Rotace nebo Dvojita-rotace.

4.5 Červeno-černé stromy

4.5.1 Definice

Binárńı vyhledávaćı strom T reprezentuj́ıćı množinu S, jehož vrcholy jsou obarveny červeně nebo černě
(každý vrchol má právě jednu barvu) tak, že jsou splněny podmı́nky:

• listy jsou obarveny černě,

• když v je vrchol obarvený červeně, pak je bud’ kořen stromu nebo jeho otec je obarven černě,

• všechny cesty z kořene do list̊u maj́ı stejný počet černých vrchol̊u
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se nazývá červeno-černý strom.

Pozn studenta – já sám to vždycky chápu tak, že červené vrcholy jsou
”
špatné“ a ukazuj́ı nám odchylku

od perfektńı vyváženosti, takže jich tam nesmı́ být moc.

4.5.2 Vyváženost

Nejprve ukážeme, že červeno-černé stromy jsou vyvážené stromy, tj.

hloubka(T ) = O(log(|S|).

Věta. Když červeno-černý strom T reprezentuje množinu S, pak

hloubka(T ) ≤ 2 log(2|S|+ 2) = 1 + log(|S|+ 1).

D̊ukaz. Předpokládejme, že T je červeno-černý strom, který má na cestě z kořene do listu právě k černých
vrchol̊u. Pak pro počet vrchol̊u #T stromu T plat́ı

2k − 1 ≤ #T ≤ 22k − 1.

Nejmenš́ı takový strom má všechny vrcholy černě obarvené a je to úplný pravidelný binárńı strom o výšce
k − 1, což dává dolńı odhad. Největš́ı takový strom má všechny vrcholy v sudých hladinách obarveny
červeně a v lichých hladinách černě, je to úplný pravidelný binárńı strom o výšce 2k − 1 a t́ım je dán
horńı odhad. Tedy k ≤ log(1 + #T ) ≤ 2k. Protože velikost S je počet vnitřńıch vrchol̊u, dostáváme, že
#T = 2|S|+ 1. Z vlastnost́ı červeno-černých stromů plyne, že

k ≤ hloubka(T ) ≤ 2k.

4.5.3 Popis algoritmů (kromě vyvažováńı)

Pro červeno-černé stromy navrhneme algoritmy realizuj́ıćı operace z uspořádaného slovńıkového problému.

Operace MEMBER pro červeno-černé stromy je stejná jako pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy.

Operace INSERT a DELETE maj́ı dvě části: nejprve se provede operace INSERT nebo DELETE
pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy a pak následuj́ı vyvažovaćı operace, které zajist́ı, že výsledný
strom splňuje podmı́nky pro červeno-černé stromy (stejné schéma jako pro AVL-stromy).

Schéma operaćı JOIN a SPLIT bude vycházet z jejich realizaćı v (a, b)-stromech.

V operaci JOIN prohledáváńım nalezneme mı́sto, kde se stromy daj́ı spojit (a aplikujeme operaci JOIN
pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy), a pak použijeme vyvažovaćı operace.

Algoritmus operace SPLIT rozděĺı červeno-černý strom do několika menš́ıch podle cesty vyhledávaj́ıćı x
(podobně jako v (a, b)-stromech) a na tyto stromy pak aplikuje operaci JOIN a zkonstruuje hledané
červeno-černé stromy. Algoritmy pro operace MIN a MAX jsou stejné jako pro nevyvážené binárńı
vyhledávaćı stromy.
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4.5.4 Vyvažovaćı operace

Nejprve poṕı̌seme vyvažovaćı operace.

Definice. Dvojice (T, v) se nazývá 2-parciálńı červeno-černý strom, když T je binárńı vyhledávaćı strom,
každý vrchol je obarven červeně nebo černě, v je vnitřńı vrchol stromu T obarvený červeně a plat́ı:

• listy jsou obarveny černě,

• když t je vrchol obarvený červeně, pak je bud’ kořen stromu nebo t = v nebo jeho otec je obarven
černě,

• všechny cesty z kořene do list̊u maj́ı stejný počet černých vrchol̊u.

Tj. jde opět o
”
o 1 špatný“ červeno-černý strom.

Vyvažováńı 2-parciálńıho červeno-černého stromu (T ′, v) provád́ı procedura Vyvaz-INSERT(v). Po jej́ım
provedeńı bud’ dostaneme červeno-černý strom nebo je procedura Vyvaz-INSERT zavolána na vrchol v′

takový, že (T ′, v′) je 2-parciálńı červeno-černý strom a v′ je děd v (tj. je o dvě hladiny bĺıž ke kořeni než
vrchol v).

Definice. Obarveńı je realizováno rozš́ıřeńım struktury vrcholu v o boolskou proměnnou b(v), kde b(v) = 0
znamená, že v je obarven červeně, a b(v) = 1 znamená, že v je obarven černě.

Rozebereme př́ıpady. Na obrázku b znač́ı černou barvu a r znač́ı červenou barvu. Otec vrcholu w je označen
t.

B C

A
v,r

u,r w,r

t,b

B C

A
v,r

u,b w,b

t,r

Obrázek 3

B C

A

u,b w,r

t,b

v,r

A B

C

u,b

t,r

w,b

v,r

Obrázek 4

1. Pokud je otec černý, nic neřeš́ım.
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B C

A

D
v,r

w,r u,b

t,b

A B C D

u,b

w,r t,r

v,b

Obrázek 5

2. Pokud je otec kořen, nemuśıme nic řešit a změńıme otcovi barvu.

3. Tedy otec je určitě červený a neńı kořen.

4. Pokud je strýc také červený, přebarv́ıme otce i strýce (
”
celou generaci“), ale kv̊uli počt̊um muśıme

přebarvit i děda a propagovat výše. (Viz obrázek 3)

5. Pokud je strýc červený, přebarvit generaci nemůžeme – mı́sto toho uděláme rotaci. Pokud t−w− v
je

”
rovná“, uděláme jednoduchou rotaci (obrázek 4), pokud je

”
lomená“, uděláme dvojitou rotaci

(obrázek 5); potom přebarv́ıme tak, aby v žádné cestě nepřibyl černý uzel.

Poṕı̌seme formálně proceduruVyvaz-INSERT(v) (předpokládáme, že v je obarven červeně). Pro zjednodušeńı
s(v) = levy, když v = levy(otec(v)), a s(v) = pravy pro v = pravy(otec(v)).

Vyvaz-INSERT(v).
if v neńı kořen T ′ a b(otec(v)) = 0 then

if otec(v) je kořen then

b(otec(v)) := 1
else

w := otec(v), u := bratr(w)
if b(u) = 0 then

v := otec(w), b(w) := 1, b(u) := 1
b(v) := 0, Vyvaz-INSERT(v) (Viz Obrázek 3)

else

t := otec(w)
if s(w) = s(v) then
Rotace(t, w), b(t) := 0, b(w) := 1 (Viz Obrázek 4)

else

Dvojita-rotace(t, w, v), b(t) := 0, b(v) := 1 (Viz Obrázek 5)
endif

endif

endif

endif

2-parciálńı červeno-černé stromy vznikaj́ı při operaćıch INSERT a JOIN. Při operaciDELETE se poruš́ı
struktura červeno-černých stromů jiným zp̊usobem a vznikne 3-parciálńı červeno-černý strom.

Řekneme, že dvojice (T, v) je 3 -parciálńı červeno-černý strom, když T je binárńı vyhledávaćı strom,
každému vrcholu je přǐrazena právě jedna z dvojice barev červená – černá, v je vrchol ve stromu T a plat́ı
následuj́ıćı podmı́nky:

• listy a vrchol v jsou obarveny černě,
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• když t je vrchol obarvený červeně, pak je bud’ kořen stromu nebo jeho otec je obarven černě,

• existuje č́ıslo k takové, že všechny cesty z kořene do list̊u, které neobsahuj́ı vrchol v, obsahuj́ı právě
k černých vrchol̊u, a všechny cesty z kořene do list̊u procházej́ıćı vrcholem v obsahuj́ı k − 1 černých
vrchol̊u.

Rozd́ıl je v tom, že u 2-parciálńıch jsme
”
slevili“ na následnosti červených, naopak tady slevujeme na

stejném počtu černých vrchol̊u.

Rozebereme př́ıpady. V následuj́ıćıch obrázćıch jsou vrcholy, které nemaj́ı specifikovanou barvu (mohou
být jak červené tak černé). Tyto barvy budeme označovat a, a′. Důvod je, že se tato barva může přenést
do ćılového stromu, ale i na jiný vrchol. V tomto smyslu jsou tyto barvy určeny vstupńım stromem a
specifikuj́ı tyto barvy v ćılovém stromě. V Obr. 7 se barva a v ćılovém stromě neobjevuje.

B C

A

v,b u,r

t,b

A B

C

v,b

t,r

u,b

Obrázek 6

B C

A w1,b w2,b

v,b u,b

t,a

B C

A w1,b w2,b

v,b u,r

t,b

Obrázek 7

B C

A

w1,b w2,r

v,b u,b

t,a

A B

C

v,b w1,b

t,b

u,a

w2,b

Obrázek 8

1. pokud máme červeného bratra, uděláme rotaci, abychom ho měli černého (algoritmus ale nekonč́ı).
Obr. 6
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B C

A

Dw2,a’ w1,r

u,b v,b

t,a

A B C D

w2,a’ v,b

u,b t,b

w1,a

Obrázek 9

2. tedy bratr je černý. Pokud oba synovce černé, můžu bratra přebarvit na červeno (Obr. 7) a:

(a) Pokud je otec červený, přebarv́ıme ho na černo a problémů jsme se zbavili: v cestách v podstromu
v je o jednoho černého v́ıc, kdežto v cestách jeho bratra nic nepřibylo.

(b) Pokud je otec černý, problémů jsme se nezbavili, ale naopak jsme je přidali i do cest v bratru,
tedy můžeme je delegovat o stupeň výš.

3. Pokud nejsou oba synovce černé, ale synovec bĺıž
”
ke mě“ černý je, udělám takovou rotaci, aby se

stal mým bratrem, a přebarv́ıme tak, aby se jednak problémy vyřešily, ale aby
”
vršek“ všeho z̊ustal

stejný. (Obr. 8)

4. Pokud nejsou oba synovce černé a synovec bĺıž
”
ke mě“ je červený, udělám takovou rotaci, aby byl

”
nahoře“, a takové přebarveńı, aby se problém vyřešil, ale

”
vršek“ byl pořád stejný. (Obr. 9)

Formálně oṕı̌seme proceduru Vyvaz-DELETE(v), která se použije na 3-parciálńı červeno-černý strom
(T, v), když v neńı jeho kořen. Výsledkem procedury bude bud’ červeno-černý strom nebo zavoláńı proce-
dury Vyvaz-DELETE(v′), kde v′ je otcem vrcholu v. Z faktu, že když (T, v) je 3-parciálńı červeno-černý
strom a v je jeho kořen, pak T je červeno-černý strom, plyne, že aplikaćı Vyvaz-DELETE(v) na 3-
parciálńı červeno-černý strom (T, v) dostaneme červeno-černý strom.
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Vyvaz-DELETE(v)
u := bratr(v), t := otec(v)
if b(u) = 0 then

Rotace(t, u), b(u) := 1, b(t) := 0, u := bratr(v)
endif

(Viz Obr. 6, Komentář: nyńı b(u) = 1)
w1 je syn u takový, že s(v) = s(w1), w2 := bratr(w1)
if b(w1) = b(w2) = 1 then

b(u) := 0
if b(t) := 0 then

b(t) := 1
else

if t neńı kořen stromu then

v := t, Vyvaz-DELETE(v)
endif

endif (Viz Obr. 7)
else

if b(w1) = 1 then

(Komentář: b(w2) = 0)
Rotace(t, u), b(w2) := 1, b(u) := b(t), b(t) := 1 (Viz Obr. 8)

else

Dvojita-rotace(t, u, w1), b(w1) := b(t), b(t) := 1 (Viz Obr. 9)
endif

endif

4.5.5 Popis nevyvažovaćıch operaćı

Nyńı poṕı̌seme algoritmy realizuj́ıćı operace INSERT, DELETE, JOIN3 a SPLIT pro červeno-černé
stromy.

Předpokládejme, že T je červeno-černý strom reprezentuj́ıćı množinu S a provád́ıme operaci INSERT(x)
pro x /∈ S. Když operace INSERT(x) pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy vytvoř́ı strom T ′, kde
vrchol v reprezentuje x, pak v obarv́ıme červeně a syny v (jsou to listy) obarv́ıme černě. Dostáváme, že
(T ′, v) je 2-parciálńı červeno-černý strom, a pak aplikujeme proceduru Vyvaz-INSERT.

Operace INSERT v červeno-černých stromech volá nejvýše 2+ log(|S|)-krát proceduru Vyvaz-INSERT
a provede nejvýše jednu rotaci nebo dvojitou rotaci.

Operace DELETE je řešena stejným zp̊usobem jako operace INSERT, ale při operaci DELETE je
porušena třet́ı podmı́nka v definici červeno-černých stromů a vyvažováńı je technicky náročněǰśı.

Předpokádejme, že T je červeno-černý strom. Když chceme provést operaci DELETE, pak nejprve
provedeme algoritmusDELETE pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy. Při prováděńı jsme odstranili
vrchol u a jeho syna w, který je list. Na mı́sto vrcholu u se dostal jeho druhý syn v, který obarv́ıme černě.
Pak jsou splněny prvńı dvě podmı́nky v definici červeno-černých stromů a pokud vrchol u nebo vrchol
v byl obarven červeně, pak je splněna i třet́ı podmı́nka. Pokud vrchol u i vrchol v byly obarveny černě,
pak každá cesta z kořene do listu obsahuj́ıćı vrchol v má o jeden černý vrchol méně než cesta z kořene do
listu neobsahuj́ıćı vrchol v (chyb́ı černý vrchol u), a tedy (T, v) je 3-parciálńı červeno-černý strom. Nyńı
aplikujeme proceduru Vyvaz-DELETE. Analýza poskytuje rychlý test na to, zda vznikne červeno-černý
strom nebo 3-parciálńı červeno-černý strom (pak v je list).

Popǐsme JOIN3(T1, x, T2) . Mějme červeno-černé stromy T1 a T2 reprezentuj́ıćı množiny S1 a S2 a mějme
prvek x ∈ U takový, že maxS1 < x < minS2. Nejprve zajist́ıme, že kořeny T1 i T2 jsou obarveny černě.
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Předpokládejme, že ki je počet černých vrchol̊u na cestě z kořene do list̊u ve stromě Ti pro i = 1, 2. Když
k1 = k2, pak stač́ı provést JOIN3(T1, x, T2) pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy (kořen obarv́ıme
červeně). Problém je, když k1 6= k2. Např́ıklad předpokládejme, že k1 > k2. Pak začneme v kořeni stromu
T1 a jdeme po pravých synech dol̊u tak dlouho, až nalezneme černý vrchol v takový, že všechny cesty z v do
list̊u v T1 obsahuj́ı právě k2 černých vrchol̊u. Pak provedeme JOIN3 pro nevyvážené binárńı vyhledavaćı
stromy na podstrom T1 určený vrcholem v, na x a na T2. Kořen w vzniklého stromu obarv́ıme červeně a
tento strom vlož́ıme do T1 mı́sto podstromu určeného vrcholem v. Pak (T1, w) je 2-parciálńı červeno-černý
strom a aplikujeme proceduru Vyvaz-INSERT. Př́ıpad k2 > k1 se řeš́ı symetricky.

Algoritmus pro operaci SPLIT je velmi podobný algoritmu pro (a, b)-stromy. Vyhledáváme vrchol reprezen-
tuj́ıćı x. Když jsme ve vrcholu t a pokračujme akćı t := levy(t), pak dvojici key(t) a podstrom T určený
pravým synem t vlož́ıme do zásobńıku Z2, když pokračujeme akćı t := pravy(t), pak do zásobńıku Z1

vlož́ıme dvojici podstrom T určený levým synem T a key(t). Když key(t) = x, pak do Z1 vlož́ıme pod-
strom určený levým synem t a do Z2 podstrom určený pravým synem t. Když t je list, pak do Z1 i Z2

vlož́ıme jednoprvkové stromy. Ze zásobńıku Z1 pomoćı operace JOIN3 vytvoř́ıme strom T1 a ze zásobńıku
Z2 pomoćı operace JOIN3 dostaneme strom T2.

Nyńı poṕı̌seme algoritmy pro tyto operace.

INSERT(x)
Vyhledej(x)
if t je list then
t se změńı na vnitřńı vrchol, key(t) := x
pro vrchol t vytvořme syny levy(t) a pravy(t)
b(t) := 0, b(levy(t)) := 1, b(pravy(t)) := 1, Vyvaz-INSERT(t)

endif
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DELETE(x)
Vyhledej(x)
if t neńı list then
vyv := false
if levy(t) je list then
v := pravy(t)
if b(t) = 1 a b(v) = 1 then

vyv := true
endif

odstrańıme vrchol levy(t), otec(v) := otec(t)
if t = levy(otec(t)) then
levy(otec(t)) := v

else

pravy(otec(t)) := v
endif

b(v) := 1, odstrańıme vrchol t
else

u := levy(t)
while pravy(u) neńı list do u := pravy(u) enddo
key(t) := key(u), v := levy(u)
if b(u) = 1 a b(v) = 1 then

vyv := true
endif

odstrańıme vrchol pravy(u), otec(v) := otec(u)
if u = levy(otec(u)) then
levy(otec(u)) := v

else

pravy(otec(u)) := v
endif

b(v) := 1, odstrańıme vrchol u
endif

if vyv then Vyvaz-DELETE(v) endif

endif
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JOIN3(T1, x, T2)
if b(kořen T1) = 0 then b(kořen T1) := 1 endif

if b(kořen T2) = 0 then b(kořen T2) := 1 endif

k1 je počet černých vrchol̊u v T1 z kořene do list̊u
k2 je počet černých vrchol̊u v T2 z kořene do list̊u
if k1 ≥ k2 then

t := kořen T1, i := k1 − k2
while i > 0 do

t := pravy(t)
if b(t) = 1 then i := i− 1 endif

enddo

vytvoř vrchol u, b(u) := 0, key(u) := x
if t neńı kořen T1 then

otec(u) := otec(t), pravy(otec(t)) := u
endif

otec(t) := u, otec(kořen T2) := u
pravy(u) := kořen T2, levy(u) := t, Vyvaz-INSERT(T1, u)

else

t := kořen T2, i := k2 − k1
while i > 0 do

t := levy(t)
if b(t) = 1 then i := i− 1 endif

enddo

vytvoř vrchol u, b(u) := 0, key(u) := x
otec(u) := otec(t), levy(otec(t)) := u, otec(t) := u
otec(kořen T1) := u, levy(u) := kořen T1
pravy(u) := t, Vyvaz-INSERT(T2, u)

endif
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SPLIT(x)
Z1 a Z2 jsou prázdné zásobńıky, t := kořen T
while key(t) 6= x a t neńı list do
if key(t) > x then

vlož (key(t), pravy(t)) do Z2, t := levy(t)
else

vlož (levy(t), key(t)) do Z1, t := pravy(t)
endif

enddo

if key(t) = x then

Výstup: x ∈ S, T1 je podstrom T určený levy(t)
T2 je podstrom T určený pravy(t)

else

Výstup: x /∈ S, T1 a T2 jsou jednoprvkové stromy
endif

while Z1 6= ∅ do

(t, x) je na vrcholu Z1, odstraň (t, x) ze Z1

T ′ je podstrom T určený t, T1 :=JOIN3(T ′, x, T1)
enddo

while Z2 6= ∅ do

(x, t) je na vrcholu Z2, odstraň (x, t) ze Z1

T ′ je podstrom T určený t, T2 :=JOIN3(T2, x, T
′)

enddo

4.5.6 Korektnost a složitost

Korektnost algoritmů je vidět z obrázk̊u. Všimněme si při operaci DELETE, že když u je obarven červeně,
pak po provedeńı Rotace(t, u) bude (T, v) opět 3-parciálńı červeno-černý strom a vrchol t bude obarven
červeně. Pak z Obr. 5 je vidět, že dostaneme červeno-černý strom. Tedy můžeme shrnout:

Věta. Algoritmy operaćıMEMBER, INSERT, DELETE, MIN,MAX, JOIN3 a SPLIT pro červeno-
černé stromy vyžaduj́ı v nejhorš́ım př́ıpadě čas O(log(|S|), kde S je reprezentovaná množina. Operace IN-
SERT a JOIN3 zavolaj́ı nejvýše jednou bud’ Rotace nebo Dvojita-rotace a operace DELETE zavolá
nejvýše dvakrát Rotace nebo Rotace a Dvojita-rotace.

Všimněte si, že operace JOIN3 ve skutečnosti vyžaduje čas O(|k1 − k2| + 1). Protože Z1 a Z2 obsahuj́ı
nejvýše log(|S|) položek, tak se odhad časové složitosti operace SPLIT provede stejným zp̊usobem jako v
(a, b)-stromech. V ostatńıch př́ıpadech je odhad časové složitosti vidět z toho, že hloubka(T ) = O(log(|S|))
a akce na každé hladině vyžaduj́ı jen O(1) času.

Pokud chceme mı́t i algoritmus pro operaci ord(k), pak muśıme rozš́ı̌rit strukturu o funkci p. Pak lze
použ́ıt př́ımo algoritmus pro ord(k) v nevyvážených binárńıch vyhledávaćıch stromech. Připomeňme si,
že procedury Rotace a Dvojita-rotace mohou aktualizovat funkci p v čase O(1). Proto dostáváme

Věta. Algoritmy operaćı MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3, SPLIT a ord(k)
pro rozš́ıřenou strukturu červeno-černých strom̊u vyžaduje v nejhorš́ım př́ıpadě čas O(log(|S|), kde S je
reprezentovaná množina. Operace INSERT a JOIN3 zavolaj́ı nejvýše jednou bud’ Rotace nebo Dvojita-
rotace a operace DELETE zavolá nejvýše dvakrát Rotace nebo jednou Rotace a Dvojita-rotace.

Vzniká otázka, proč se tolik pozornosti věnuje procedurám Rotace a Dvojita-rotace. Sice vyžaduj́ı čas
O(1), ale jsou to nejsložitěǰśı akce vyžaduj́ıćı nejv́ıce času. V mnoha aplikaćıch (použ́ıvaj́ı se hlavně ve

118



výpočetńı geometrii), tvar stromu spolu s parametry nesou ještě daľśı zakódované informace. Při změně
tvaru stromu je třeba je přepoč́ıtat. Rotace a Dvojita-rotace měńı tvar stromu, kdežto posun směrem
ke kořeni pouze měńı obarveńı. V tomto př́ıpadě pak Rotace nebo Dvojita-rotace vyžaduje čas O(|S|)
(obvykle je třeba prohlédnout celý strom) a nikoliv O(1).

4.6 Váhově vyvážené stromy

V osmdesátých letech se ve výpočetńı geometrii hodně použ́ıvaly BB(α)-stromy, proto se o nich alespoň

orientačně zmı́ńıme. Mějme reálné č́ıslo α takové, že 1
4
< α ≤

√
2
2
. Pro strom T označme p(T ) počet list̊u

ve stromu T . Binárńı vyhledávaćı strom T reprezentuj́ıćı množinu S se nazývá BB(α)-strom, když pro
každý vnitřńı vrchol v plat́ı:

α ≤ p(Tl)

p(Tv)
= 1− p(Tr)

p(Tv)
≤ 1− α

kde Tv je podstrom T určený vrcholem v, Tl je podstrom T určený levým synem vrcholu v, Tr je podstrom
T určený pravým synem vrcholu v. Plat́ı

Tvrzeńı. Když T je BB(α)-strom reprezentuj́ıćı n-prvkovou množinu, pak

hloubka(T ) ≤ 1 +
log(n+ 1)− 1

log 1
1−α

.

Důsledek je, že BB(α)-stromy patř́ı do skupiny vyvážených binárńıch vyhledávaćıch stromů. Vyvažováńı
se provad́ı opět pomoćı Rotace a Dvojita-rotace a popisuje ho následuj́ıćı technické tvrzeńı.

Tvrzeńı. Pro každé α existuje konstanta d taková, že α < d < 1 − α a pro každý binárńı vyhledávaćı
strom T s kořenem t splňuj́ıćı podmı́nky

1. podstromy Tl a Tr stromu T určené levým a pravým synem t jsou BB(α)-stromy;

2. p(Tl)
p(T )

< α, ale α ≤ p(Tl)
p(T )−1

≤ 1− α nebo α ≤ p(Tl)+1
p(T )+1

≤ 1− α

plat́ı:
když ρ ≤ d a provedemeRotace(t, pravy(t)), nebo když ρ > d a provedeme proceduruDvojita-rotace(t, pravy(t), levy

pak dostaneme BB(α)-strom (zde ρ = p(T ′)
p(Tr)

a T ′ je určen levým synem pravého syna kořene t).

Toto tvrzeńı a jeho symetrické verze jednoznačně ukazuj́ı, jak vyvažovat BB(α)-stromy při aktualizačńıch
operaćıch (podstrom BB(α)-stromu je BB(α)-strom). Pak dostáváme:

Věta. Implementace operaćı MEMBER, INSERT a DELETE v BB(α)-stromech vyžaduje v nejhorš́ım
př́ıpadě čas O(log(|S|)), kde S je reprezentovaná množina.

Obliba BB(α)-stromů byla zapř́ıčiněna platnost́ı následuj́ıćı věty, která je analogíı věty o vyvažovaćıch
operaćıch pro (a, b)-stromy.

Věta. Když α je reálné č́ıslo takové, že 1
4
< α < 1 −

√
2
2
, pak existuje konstanta c > 0 závislá jen na α

taková, že každá posloupnost operaćı INSERT a DELETE o délce m aplikovaná na prázdný BB(α)-
strom volá nejvýše cm procedur Rotace a Dvojita-rotace.
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4.7 Historický přehled:

(a, b)-stromy zavedli Bayer a McGreght (1972),
věty o počtu vyvažovaćıch operaćı pro (a, b)-stromy dokázali Huddleston a Mehlhorn (1982).
A-sort analyzovali Guibas, McGreight, Plass a Roberts (1977).

Analýza interpolačńıho vyhledáváńı pocháźı od Perla, Itai a Avniho (1978),
kvadratické vyhledáváńı analyzovali Perl a Reingold (1977).

Adelson-Velskij a Landis (1962) definovali AVL-stromy,
červeno-černé stromy definovali Guibas a Sedgewick (1978),
verze algoritmuDELETE pocháźı od Tarjana (1983). BB(α)-stromy zavedli Nievergelt a Reingold (1973),
věty o jejich vyvažováńı dokázali Blum a Mehlhorn (1980).
Priorita AVL-stromů se odráž́ı v jejim hojném použ́ıváńı, i když červeno-černé stromy jsou efektivněǰśı.

5 Haldy

5.1 Úvodńı definice

5.1.1 Motivace

V praxi se často setkáváme s následuj́ıćım problémem, který vzniká na uspořádaném univerzu, jehož
uspořádáńı se však v pr̊uběhu času měńı. Úloha se lǐśı od slovńıkového problému v tom, že se nevyžaduje
efektivńı operace MEMBER. Dokonce se předpokládá, že operace dostane spolu s argumentem informaci
o uložeńı zpracovávaného prvku. Hlavńım požadavkem je rychlost provededńı ostatńıch operaćı a malé
pamět’ové nároky. Přitom v praxi obvykle nestač́ı znát jen asymptotickou složitost, d̊uležitou roli hraje
skutečná rychlost, kterou však neumı́me obecně spoč́ıtat, protože je závislá na použitém systému a hard-
waru. Přesto je při použit́ı následuj́ıćıch struktur dobré mı́t realistickou představu o skutečných rychlostech
operaćı a podle toho si vybrat vhodnou strukturu.

5.1.2 Zadáńı

Zadáńı problému: Necht’ U je univerzum. Je dána množina S ⊆ U a funkce f : S → R, kde R jsou reálná
č́ısla (tato funkce realizuje uspořádáńı na univerzu U – pro u, v ∈ U plat́ı u ≤ v, právě když f(u) ≤ f(v);
změna uspořádáńı se pak realizuje změnou funkce f). Máme navrhnout reprezentaci S a f , která umožňuje
operace:
INSERT(s, a) – přidá k množině S prvek s tak, že f(s) = a,
MIN – nalezne prvek s ∈ S s nejmenš́ı hodnotou f(s),
DELETEMIN – odstrańı prvek s ∈ S s nejmenš́ı hodnotou f(s),
DELETE(s) – odstrańı prvek s ∈ S z množiny S,
DECREASE(s, a) – zmenš́ı hodnotu f(s) o a (tj. f(s) := f(s)− a),
INCREASE(s, a) – zvětš́ı hodnotu f(s) o a (tj. f(s) := f(s) + a).
Při operaci INSERT(s, a) se předpokládá, že s /∈ S, a tento předpoklad operace INSERT neověřuje. Při
operaćıch DELETE(s), DECREASE(s, a) a INCREASE(s, a) se předpokládá, že s ∈ S, a operace
nav́ıc dostává informaci, jak naj́ıt prvek s v reprezentaci S a f .

Haldy jsou typ struktury, která se použ́ıvá pro řešeńı tohoto problému.
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5.1.3 Definice haldy

Halda je stromová struktura, kde vrcholy reprezentuj́ı prvky z S a splňuj́ı lokálńı podmı́nku na f . Obvykle
se použ́ıvá následuj́ıćı podmı́nka nebo jej́ı duálńı verze:

(usp) Pro každý vrchol v plat́ı: když v reprezentuje prvek s ∈ S a otec(v) reprezentuje t ∈ S, pak f(t) ≤
f(s).

Probereme několik verźı hald a budeme předpokládat, že vždy splňuj́ı tuto podmı́nku a že požadavek na
provedeńı operaćı DELETE(s), DECREASE(s, a) a INCREASE(s, a) také zadává ukazatel na vrchol
reprezentuj́ıćı s ∈ S. Nav́ıc budeme uvažovat operace

MAKEHEAP(S, f) – operace vytvoř́ı haldu reprezentuj́ıćı množinu S a funkci f ,
MERGE(H1, H2) – předpokládá, že haldaHi reprezentuje množinu Si a funkci fi pro i = 1, 2 a S1∩S2 = ∅.
Operace vytvoř́ı haldu H reprezentuj́ıćı S1 ∪ S2 a f1 ∪ f2, přičemž neověřuje disjunktnost S1 a S2.

5.2 Regulárńı haldy

Prvńı použité haldy byly binárńı neboli 2-regulárńı haldy. Tyto haldy jsou velmi obĺıbené pro svou jednodu-
chost a názornost a pro velmi efektivńı implementaci.

5.2.1 d-regulárńı strom

Předpokládejme, že d > 1 je přirozené č́ıslo. d-regulárńı strom je kořenový strom (T, r), pro který existuje
pořad́ı syn̊u jednotlivých vnitřńıch vrchol̊u takové, že oč́ıslováńı vrchol̊u prohledáváńım do š́ı̌rky (kořen r
je č́ıslován 1) splňuje následuj́ıćı vlastnosti

1. každý vrchol má nejvýše d syn̊u,

2. když vrchol neńı list, tak všechny vrcholy s menš́ım č́ıslem maj́ı právě d syn̊u,

3. když vrchol má méně než d syn̊u, pak všechny vrcholy s větš́ımi č́ısly jsou listy.

Toto oč́ıslováńı se nazývá přirozené oč́ıslováńı d-regulárńıho stromu.

5.2.2 Výška

Tvrzeńı. Každý d-regulárńı strom má nejvýše jeden vrchol, který neńı list a má méně než d syn̊u.

D̊ukaz. Plyne př́ımo z požadavku 2) na d-regulárńı strom.

Tvrzeńı. Když d-regulárńı strom má n vrchol̊u, pak jeho výška je ⌈logd(n(d− 1) + 1)⌉.

D̊ukaz. Má-li d-regulárńı strom výšku k, pak má alespoň Σk−1
i=0 d

i + 1 a nejvýše Σk
i=0d

i vrchol̊u. Proto

dk − 1

d− 1
< n ≤ dk+1

d− 1
, dk − 1 < n(d− 1) ≤ dk+1 − 1
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a zlogaritmováńım dostaneme
k < logd(n(d− 1) + 1) ≤ k + 1.

Odtud již plyne.

5.2.3 Reprezentace pomoćı pole

Tvrzeńı. Necht’ o je přirozené oč́ıslováńı vrchol̊u d-regulárńıho stromu. Když pro vrchol v je o(v) = k, pak
vrchol w je syn vrcholu v, právě když o(w) ∈ {(k − 1)d+ 2, (k − 1)d+ 3, . . . , kd+ 1}, a vrchol u je otcem
vrcholu v, právě když o(u) = 1 + ⌊k−2

d
⌋.

D̊ukaz. Dokážeme indukćı podle oč́ıslováńı.

Synové kořene maj́ı č́ısla 2, 3, . . . ,d + 1, protože kořen má č́ıslo 1. Když tvrzeńı plat́ı pro vrchol s č́ıslem
k, pak synové vrcholu s č́ıslem k + 1 maj́ı č́ısla kd + 2, kd + 3, . . . , kd + d + 1, což odpov́ıdá č́ısl̊um
(k+ 1− 1)d+ 2, (k+ 1− 1)d+ 3, . . . , (k+ 1)d+ 1, a tedy tvrzeńı plat́ı. Posledńı část pak plyne z toho, že
když i ∈ {(k − 1)d+ 2, (k − 1)d+ 3, . . . , kd+ 1}, pak 1 + ⌊ i−2

d
⌋ = k.

Všimněme si, že speciálně pro d = 2 maj́ı synové vrcholu s č́ıslem k č́ısla 2k a 2k+1 a otec vrcholu s č́ıslem
k má č́ıslo ⌊k

2
⌋. Tedy pro 2-regulárńı stromy je předpis pro nalezeńı syn̊u a otce zvláště jednoduchý.

Řekneme, že množina S s funkćı f je reprezentována d-regulárńı haldou H, kde H je d-regulárńı strom
(T, r), když přǐrazeńı prvk̊u množiny S vrchol̊um stromu T je bijekce splňuj́ıćı podmı́nku (usp). Toto
přǐrazeńı je realizováno funkćı key, která vrcholu přǐrazuje j́ım reprezentovaný prvek.

Defince d-regulárńıho stromu umožňuje velmi efektivńı implementace d-regulárńıch hald. Mějme množinu
S reprezentovanou d-regulárńı haldou H s přirozeným oč́ıslováńım o d-regulárńıho stromu (T, r). Pak
haldu H můžeme reprezentovat polem H[1..|S|], kde pro vrchol stromu v, pro který o(v) = i, je H(i) =
(key(v), f(key(v)). Algoritmy budeme popisovat pro stromy, protože je to názorněǰśı. Přeformulovat je pro
pole je snadné (viz oč́ıslováńı syn̊u a otce vrcholu v). Pro jednoduchost budeme pro vrchol v psát f(v)
mı́sto f(key(v)), neboli f(v) bude označovat f(s), kde s je reprezentován vrcholem v. U d-regulárńıho
stromu předpokládáme, že známe přirozené oč́ıslováńı, a fráze ‘posledńı vrchol’, ‘předcházej́ıćı vrchol’ atd.
se vztahuj́ı k tomuto oč́ıslováńı.

5.2.4 Algoritmy

Pro d-regulárńı haldy neńı známa efektivńı implementace operace MERGE. Efektivńı implementace os-
tatńıch operaćı jsou založeny na pomocných operaćıch UP(v) a DOWN(v). Operace UP(v) posunuje
prvek s reprezentovaný vrcholem v směrem ke kořeni, dokud vrchol reprezentuj́ıćı prvek s nesplňuje
podmı́nku (usp). Operace DOWN(v) je symetrická.

UP(v):
while v neńı kořen a f(v) < f(otec(v)) do
vyměň key(v) a key(otec(v))
v := otec(v)

enddo
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DOWN(v):
if v neńı list then
w :=syn vrcholu v reprezentuj́ıćı prvek s nejmenš́ı hodnotou f(w)
while f(w) < f(v) a v neńı list do
vyměň key(v) a key(w), v := w
w :=syn vrcholu v reprezentuj́ıćı prvek s nejmenš́ı hodnotou f(w)

enddo
endif

INSERT(s):
v :=nový posledńı list, key(v) := s, UP(v)

MIN:
Výstup key(kořen(T ))

DELETEMIN:
v :=posledńı list, r :=kořen, key(r) := key(v)
odstraň v
DOWN(r)

DELETE(s):
v :=vrchol reprezentuj́ıćı s
w :=posledńı list
t := key(w), key(v) := t, odstraň w
if f(t) < f(s) then UP(v) else DOWN(v) endif

DECREASE(s, a):
v :=vrchol reprezentuj́ıćı s
f(s) := f(s)− a, UP(v)

INCREASE(s, a):
v :=vrchol reprezentuj́ıćı s
f(s) := f(s) + a, DOWN(v)

MAKEHEAP(S, f):
T := d-regulárńı strom s |S| vrcholy
zvol libovolnou reprezentaci S vrcholy stromu T
v :=posledńı vrchol, který neńı list
while v je vrchol T do
DOWN(v)
v :=vrchol předcházej́ıćı vrcholu v

enddo

5.2.5 Korektnost

Ověř́ıme korektnost algoritmů. Je zřejmé, že pomocné operace jsou korektńı – skonč́ı, když podmı́nku (usp)
splňuje prvek s, který byl p̊uvodně reprezentován vrcholem v. Korektnost operace MIN plyne př́ımo z
podmı́nky (usp), protože kořen reprezentuje nejmenš́ı prvek množiny S. U operace INSERT je podmı́nka
(usp) splněna pro všechny vrcholy s výjimkou nově vytvořeného listu a operace UP zajist́ı jej́ı splněńı.
Při operaci DELETEMIN je podmı́nka (usp) splněna pro všechny vrcholy s výjimkou kořene a v tomto
př́ıpadě operace DOWN zajist́ı jej́ı splněńı. Po provedeńı operaćı DELETE(s), DECREASE(s, a) a
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INCREASE(s, a) je podmı́nka (usp) splněna pro všechny vrcholy s výjimkou vrcholu v a jej́ı splněńı
opět zajist́ı operace UP resp. DOWN. Pro operaci MAKEHEAP budeme uvažovat duálńı formulaci
podmı́nky (usp):

(d-usp) když s je prvek reprezentovaný vrcholem v, pak f(s) ≤ f(t) pro všechny prvky reprezentované syny
vrcholu v.

Pokud každý vrchol splňuje podmı́nku (d-usp), pak splňuje i podmı́nku (usp). Zřejmě každý list splňuje
podmı́nku (d-usp) a když operace MAKEHEAP provede proceduru DOWN(v), pak je podmı́nka
(d-usp) splněna pro všechny vrcholy s č́ısly alespoň tak velkými jako je č́ıslo v. Operace MAKEHEAP
konč́ı provedeńım operace DOWN na kořen a odtud plyne jej́ı korektnost.

5.2.6 Složitost operaćı

Vypočteme časovou složitost operaćı: Jeden běh cyklu v operaci UP vyžaduje čas O(1) a v operaci
DOWN čas O(d). Proto operace UP v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas O(logd |S|) a operace DOWN
čas O(d logd |S|). Operace MIN vyžaduje čas O(1), INSERT a DECREASE vyžaduj́ı čas O(logd |S|)
a DELETEMIN, DELETE a INCREASE čas O(d logd |S|).
Haldu můžeme vytvořit iteraćı operace INSERT, což vyžaduje čas O(|S| logd(|S|)). Ukážeme, že složitost
operace MAKEHEAP je menš́ı, ale pro malé haldy je výhodněǰśı provádět opakovaně operaci INSERT.

Věta. MAKEHEAP vyžaduje v nejhorš́ım př́ıpadě jen čas O(d2|S|).

D̊ukaz. Operace DOWN(v) na vrchol ve výšce h vyžaduje v nejhorš́ım př́ıpadě čas O(hd).

Vrchol̊u v hloubce i je nejvýše di.

Předpokládejme, že strom má výšku k, pak vrchol v hloubce i má výšku nejvýše k − i.

Tedy operace MAKEHEAP vyžaduje čas

O(
k−1
∑

i=0

di(k − i)d) = O(
k−1
∑

i=0

di+1(k − i)).

Označme A =
∑k−1

i=0 d
i+1(k − i), pak

dA− A =
k−1
∑

i=0

di+2(k − i)−
k−1
∑

i=0

di+1(k − i) =
k+1
∑

i=2

di(k − i+ 2)−
k
∑

i=1

di(k − i+ 1) =

dk+1 +
k
∑

i=2

di(k − i+ 2− k + i− 1)− dk = dk+1 +
k
∑

i=2

di − dk =

dk+1 + d2
dk−1 − 1

d− 1
− dk.

Tedy

A =
dk+1

d− 1
+
dk+1 − d2

(d− 1)2
− dk

d− 1
.

Protože k = ⌈logd(|S|(d− 1) + 1)⌉, dostáváme, že dk+1 ≤ d2((d− 1)|S|+ 1), a proto A ≤ 2d2|S|.
Tedy MAKEHEAP vyžaduje v nejhorš́ım př́ıpadě jen čas O(d2|S|).
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5.2.7 Aplikace – heapsort

Tř́ıděńı: prostou posloupnost č́ısel x1, x2, . . . , xn lze setř́ıdit následuj́ıćım algoritmem použ́ıvaj́ıćım haldu
(f bude v tomto př́ıpadě identická funkce).

d-HEAPSORT(x1, x2, . . . , xn):
MAKEHEAP({xi | i = 1, 2, . . . , n}, f)
i = 1
while i ≤ n do

yi :=MIN, DELETEMIN, i := i+ 1
enddo

Výstup: y1, y2, . . . , yn

Teoreticky lze ukázat, že použit́ı d-regulárńıch hald v algoritmu HEAPSORT pro d = 3 a d = 4 je
výhodněǰśı než d = 2. Experimenty ukázaly, že optimálńı algoritmus pro posloupnosti délek do 1 000 000
by měl použ́ıvat d = 6 nebo d = 7 (v experimentech byl měřen skutečně spotřebovaný čas, nikoli počet
porovnáńı a výměn prvk̊u). Pro deľśı posloupnosti se optimálńı hodnota d může zmenšit.

5.2.8 Aplikace – Dijkstra

Daľśım př́ıkladem je nalezeńı nejkratš́ıch cest v grafu z daného bodu. Řešme následuj́ıćı úlohu:

Vstup: orientovaný ohodnocený graf (X,R, c), kde c je funkce z R do množiny kladných reálných č́ısel, a
vrchol z ∈ X.
Úkol: nalézt pro každý bod x ∈ X délku nejkratš́ı cestu ze z do x, kde délka cesty je součet c-ohodnoceńı
hran na cestě.

Dijkstr̊uv algoritmus:
d(z) := 0, U := {z}
for every x ∈ X \ {z} do d(x) := +∞ enddo

while U 6= ∅ do

najdi vrchol u ∈ U s nejmenš́ı hodnotou d(u)
odstraň u z U
for every (u, v) ∈ R do

if d(u) + c(u, v) < d(v) then
if d(v) = +∞ then vlož v do U endif

d(v) := d(u) + c(u, v)
endif

enddo

enddo

Korektnost algoritmu je založena na kombinatorickém lemmatu, které ř́ıká, že když odstraňujeme z U
prvek x s nejmenš́ı hodnotou d(x), pak vzdálenost ze z do x je právě d(x). Proto když U = ∅, pak d(x)
jsou délky nejkratš́ıch cest ze z do x pro všechna x ∈ X. Tedy práce s množinou U vyžaduje nejvýše |X|
operaćı INSERT, MIN a DELETEMIN a |R| operaćı DECREASE a vždy plat́ı |U | ≤ |X|.
Vypočteme časovou složitostDijkstrova algoritmu za předpokladu, že U reprezentujeme jako d-regulárńı
haldu. Když d = 2, pak dostáváme, že algoritmus vyžaduje čas O(|X| log(|X|) + |R| log(|X|)). Když

d = max{2, ⌊ |R|
|X|⌋}, pak algoritmus vyžaduje čas O(|R| logd |X|). V př́ıpadě, že (X,R) je hustý graf, tj.

|R| > |X|1+ε pro ε > 0, pak logd |X| = O(1) a algoritmus je lineárńı (tj. vyžaduje čas O(|R|)).
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5.3 Leftist haldy

5.3.1 Úvod

Daľśım typem hald, se kterými se seznámı́me, jsou lefist haldy (neznáme vhodný český překlad, proto
z̊ustáváme u anglického názvu). Je to velmi elegantńı a jednoduchý typ hald. Všechny operace jsou stejně
jako u regulárńıch hald založeny na dvou základńıch operaćıch, z nichž v tomto př́ıpadě hlavńı je MERGE
a druhou je DECREASE. Použit́ı MERGE při návrhu jiných operaćı je běžné i v daľśıch haldách.
Operace MERGE využ́ıvá speciálńıch vlastnost́ı leftist hald a idea operace DECREASE je stejná jako
ve Fibonacciho haldách. Nejprve formálně poṕı̌seme strukturu leftist hald.

5.3.2 Defince

Mějme binárńı kořenový strom (T, r) (to znamená, že r je kořen, každý vrchol má nejvýše dva syny a u
každého syna v́ıme, zda je to pravý nebo levý syn). Pro vrchol v označme npl(v) délku nejkratš́ı cesty z v
do vrcholu, který má nejvýše jednoho syna, takže např. pro list l plat́ı npl(l) = 0.

Mějme S ⊆ U a funkci f : S → R. Pak binárńı strom (T, r) takový, že

1. když vrchol v má jen jednoho syna, pak je to levý syn,

2. když vrchol v má dva syny, pak

npl(pravý syn v) ≤ npl(levý syn v),

3. existuje jednoznačné přǐrazeńı prvk̊u S vrchol̊um T , které splňuje podmı́nku (usp) (toto přǐrazeńı je
reprezentováno funkćı key, která vrcholu v přǐrad́ı prvek z množiny S reprezentovaný vrcholem v)

je leftist halda reprezentuj́ıćı množinu S a funkci f .

Struktura vrcholu v v leftist haldě:
S vrcholem v jsou spojeny ukazatelé otec(v), levy(v) a pravy(v) na otce a na levého a pravého syna vrcholu
v. Když ukazatel neńı definován, pak ṕı̌seme, že jeho hodnota je NIL. Dále jsou s vrcholem spojeny funkce
npl(v) – proměnná s hodnotou npl(v),
key(v) – prvek reprezentovaný vrcholem v,
f(v) – proměnná obsahuj́ıćı hodnotu f(key(v)).

5.3.3 Základńı vlastnost

Uvedeme základńı vlastnost leftist haldy, která umožňuje efektivńı implementace operaćı. Posloupnost
vrchol̊u v0, v1, . . . , vk se nazývá pravá cesta z vrcholu v, když v = v0, vi+1 je pravý syn vi pro každé
i = 0, 1, . . . , k − 1 a vk nemá pravého syna. Pak podstrom vrcholu v do hloubky k je úplný binárńı strom
a má tedy alespoň 2k+1 − 1 vrchol̊u. Proto plat́ı

Tvrzeńı. V leftist haldě je délka pravé cesty z každého vrcholu v nejvýše rovna

log(velikost podstromu určeného vrcholem v).
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5.3.4 Algoritmy

Základńı operaćı pro leftist haldy je MERGE. Tato operace je definována rekurzivně a hloubka rekurze
je omezena právě délkami pravých cest.

MERGE(T1, T2):
if T1 = ∅ then Výstup= T2 stop endif

if T2 = ∅ then Výstup= T1 stop endif

if key(kořen T1) > key(kořen T2) then
zaměň T1 a T2

endif

T ′ :=MERGE(podstrom pravého syna kořene T1, T2)
pravy(kořen T1) := kořen T ′

otec(kořen T ′) := kořen T1
if npl(pravy(kořen T1)) > npl(levy(kořen T1)) then
vyměň levého a pravého syna kořene T1

endif

npl(kořen T1) := npl(pravy(kořen T1) + 1

INSERT(x):
Vytvoř haldu T1 reprezentuj́ıćı {x}
MERGE(T, T1)

MIN:
Výstup: key(kořen T )

DELETEMIN:
T1 :=podstrom levého syna kořene T
T2 :=podstrom pravého syna kořene T
MERGE(T1, T2)

MAKEHEAP(S, f):
Q :=prázdná fronta
for every s ∈ S do

vlož leftist haldu Ts reprezentuj́ıćı {s} do Q
enddo

while |Q| > 1 do

vezmi haldy T1 a T2 z vrcholu Q (odstraň je)
MERGE(T1, T2) vlož do Q

enddo

5.3.5 Časová složitost

Vypočteme časovou složitost předchoźıch algoritmů.

Každý běh algoritmu MERGE (bez rekurzivńıho voláńı) vyžaduje čas O(1). Počet rekurzivńıch voláńı je
součet délek pravých cest, proto algoritmus MERGE vyžaduje čas O(log(|S1|+ |S2|)), kde Si je množina
reprezentovaná haldou Ti pro i = 1, 2. Odtud dále plyne, že čas algoritmů INSERT a DELETEMIN je
v nejhorš́ım př́ıpadě O(log(|S|)). Operace MIN vyžaduje čas O(1).

Věta. MAKEHEAP má časovou složitost O(|S|)
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D̊ukaz. Budeme uvažovat, že na začátku algoritmu je na vrcholu fronty speciálńı znak, který se jen přenese
na konec fronty.

Odhadneme čas, který spotřebuj́ıwhile-cykly mezi dvěma přeneseńımi speciálńıho znaku. Předpokládejme,
že se speciálńı znak přenesl po k-té.

V tomto okamžiku maj́ı všechny haldy ve frontě až na jednu velikost 2k−1.

Proto ve frontě Q je
⌈ |S|
2k−1

⌉

hald a jelikož jedna operace MERGE vyžaduje O(k) času, tak while-cykly

vyžaduj́ı čas O(k |S|
2k−1 ).

Můžeme tedy shrnout, že operace MAKEHEAP potřebuje čas

O(
∞
∑

k=1

k
|S|
2k−1

) = O(|S|
∞
∑

k=1

k

2k−1
).

Řada
∑∞

k=1
k

2k−1 konverguje např. podle pod́ılového d’Alambertova kritéria a lze jednoduše spoč́ıtat (např.
stejnou metodou jako pro regulárńı haldy), že součet je 4, tedy čas je O(|S|).

5.3.6 Efektivńı DECREASE a INCREASE

Implementace operaćı DECREASE a INCREASE pomoćı operaćı UP a DOWN jako v d-regulárńıch
haldách neńı efektivńı, protože délka cesty z kořene do listu v leftist haldě může být až |S|. Proto navrhneme
pro tyto operace efektivněǰśı algoritmus založený na jiném principu. Tento princip je pak použit i pro
Fibonacciho haldy.

Nejprve poṕı̌seme pomocnou operaci Oprav(T, v), která vytvoř́ı leftist haldu z binárńıho stromu T ′

vzniklého z leftist haldy T odtržeńım podstromu s kořenem ve vrcholu v.

Oprav(T, v):
t := otec(v), npl(t) := 0
if pravy(t) 6= v then levy(t) := pravy(t) endif
pravy(t) := NIL
while se zmenšilo npl(t) a t neńı kořen do

t := otec(t)
if npl(pravy(t)) > npl(levy(t)) then
vyměň levy(t) a pravy(t)

endif

npl(t) := npl(pravy(t)) + 1
enddo

Po provedeńı operace Oprav maj́ı všechny vrcholy správné č́ıslo npl a podmı́nky kladené na leftist haldu
jsou splněny. Tedy po provedeńı Oprav je T opět leftist halda. Když t je posledńı vrchol, u kterého
se zmenšilo npl, pak všechny vrcholy, kde se zmenšilo npl, tvoř́ı pravou cestu z vrcholu t. To znamená,
že while-cyklus se prováděl nejvýše log(|S|)-krát a každý běh while-cyklu vyžadoval čas O(1). Proto
algoritmus Oprav vyžaduje čas O(log(|S|)).
Poṕı̌seme ostatńı algoritmy.

DECREASE(s, a):
v :=prvek reprezentuj́ıćı s
T1:=podstrom T určený vrcholem v, f(v) := f(v)− a
T2 :=Oprav(T, v), T :=MERGE(T1, T2)
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INCREASE(s, a):
v :=prvek reprezentuj́ıćı s
T1 :=podstrom T určený vrcholem levy(v)
T2 :=podstrom T určený vrcholem pravy(v)
T3 :=leftist halda reprezentuj́ıćı prvek s
f(v) := f(v) + a, T4 :=Oprav(T, v), T1 :=MERGE(T1, T3)
T2 :=MERGE(T2, T4), T :=MERGE(T1, T2)

DELETE(s, a):
v :=prvek reprezentuj́ıćı s
T1 :=podstrom T určený vrcholem levy(v)
T2 :=podstrom T určený vrcholem pravy(v)
T3 :=MERGE(T1, T2), T4 :=Oprav(T, v)
T :=MERGE(T3, T4)

Protože algoritmy MERGE a Oprav vyžaduj́ı čas O(log(|S|) a protože zbylé části algoritmů pro operace
DECREASE, INCREASE a DELETE vyžaduj́ı O(1) času, můžeme shrnout výsledky:

Věta. V leftist haldách existuje implementace operace MIN, která v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas O(1),
implementace operaćı INSERT, DELETEMIN, DELETE, MERGE, DECREASE a INCREASE,
které vyžaduj́ı v nejhorš́ım př́ıpadě čas O(log(|S|)), a implementace operace MAKEHEAP, která vyžaduje
čas O(|S|), kde S je reprezentovaná množina.

5.4 Amortizovaná složitost

Poṕı̌seme bankovńı paradigma pro poč́ıtáńı s amortizovanou složitost́ı.

5.4.1 Idea

Idea je taková, že si nějak ohodnot́ıme stavy (představa: účet v bance) a budeme dělat odhad upravené
složitosti, ke které bud’ přičteme to, co si do účtu chceme nastřádat (tj. podle definice dále h(D′) >
h(D), spořeńı = h(D′)−h(D) > 0, am(o) = t(o)+spořeńı), nebo naopak odečteme to, co jsme si nastřádali
a chceme utratit (tj. h(D′) < h(D), utráceńı = h(D)− h(D′) > 0, am(o) = t(o)− utráceńı).

Odhad téhle upravené složitosti je pak i odhadem klasické složitosti.

5.4.2 Definice

Předpokládejme, že máme funkci h, která ohodnocuje konfigurace a kvantitativně vystihuje jejich vhodnost
pro provedeńı operace o. Když na konfiguraci D aplikujeme operaci o a dostaneme konfiguraci D′, pak
amortizovaná složitost am(o) operace o má vystihovat nejen časovou náročnost operace, ale i to, jak se
změnila vhodnost konfigurace pro tuto operaci. Proto ji definujme jako am(o) = t(o) + h(D′) − h(D),
kde t(o) je čas potřebný pro provedeńı operace o. Předpokládejme, že chceme provést posloupnost operaćı
o1, o2, . . . , on na konfiguraci D0. Znázorńıme si to takto:

D0 →o1 D1 →o2 D2 →o3 · · · →on Dn.

Věta. Odhad amortizované složitosti je odhadem složitosti.
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D̊ukaz. Předpokládejme, že pro každé i = 1, 2, . . . , n máme odhad c(oi) amortizované složitosti operace oi,
tj. am(oi) ≤ c(oi) pro všechna i = 1, 2, . . . , n. Pak

n
∑

i=1

am(oi) =
n
∑

i=1

(

t(oi) + h(Di)− h(Di−1)
)

= h(Dn)− h(D0) +
n
∑

i=1

t(oi) ≤
n
∑

i=1

c(oi).

Z toho plyne, že
n
∑

i=1

t(oi) ≤
n
∑

i=1

c(oi)− h(Dn) + h(D0).

Obvykle je h(D) ≥ 0 pro všechny konfigurace D nebo naopak h(D) ≤ 0 pro všechny konfigurace D. Když
h(D) ≥ 0, pak

n
∑

i=1

t(oi) ≤
n
∑

i=1

c(oi) + h(D0),

když h(D) ≤ 0, pak
n
∑

i=1

t(oi) ≤
n
∑

i=1

c(oi)− h(Dn).

To znamená, že odhad amortizované složitosti dává také odhad na časovou složitost posloupnosti operaćı,
který bývá lepš́ı než odhad složitosti v nejhorš́ım př́ıpadě. Tato skutečnost vysvětluje řadu př́ıpad̊u, kdy
výsledky byly lepš́ı než teoretický výpočet. Ukazuje se, že složitost posloupnosti operaćı v nejhorš́ım př́ıpadě
je často podstatně menš́ı než součet složitost́ı v nejhorš́ım př́ıpadě pro jednotlivé operace.

5.5 Binomiálńı haldy

5.5.1 Motivace

Daľśı typ hald je motivován sč́ıtáńım přirozených č́ısel. Binomiálńı halda reprezentuj́ıćı n−prvkovou
množinu se totiž chová podobně jako č́ıslo n. Tento typ hald je také po zobecněńı v jistém smyslu vzorem
pro Fibonacciho haldy.

5.5.2 Definice binomiálńıho stromu

Pro i = 0, 1, . . . definujeme rekurentně binomiálńı stromy Hi. Jsou to kořenové stromy takové, že H0 je
jednoprvkový strom a strom Hi+1 vznikne ze dvou disjunktńıch stromů Hi, kde kořen jednoho stromu se
stane daľśım synem (nejlevěǰśım nebo nejpravěǰśım) kořene druhého stromu. Viz obrázek.

5.5.3 Vlastnosti binomiálńıho stromu

Nejprve uvedeme základńı vlastnosti těchto stromů.

Tvrzeńı. Pro každé přirozené č́ıslo i = 0, 1, . . . plat́ı:
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H3 Hi+1

Hi

Hi

H0 H1 H2

Obrázek 10: Binomiálńı stromy

1. strom Hi má 2i vrchol̊u,

2. kořen stromu Hi má i syn̊u,

3. délka nejdeľśı cesty z kořene do listu ve stromu Hi je i (tj. výška Hi je i),

4. podstromy určené syny kořene stromu Hi jsou izomorfńı se stromy H0, H1, . . . , Hi−1.

D̊ukaz. Tvrzeńı plat́ı pro strom H0 a jednoduchou indukćı se dokáže i pro daľśı stromy. Skutečně, když Hi

má 2i vrchol̊u, pak Hi+1 má 2(2i) = 2i+1 vrchol̊u. Kořen stromu Hi+1 má o jednoho syna v́ıce než kořen
stromu Hi a nejdeľśı cesta do listu je o 1 deľśı. Protože podstrom syna, který přibyl kořeni stromu Hi+1,
je izomorfńı s Hi a jinak se nic neměnilo, je d̊ukaz kompletńı.

5.5.4 Definice binomiálńı haldy

Definice. Binomiálńı halda H reprezentuj́ıćı množinu S je soubor (seznam) strom̊u {T1, T2, . . . , Tk} takový,
že

1. celkový počet vrchol̊u v těchto stromech je roven velikosti S a existuje a je dáno jednoznačné přiřazeńı
prvk̊u z S vrchol̊um strom̊u takové, že plat́ı podmı́nka (usp) – toto přiřazeńı je realizováno funkćı key,
která vrcholu stromu přiřazuje prvek j́ım reprezentovaný;

2. každý strom Ti je izomorfńı s nějakým stromem Hj;

3. Ti neńı izomorfńı s žádným Tj pro i 6= j.

Z binárńıho zápisu přirozených č́ısel plyne, že pro každé přirozené č́ıslo n > 0 existuje prostá posloupnost
i1, i2, . . . , ik přirozených č́ısel taková, že n =

∑k

j=1 2
ij . Z toho plyne, že pro každou neprázdnou množinu

S existuje binomiálńı halda reprezentuj́ıćı S. Tato halda obsahuje strom izomorfńı s Hi, právě když v
binárńım zápise č́ısla |S| je na i-tém mı́stě zprava 1.
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5.5.5 Algoritmy, korektnost

Operace pro binomiálńı haldy jsou stejně jako pro leftist haldy založeny na operaci MERGE. Operace
MERGE pro binomiálńı haldy je analogíı sč́ıtáńı přirozených č́ısel v binárńım zápise.

MERGE(H1,H2):
(komentář: Hi reprezentuje množinu Si pro i = 1, 2 a S1 ∩ S2 = ∅)
i := 0, T :=prázdný strom, H := ∅
while i < log(|S1|+ |S2|) do
if existuje U ∈ H1 izomorfńı s Hi then

U1 := U
else

U1 :=prázdný strom
endif

if existuje U ∈ H2 izomorfńı s Hi then

U2 := U
else

U2 :=prázdný strom
endif

case

(existuje právě jeden neprázdný strom V ∈ {T, U1, U2}) do:
vlož V do H, T :=prázdný strom

(existuj́ı právě dva neprázdné stromy V1, V2 ∈ {T, U1, U2}) do:
T :=spoj(V1, V2)

(všechny stromy T , U1 a U2 jsou neprázdné) do:
vlož T do H, T :=spoj(U1, U2)

endcase

i := i+ 1
enddo

if T 6=prázdný strom then vlož T do H endif

Výstup:H

spoj(T1, T2):
if f(kořen T1) > f(kořen T2) then
vyměň stromy T1 a T2

endif

vytvoř nového syna v kořene T1
v :=kořen T2

Je vidět, že když oba stromy T1 a T2 jsou izomorfńı s Hi, pak výsledný strom operace spoj je izomorfńı s
Hi+1.

Korektnost operace MERGE plyne z tohoto pozorováńı a z faktu, že Hj obsahuje strom izomorfńı s Hi,
právě když v binárńım zápise č́ısla |Sj| je na i-tém mı́stě zprava 1, a že T je neprázdný strom, když se
provád́ı posun řádu při sč́ıtáńı.

Implementace daľśıch algoritmů je podobná jako pro leftist haldy.

INSERT(x):
Vytvoř haldu H1 reprezentuj́ıćı {x}
MERGE(H,H1)
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MIN:
Prohledej prvky reprezentované kořeny všech stromů v H
Výstup: nejmenš́ı z těchto prvk̊u

DELETEMIN:
Prohledej prvky reprezentované kořeny všech stromů v H
T := strom, jehož kořen reprezentuje nejmenš́ı prvek
H1 := H \ {T}
H2 := halda tvořená podstromy T určenými syny kořene T
MERGE(H1,H2)

Z podmı́nky (usp) je zřejmé, že nejmenš́ı prvek v S je reprezentován v kořeni nějakého stromu haldy. T́ım
je dána korektnost operace MIN.

Z úvodńıho tvrzeńı plyne, že H2 v operaci DELETEMIN je binomiálńı halda, a odtud plyne korektnost
operace DELETEMIN.

Operace DECREASE se implementuje pomoćı operace UP a operace INCREASE pomoćı operace
DOWN stejně jako v regulárńıch haldách.

Struktura binomiálńı haldy nepodporuje př́ımo operaciDELETE – ta se dá realizovat jedině jako posloup-
nost operaćı DECREASE(s,∞) a DELETEMIN. Operace MAKEHEAP se provád́ı opakováńım
operace INSERT.

5.5.6 Složitost

Výpočet časové složitosti operaćı pro binomiálńı haldy využ́ıvá několik známých fakt̊u.

Věta. Pro binomiálńı haldy algoritmy operaćı INSERT, MIN,DELETEMIN, DECREASE a MERGE
vyžaduj́ı čas O(log(|S|)), algoritmus operace INCREASE vyžaduje čas O(log2(|S|)) a algoritmus operace
MAKEHEAP čas O(|S|).

D̊ukaz. OperaceMERGE simuluje sč́ıtáńı přirozených č́ısel v binárńım zápise a má tedy stejnou složitost.
Protože každý běh cyklu vyžaduje čas O(1), algoritmus MERGE vyžaduje čas O(log(|S1|+ |S2|)).
Odhad složitosti vytvářeńı haldy MAKEHEAP využ́ıvá známého faktu, že amortizovaná složitost
přič́ıtáńı 1 k binárńımu č́ıslu je O(1).

Odhad složitosti operaćı MIN a DELETEMIN je založen na pozorováńı, že binomiálńı halda reprezen-
tuj́ıćı množinu S má tolik stromů, kolik je jedniček v binárńım zápise |S|, a to je nejvýše log(|S|).
Z tvrzeńı také plyne, že výška všech stromů v binomiálńı haldě je ≤ log(|S|) a počet syn̊u kořene každého
stromu je také ≤ log(|S|), přičemž tento odhad se nedá zlepšit. Odtud dostáváme složitost operaćı DE-
CREASE a INCREASE v nejhorš́ım př́ıpadě.

Z těchto výsledk̊u je vidět, že předchoźı typy hald maj́ı efektivněǰśı chováńı než binomiálńı haldy. Význam
binomiálńıch hald tak spoč́ıvá předevš́ım v tom, že se daj́ı dále zobecnit (t́ımto zobecněńım jsou Fibonac-
ciho haldy) a že na nich lze krásně ilustrovat princip, že s řadou úprav je výhodné počkat a neprovádět je
okamžitě.
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5.5.7 Ĺıná binomiálńı halda

Následuj́ıćı algoritmy jsou založeny na ideji, že
”
vyvažováńı“ stač́ı provádět jen při operaćıch MIN a

DELETEMIN, kdy je stejně zapotřeb́ı prohledat všechny stromy. Z tohoto d̊uvodu zeslab́ıme podmı́nky
na binomiálńı haldy.

Ĺıná binomiálńı halda H reprezentuj́ıćı množinu S je seznam stromů {T1, T2, . . . , Tk} takový, že

1. celkový počet vrchol̊u v těchto stromech je roven velikosti S a existuje jednoznačné přǐrazeńı prvk̊u
množiny S vrchol̊um stromů, které splňuje podmı́nku (usp) – toto přǐrazeńı je jako obvykle reali-
zováno funkćı key;

2. každý strom Ti je izomorfńı s nějakým stromem Hj.

V ĺıné binomiálńı haldě je vynechán předpoklad neizomorfnosti stromů tvoř́ıćıch haldu. Tento fakt se
projev́ı ve velmi jednoduchém algoritmu pro operaci MERGE.

MERGE(H1,H2):
Proved’ konkatenaci seznamů H1 a H2

Samotný algoritmus pro operaci INSERT se nezměńı, jen provede tuto implementaci operace MERGE.
Operace MIN a DELETEMIN použij́ı následuj́ıćı pomocnou proceduru vyvaz. Jej́ım vstupem je soubor
seznamů {Oi | i = 0, 1, . . . , k}, kde seznam Oi obsahuje jen stromy izomorfńı se stromem Hi. Procedura
vyvaz pak z těchto stromů vytvoř́ı klasickou binomiálńı haldu.

vyvaz({Oi | i = 0, 1, . . . , k}):
i := 0, H := ∅
while existuje Oi 6= ∅ do
while |Oi| > 1 do
vezmi dva r̊uzné stromy T1 a T2 z Oi

odstraň je z Oi

spoj(T1, T2) vlož do Oi+1

enddo
if Oi 6= ∅ then
strom T ∈ Oi odstraň z Oi a vlož do H

endif,
i := i+ 1

enddo
Výstup: H

MIN:
Prohledej prvky reprezentované kořeny všech stromů v H
Výstup: nejmenš́ı z těchto prvk̊u
stromy rozděl do množin Oi = {všechny stromy v H izomorfńı s Hi}
vyvaz({Oi | i = 0, 1, . . . , ⌊log(|S|)⌋})

DELETEMIN:
Prohledej prvky reprezentované kořeny všech stromů v H
T := strom, jehož kořen reprezentuje nejmenš́ı prvek
stromy rozděl do množin Oi = {všechny stromy v H izomorfńı s Hi r̊uzné od T} ∪
{podstrom T určený nějakým synem kořene T izomorfńı s Hi}
vyvaz({Oi | i = 0, 1, . . . , ⌊log(|S|)⌋})

Časová složitost operaćı INSERT a MERGE při ĺıné implementaci je O(1), ale časová složitost operaćı
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MIN a DELETEMIN je v nejhorš́ım př́ıpadě O(|S|). Tento odhad je velmi špatný, ale ukážeme, že
amortizovaná složitost má rozumné hodnoty. Připomı́náme, že amortizovaná složitost je čas operace plus
ohodnoceńı výsledné struktury minus ohodnoceńı počátečńı struktury.

Konfiguraci ohodnot́ıme počtem stromů v haldě.

Tvrzeńı. Amortizovaná složitost operaćı MERGE a INSERT je O(1).

D̊ukaz. Protože operaceMERGE neměńı počet stromů a protože operace INSERT přidá jen jeden strom,
je amortizovaná složitost operaćı MERGE a INSERT stále O(1).

Lemma. Operace vyvaz vyžaduje čas O(k +
∑k

i=0 |Oi|)

D̊ukaz. Plat́ı, protože každý běh vnitřńıho while-cyklu v operaci vyvaz vyžaduje čas O(1) a zmenš́ı počet
stromů v seznamech Oi o 1.

Pozorováńı. Operace MIN bez podprocedury vyvaz vyžaduje čas O(|H|) a operace DELETEMIN bez
podprocedury vyvaz čas O(H + i) pro takové i, že T je izomorfńı s Hi.

Ukážeme, že amortizovaná složitost operaćı MIN a DELETEMIN při ĺıné implementaci binomiálńıch
hald je O(log(|S|).

Lemma. Operace MIN vyžaduje čas O(|H|) a operace DELETEMIN čas O(|H|+ log(|S|))

D̊ukaz. Podle tvrzeńı v části 5.5.3 je i ≤ log(|S|), dále plyne z předchoźıho.

Věta. Amortizovaná složitost operace MIN a DELETEMIN je O(log(|S|)).

D̊ukaz. Ohodnoceńı klasické binomiálńı haldy je nejvýše log(|S|) (obsahuje tolik stromů, kolik je 1 v
binárńım zápise č́ısla |S|).
Z toho dostáváme, že amortizovaná složitost operace MIN je O(|H| − |H|+ log(|S|)) = O(log(|S|)).
Také amortizovaná složitost operace DELETEMIN je O(|H|+ log(|S|)− |H|+ log(|S|)) = O(log(|S|)).

Protože si funkci ohodnoceńı voĺıme, můžeme použ́ıt takové multiplikativńı koeficienty, aby jednotka času
odpov́ıdala jednotce v amortizované složitosti. Proto lze |H| od sebe odeč́ıst.
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5.6 Fibonacciho haldy

5.6.1 Motivace

Význam Fibonacciho hald určuje fakt, že amortizovaná složitost operaćı INSERT a DECREASE v
těchto haldách je O(1) a amortizovaná složitost operace DELETEMIN je O(log(|S|). Proto se hodně
použ́ıvaj́ı v grafových algoritmech, kde umožňuj́ı v mnoha př́ıpadech dosáhnout asymptoticky téměř
lineárńı složitosti. Neznáme však žádné experimentálńı výsledky, které by porovnávaly použit́ı Fibonac-
ciho hald a např. d-regulárńıch hald v těchto grafových algoritmech v praxi. Takže neznáme podmı́nky,
za kterých jsou Fibonacciho haldy lepš́ı než třeba d-regulárńı haldy, ani nev́ıme, do jaké mı́ry je to jen
teoretický výsledek a do jaké mı́ry jsou opravdu prakticky použitelné.

5.6.2 Velmi neformálńı definice

Fibonacciho halda je opět kolekce stromů. Jde tu ale o to, že ve Fibonacciho haldě je v každém stromě s k
syny alespoň Fk+2 prvk̊u – toho dosáhneme tak, že se halda strašně

”
často“ rozpadá – každému vrcholu

můžeme odebrat maximálně jednoho syna. Jakmile bychom mu chtěli odebrat daľśıho, tak ho mı́sto toho
useknem a dáme jako daľśı strom.

5.6.3 Méně neformálńı definice

Neformálně řečeno, je Fibonacciho halda množina stromů, jejichž některé vrcholy r̊uzné od kořen̊u jsou
označeny, a kde existuje jednoznačná korepondence mezi prvky S a vrcholy stromů (realizována funkćı
key), která splňuje podmı́nku (usp).

Toto je však jen přibližné vyjádřeńı. Existuj́ı totiž struktury, na které se tento popis hod́ı, ale nevznikly z
prázdné Fibonacciho haldy aplikaćı posloupnosti haldových operaćı. Přitom d̊ukaz efektivity Fibonacciho
hald se dosti výrazně oṕırá o fakt, že halda vznikla z prázdné haldy aplikaćı algoritmů pro Fibonacciho
haldy.

Proto nejprve poṕı̌seme algoritmy pro tyto operace, a pak budeme definovat Fibonacciho haldy jako
ty struktury vzniklé z prázdné haldy aplikaćı posloupnosti těchto algoritmů.

5.6.4 Algoritmy

V algoritmech předpokládáme, že Fibonacciho halda je seznam stromů, kde některé vrcholy r̊uzné od
kořen̊u jsou označeny. Vrchol je označen, právě když neńı kořen a když mu byl někdy dř́ıve odtržen některý
jeho syn. Toto se nezaznamenává pro kořeny stromů. Proto když se vrchol stane kořenem (odtržeńım
podstromu určeného t́ımto vrcholem), zapomene se tento údaj a začne se znovu zaznamenávat, až když
vrchol přestane být kořenem. Řekneme, že strom má rank i, když jeho kořen má i syn̊u. Tento fakt
nahrazuje test použ́ıvaný v binomiálńıch haldách, že strom je izomorfńı se stromem Hi.

Algoritmy pro operace MERGE, INSERT, MIN a DELETEMIN jsou založeny na stejných idej́ıch
jako algoritmy pro ĺınou implementaci v binomiálńıch haldách, pouze požadavek, aby strom byl izomorfńı
s Hi, je nahrazen požadavkem, že má rank i. Algoritmy pro operace DECREASE, INCREASE a
DELETE vycházej́ı z algoritmů pro tyto operace v leftist haldách. V algoritmech předpokládáme, že
c = log−1(3

2
).

MERGE(H1,H2):
Proved’ konkatenaci seznamů H1 a H2
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INSERT(x):
Vytvoř haldu H1 reprezentuj́ıćı {x}
MERGE(H,H1)

MIN:
Prohledej prvky reprezentované kořeny všech stromů v H
Výstup: nejmenš́ı z těchto prvk̊u
stromy rozděl do množin Oi = {všechny stromy v H s rankem i}
vyvaz1({Oi | i = 0, 1, . . . , ⌊c log(

√
5|S|+ 1)⌋})

DELETEMIN:
Prohledej prvky reprezentované kořeny všech stromů v H
T := strom, jehož kořen reprezentuje nejmenš́ı prvek
stromy rozděl do množin Oi = {všechny stromy v H s rankem i r̊uzné od T} ∪
{podstrom T určený některým synem kořene T s rankem i}
vyvaz1({Oi | i = 0, 1, . . . , ⌊c log(

√
5|S|+ 1)⌋})

vyvaz1({Oi | i = 0, 1, . . . , k}):
i := 0, H := ∅
while existuje Oi 6= ∅ do

while |Oi| > 1 do

vezmi dva r̊uzné stromy T1 a T2 z Oi

odstraň je z Oi

spoj(T1, T2) vlož do Oi+1

enddo

if Oi 6= ∅ then

strom T ∈ Oi odstraň z Oi a vlož ho do H
endif

i := i+ 1
enddo

Výstup: H

spoj(T1, T2):
if f(kořen T1) > f(kořen T2) then
vyměň stromy T1 a T2

endif

vytvoř nového syna v kořene T1
v :=kořen T2

DECREASE(s, a):
T :=strom v H, který obsahuje vrchol reprezentuj́ıćı s
v :=vrchol stromu T reprezentuj́ıćı s
if v neńı kořen then

odtrhni podstrom T ′ určený vrcholem v
vyvaz2(T, v)
if v byl označen then zruš označeńı v endif

vlož T ′ do H
endif

f(v) := f(v)− a
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INCREASE(s, a):
T :=strom v H, který obsahuje vrchol reprezentuj́ıćı s
v :=vrchol stromu T reprezentuj́ıćı s
if v neńı list then
odtrhni podstrom T ′ určený vrcholem v
if v neńı kořen then vyvaz2(T, v) endif

if v byl označen then zruš označeńı v endif

zruš označeńı všech syn̊u vrcholu v
odtrhni podstromy T ′ určené všemi syny v a vlož je do H
do H vlož strom maj́ıćı jen vrchol v

endif

f(v) := f(v) + a

DELETE(s):
T :=strom v H, který obsahuje vrchol reprezentuj́ıćı s
v :=vrchol stromu T reprezentuj́ıćı s
if v neńı list then
zruš označeńı syn̊u vrcholu v
odtrhni podstromy určené všemi syny vrcholu v a vlož je do H

endif

if v neńı kořen then vyvaz2(T, v) endif

zruš vrchol v

vyvaz2(T, v):
u := otec v
while u je označen do

u′ := otec(u), zruš označeńı u
odtrhni podstrom T ′ určený vrcholem u
vlož T ′ do H, u := u′

enddo

if u neńı kořen T then označ u endif

Všimněme si, že když stromy T1 a T2 maj́ı rank i, pak procedura spoj(T1, T2) vytvoř́ı strom s rankem
i+ 1.

Aby algoritmy pro operace MIN a DELETEMIN byly korektńı, muśıme ukázat, že všechny stromy ve
Fibonacciho haldě H reprezentuj́ıćı množinu S maj́ı rank nejvýše c log(

√
5|S|+ 1). Jen tak zajist́ıme, aby

výsledná halda reprezentovala S, respektive S \ {prvek s nejmenš́ı hodnotou f}.
Operace vyvaz2 zajǐst’uje, že od každého vrcholu stromu r̊uzného od kořene byl v tomto stromě odtržen
podstrom nejvýše jednoho syna – v tom př́ıpadě je tento prvek označen a když se mu odtrhává podstrom
daľśıho syna, bude odtržen i celý podstrom tohoto vrcholu (t́ım se tento vrchol stane kořenem stromu).
Když se později stane tento vrchol zase vrcholem r̊uzným od kořene, celý proces se opakuje.

5.6.5 Složitost operaćı

Naš́ım ćılem bude odhadnout amortizovanou složitost těchto operaćı, protože složitost v nejhorš́ım př́ıpadě
neńı použitelný výsledek. Abychom to mohli udělat, spoč́ıtáme parametry složitosti jednotlivých operaćı:

MERGE – časová složitost O(1), nevzniká žádný nový strom, označené vrcholy se neměńı;
INSERT – časová složitost O(1), přibyl jeden strom, označené vrcholy se neměńı;
MIN – časová složitost O(|H|), po provedeńı operace r̊uzné stromy v haldě maj́ı r̊uzné ranky, označené
vrcholy se neměńı;
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DELETEMIN – časová složitost O(|H|+počet syn̊u v), kde v reprezentoval prvek s nejmenš́ı hodnotou
f . Po provedeńı operace r̊uzné stromy v haldě maj́ı r̊uzné ranky, žádný nový vrchol nebyl označen, některé
označené vrcholy přestaly být označené;
DECREASE – časová složitost O(1+c), kde c je počet vrchol̊u, které přestaly být označené. Bylo přidáno
1 + c nových stromů a byl označen nejvýše jeden vrchol;
INCREASE – časová složitost O(1 + c + d), kde c je počet vrchol̊u, které přestaly být označené, d je
počet syn̊u vrcholu v reprezentuj́ıćıho prvek, jehož hodnota se zvyšuje. Bylo přidáno nejvýše 1 + c + d
nových stromů a byl označen nejvýše jeden vrchol;
DELETE – časová složitost O(1 + c+ d), kde c je počet vrchol̊u, které přestaly být označené, d je počet
syn̊u vrcholu v reprezentuj́ıćıho prvek, který se má odstranit. Bylo přidáno nejvýše c + d nových stromů
a byl označen nejvýše jeden vrchol.

Pro výpočet amortizované složitosti muśıme nejprve navrhnout funkci ohodnocuj́ıćı konfigurace. Při vyšetřováńı
ĺıné implementace binomiálńıch hald se ukázalo, že vhodným ohodnoceńım je počet stromů v haldě. Když
si ale prohlédneme algoritmus pro operaci DECREASE, vid́ıme, že zde je vhodné brát do ohodnoceńı
i počet označených vrchol̊u, a to dokonce tak, aby se pokryl nejen čas, ale i př́ır̊ustek stromů. To vede k
následuj́ıćımu ohodnoceńı konfigurace: ohodnoceńı je počet stromů v konfiguraci plus dvojnásobek počtu
označených vrchol̊u.

Tvrzeńı. Necht’ ρ(n) je maximálńı počet syn̊u vrcholu ve Fibonacciho haldě reprezentuj́ıćı n-prvkovou
množinu. Pak amortizovaná složitost operaćı MERGE, INSERT a DECREASE je O(1) a operaćı
MIN, DELETEMIN, INCREASE a DELETE je O(ρ(n)).

D̊ukaz. Tohle mi v̊ubec neńı jasné, z čeho by mělo plynout.

Abychom spoč́ıtali odhad ρ(n), využijeme toho, že Fibonacciho halda vznikla z prázdné haldy pomoćı
popsaných algoritmů. Nejprve uvedeme jedno technické lemma.

Lemma. Necht’ v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldě a necht’ u je i-tý nejstarš́ı syn vrcholu v. Pak u
má aspoň i− 2 syn̊u.

D̊ukaz. V momentě, kdy se u stával synem v, se aplikovala operace spoj, u a v byly kořeny stromů a měly
stejný počet syn̊u. Podle předpoklad̊u měl vrchol v alespoň i−1 syn̊u (jinak by u nebyl i-tý nejstarš́ı syn),
a protože se od u mohl odtrhnout jen jeden syn, dostáváme, že u muśı mı́t alespoň i− 2 syn̊u.

Tvrzeńı. Necht’ v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldě, který má právě i syn̊u. Pak podstrom určený
vrcholem v má aspoň Fi+2 vrchol̊u.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme indukćı podle maximálńı délky cesty z vrcholu v do některého listu. Tato délka
je 0, právě když v je list. V tom př́ıpadě v nemá syna a podstrom určený vrcholem v má jediný vrchol.
Protože 1 = F2 = F0+2, tvrzeńı plat́ı. Mějme nyńı vrchol v, který má k syn̊u, a necht’ maximálńı délka
cesty z vrcholu v do list̊u je j. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechny vrcholy, pro něž tato délka je
menš́ı než j, tedy plat́ı i pro všechny syny vrcholu v. Pak pro i > 1 má i-tý nejstarš́ı syn vrcholu v podle
předchoźıho lemmatu alespoň i − 2 syn̊u a podle indukčńıho předpokladu podstrom určený t́ımto synem
má alespoň Fi vrchol̊u. Odtud dostáváme, že podstrom určený vrcholem v má alespoň

1 + F2 +
k
∑

i=2

Fi = 1 +
k
∑

i=1

Fi
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vrchol̊u, protože F1 = F2 (na levé straně prvńı 1 je za vrchol v a prvńı F2 je za nejstarš́ı vrchol). Indukćı
pak dostaneme, že

1 +
n
∑

i=1

Fi = Fn+2

pro všechna n ≥ 0. Skutečně, pro n = 0 plat́ı

1 +
0
∑

i=1

Fi = 1 = F2 = F0+2,

pro n = 1 máme

1 +
1
∑

i=1

Fi = 1 + F1 = 2 = F3 = F1+2

a z indukčńıho předpokladu a z vlastnost́ı Fibonacciho č́ısel plyne, že

1 +
n
∑

i=1

Fi = 1 +
n−1
∑

i=1

Fi + Fn = Fn+1 + Fn = Fn+2.

Když shrneme tato fakta, dostáváme, že podstrom určený vrcholem v má alespoň Fi+2 vrchol̊u, a tvrzeńı
je dokázáno.

Pozn. studenta – zde se naprosto ztráćım v toku vzorc̊u. Snad aspoň ṕı̌su dobře, co se snaž́ıme dokazovat.

Lemma. ρ(n) < log2(
√
5n+1)

(log2 3)−1
− 2

D̊ukaz. Vezměme nyńı nejmenš́ı i takové, že n < Fi. Protože posloupnost {Fi}∞i=1 je rostoućı, plyne z
předchoźıho tvrzeńı, že každý vrchol ve Fibonacciho haldě reprezentuj́ıćı n−prvkovou množinu má méně
než i − 2 syn̊u (když vrchol v Fibonacciho haldy má i − 2 syn̊u, pak podstrom vrcholu v reprezentuje
množinu alespoň s Fi prvky). Proto ρ(n) < i− 2. K odhadu velikosti i použijeme explicitńı vzorec pro i-té
Fibonacciho č́ıslo:

Fi =

(

1+
√
5

2

)i −
(

1−
√
5

2

)i

√
5

=
1√
5

(1 +
√
5

2

)i − 1√
5

(1−
√
5

2

)i
.

Protože 0 > 1−
√
5

2
> −3

4
a protože

√
5 > 2, dostáváme, že | 1√

5

(

1−
√
5

2

)i| < 3
8
pro všechna i = 1, 2, . . . , a tedy

1√
5

(1 +
√
5

2

)i − 3

8
< Fi <

1√
5

(1 +
√
5

2

)i
+

3

8
.

Odtud plyne, že když i splňuje

n ≤ 1√
5

(1 +
√
5

2

)i − 3

8
,

pak n < Fi. Převedeńım
3
8
na druhou stranu výrazu, jeho vynásobeńım

√
5 a zlogaritmováńım dostaneme

následuj́ıćı ekvivalenci:

log2(
√
5n+

3
√
5

8
) ≤ i log2

(1 +
√
5

2

)

⇔ n ≤ 1√
5

(1 +
√
5

2

)i − 3

8
.
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Z 3
√
5

8
< 1 a z 3

2
< 1+

√
5

2
plyne, že

log2(
√
5n+ 3

√
5

8
)

log2
1+

√
5

2

<
log2(

√
5n+ 1)

log2
3
2

.

Tedy plat́ı následuj́ıćı implikace

log2(
√
5n+ 1)

log2
3
2

< i =⇒ log2(
√
5n+ 3

√
5

8
)

log2
(

1+
√
5

2

)
< i.

Proto když log2(
√
5n+1)

log2 3−1
< i, pak n < Fi, a tedy ρ(n) < i− 2.

Výsledky shrneme do následuj́ıćı věty:

Věta. Ve Fibonacciho haldě, která reprezentuje n-prvkovou množinu, má každý vrchol stupeň menš́ı než

log2(
√
5n+ 1)

(log2 3)− 1
− 2.

Amortizovaná složitost operaćı INSERT, MERGE a DECREASE je O(1) a amortizovaná složitost
operaćı MIN, DELETEMIN, INCREASE a DELETE je O(log n). Operace MIN a DELETEMIN
jsou korektńı.

Pro úplnost dokážeme, že Fi =

(

1+
√

5
2

)i

−
(

1−
√
5

2

)i

√
5

.

D̊ukaz. Pro i = 1 plat́ı

(

1+
√
5

2

)1 −
(

1−
√
5

2

)1

√
5

=
1 +

√
5− 1 +

√
5

2
√
5

=
2
√
5

2
√
5
= 1 = F1.

Pro i = 2 plat́ı

(

1+
√
5

2

)2 −
(

1−
√
5

2

)2

√
5

=
1 + 2

√
5 + 5− 1 + 2

√
5− 5

4
√
5

=
4
√
5

4
√
5
= 1 = F2.

Indukčńı krok:

(

1+
√
5

2

)i −
(

1−
√
5

2

)i

√
5

=

(

1+
√
5

2

)i−2(1+
√
5

2

)2 −
(

1−
√
5

2

)i−2(1−
√
5

2

)2

√
5

=

(

1+
√
5

2

)i−2(3+
√
5

2

)

−
(

1−
√
5

2

)i−2(3−
√
5

2

)

√
5

=

(

1+
√
5

2

)i−2(
1 + 1+

√
5

2

)

−
(

1−
√
5

2

)i−2(
1 + 1−

√
5

2

)

√
5

=

(

1+
√
5

2

)i−2
+
(

1+
√
5

2

)i−1 −
(

1−
√
5

2

)i−2 −
(

1−
√
5

2

)i−1

√
5

=

(

1+
√
5

2

)i−2 −
(

1−
√
5

2

)i−2

√
5

+

(

1+
√
5

2

)i−1 −
(

1−
√
5

2

)i−1

√
5

= Fi−2 + Fi−1 = Fi.

Tedy indukćı dostáváme požadovaný vztah.
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5.6.6 Aplikace

Vrát́ıme se k Dijkstrově algoritmu. Množinu U budeme reprezentovat pomoćı Fibonacciho haldy. Protože
ohodnoceńı je nezáporné a ohodnoceńı počátečńı haldy je 0, dává odhad amortizované složitosti také odhad
časové složitosti (viz odstavec IV.). Proto Dijkstr̊uv algoritmus s použit́ım Fibonacciho haldy vyžaduje v
nejhorš́ım př́ıpadě čas O(|X|(1 + log |X|) + |R|) = O(|R| + |X| log |X|). Stejný výsledek dostaneme i pro
konstrukci nejmenš́ı napnuté kostry grafu.

Otázka je, kdy v Dijkstrově algoritmu nebo v algoritmu konstruuj́ıćım nejmenš́ı napnutou kostru použ́ıt
Fibonacciho haldu a kdy např. d-regulárńı haldy. Lze ř́ıci, že Fibonacciho halda by měla být výrazně lepš́ı
pro větš́ı, ale ř́ıdké grafy (tj. grafy s malým počtem hran). Dá se předpokládat, že d-regulárńı haldy budou
lepš́ı (d́ıky svým jednodušš́ım algoritmům) pro husté grafy (tj. grafy, kde počet hran je |X|1+ε pro vhodné
ε > 0). Problém je, pro které hodnoty nastává zlom. Nev́ım o žádných experimentálńıch ani teoretických
výsledćıch tohoto typu.

5.6.7 Historický přehled

Binárńı neboli 2-regulárńı haldy zavedl Williams 1964. Jejich zobecněńı na d-regulárńı haldy pocháźı od
Johnsona 1975. Leftist haldy definoval Crane 1972 a detailně popsal Knuth 1975. Binomiálńı haldy navrhnl
Vuillemin 1978, Brown 1978 je implementoval a prokázal jejich praktickou použitelnost. Fibonacciho haldy
byly zavedeny Fredmanem a Tarjanem 1987.

6 Tř́ıdićı algoritmy

Pozn. studenta – zde jsem to již vzdal; tedy zbytek skript je téměř neupraven. Možná se k tomu někdy
dostanu.

Jednou z nejčastěji řešených úloh při práci s daty je setř́ıděńı posloupnosti prvk̊u nějakého typu. Proto
velká pozornost byla a je věnována tř́ıdićım algoritmům řeš́ıćım tuto úlohu, která svým charakterem a
svými požadavky na algoritmy je řazena do datových struktur. Byla navržena řada algoritmů, které se
stále ještě analyzuj́ı a optimalizuj́ı. Analýzy jsou velmi detailńı a algoritmy se studuj́ı za r̊uzných vstupńıch
předpoklad̊u. Kromě toho tř́ıděńı je jedna z mála úloh, pro kterou alespoň za jistých předpoklad̊u umı́me
spoč́ıtat dolńı odhad složitosti.

Formulace úlohy:
Necht’ U je totálně uspořádané univerzum.
Vstup: Prostá posloupnost {a1, a2, . . . , an} prvk̊u z univerza U .
Výstup: Rostoućı posloupnost {b1, b2, . . . , bn} taková, že {ai | i = 1, 2, . . . , n} = {bi | i = 1, 2, . . . , n}.
Tento problém se nazývá tř́ıděńı. V praxi se setkáváme s řadou jeho modifikaćı, a nichž asi nejběžněǰśı
je vynecháńı předpokladu, že vstupem je prostá posloupnost. Pak jsou dvě varianty řešeńı – bud’ se ve
výstupńı posloupnosti odstrańı duplicity nebo výstupńı posloupnost zachová četnost prvk̊u ze vstupńı
posloupnosti.

Základńı algoritmy, které řeš́ı tř́ıdićı problém, jsou QUICKSORT, MERGESORT a HEAPSORT.

6.0.8 HEAPSORT

S algoritmem HEAPSORT jsme se seznámili při aplikaćıch hald. Byl to prvńı algoritmus použ́ıvaj́ıćı
haldy (binárńı regulárńı haldy byly definovány právě při návrhu HEAPSORTU). Pod́ıváme se detailněji
na jednu z jeho implementaćı, která tř́ıd́ı takzvaně na mı́stě.
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Tř́ıdićı algoritmy se často použ́ıvaj́ı jako podprocedura při řešeńı jiných úloh. V takovém př́ıpadě je ob-
vykle vstupńı posloupnost uložena v poli v pracovńı paměti programu a požadavkem je setř́ıdit ji bez
použit́ı daľśı paměti pouze s výjimkou omezeného (malého) počtu pomocných proměnných. Pro řešeńı to-
hoto problému se hod́ı HEAPSORT. Zvoĺıme implementaci HEAPSORTU pomoćı d-regulárńıch hald,
které jsou reprezentovány polem, v němž je uložena vstupńı posloupnost (viz odstavec Aplikace v kapitole
o d-regulárńıch haldách). Použijeme algoritmus s jedinou změnou – budeme požadovat duálńı podmı́nku
na uspořádáńı (to znamená, že prvek reprezentovaný vrcholem bude menš́ı než prvek reprezentovaný jeho
otcem) a nahrad́ıme operace MIN a DELETEMIN operacemi MAX a DELETEMAX. V algoritmu
vždy umı́st́ıme odebrané maximum na mı́sto prvku v posledńım listu haldy (tj. prvku, který ho při op-
eraci DELETEMAX nahradil) mı́sto toho, abychom ho vložili do výstupńı posloupnosti. Muśıme si
ale pamatovat, kde v poli konč́ı reprezentovaná halda. Každá aplikace operace DELETEMAX zkrát́ı
počátečńı úsek pole reprezentuj́ıćıho haldu o jedno mı́sto a zároveň o toto mı́sto zvětš́ı druhou část, ve
které je uložena již setř́ıděná část posloupnosti.

HEAPSORTU je stále věnována velká pozornost a bylo navrženo několik jeho modifikaćı, snaž́ıćıch se
např. minimalizovat počet porovnáńı prvk̊u apod.

6.0.9 MERGESORT

Nejstarš́ı z uvedených algoritmů je MERGESORT, který je starš́ı než je poč́ıtačová éra, nebot’ některé
jeho verze se použ́ıvaly už při mechanickém tř́ıděńı. Poṕı̌seme jednu jeho iteračńı verzi, tzv. přirozený
MERGESORT.

MERGESORT(a1, a2, . . . , an):
Q je prázdná fronta, i = 1
while i ≤ n do
j := i
while i < n a ai+1 > ai do i := i+ 1 enddo
posloupnost P = (aj, aj+1, . . . , ai) vlož do Q
i := i+ 1

enddo
while |Q| > 1 do
vezmi P1 a P2 dvě posloupnosti z vrcholu Q
odstraň P1 a P2 z Q
MERGE(P1, P2) vlož na konec Q

enddo
Výstup: posloupnost z Q

MERGE(P1 = (a1, a2, . . . , an), P2 = (b1, b2, . . . , bm)):
P := je prázdná posloupnost, i := 1, j := 1, k := 1
while i ≤ n a j ≤ m do
if ai < bj then
ck := ai, i := i+ 1, k := k + 1

else
ck := bj, j := j + 1, k := k + 1

endif
enddo
while i ≤ n do
ck := ai, i := i+ 1, k := k + 1

enddo
while j ≤ m do
ck := bj, j := j + 1, k := k + 1

143



enddo
Výstup: P = (c1, c2, . . . , cn+m)

Všimněme si, že všechny posloupnosti v Q jsou rostoućı a že sjednoceńım všech jejich prvk̊u je vždy na
začátku běhu cyklu while |Q| > 1 do množina {ai | i = 1, 2, . . . , n}. Protože počet posloupnost́ı ve frontě
Q je nejvýše roven délce vstupńı posloupnosti a každý pr̊uběh tohoto cyklu zmenš́ı jejich počet o 1, je
algoritmus MERGESORT korektńı.

Spoč́ıtáme časovou složitost MERGESORTU. Nejprve vyšetř́ıme složitost podprocedury MERGE.
Protože určeńı prvku ck vyžaduje čas O(1) (provede se nejvýše jedno porovnáńı) a protože maximálńı
hodnota k je n + m, dostáváme, že podprocedura MERGE vyžaduje čas O(n + m) (nejvýše n + m
porovnáńı), kde n a m jsou délky vstupńıch posloupnost́ı.

Nyńı vypočteme složitost hlavńı procedury. Zřejmě prvńı cyklus vyžaduje lineárńı čas. Vyšetř́ıme druhý
cyklus prob́ıhaj́ıćı přes frontu Q. Předpokládejme, že před prvńım během tohoto cyklu je na vrcholu Q
speciálńı znak ♮, který se vždy pouze přenese z vrcholu Q na jej́ı konec. Protože mezi dvěma přenosy
♮ projde každý prvek vstupńı posloupnosti podprocedurou MERGE právě jednou, vyžaduj́ı jednotlivé
běhy cyklu čas O(n), kde n je délka vstupńı posloupnosti (a zároveň součet všech délek posloupnost́ı v
Q). Všechny posloupnosti v Q maj́ı na počátku délku ≥ 1. Odtud jednoduchou indukćı dostaneme, že
po i-tém přenosu znaku ♮ maj́ı délku ≥ 2i−1. Proto počet přenos̊u je nejvýše ⌈log2 n⌉, a tedy algoritmus
MERGESORT vyžaduje čas O(n log n) (provede se nejvýše n log n porovnáńı).

Vzhledem k počtu porovnáńı je MERGESORT optimálńı tř́ıdićı algoritmus. Nav́ıc v této verzi je adap-
tivńı na předtř́ıděné posloupnosti, které maj́ı jen malý počet dlouhých setř́ıděných úsek̊u (běh̊u). Při
konstantńım počtu běh̊u má složitost O(n). Jiná jeho verze, která zač́ıná sléváńı vždy od jednoprvkových
posloupnost́ı (tzv. př́ımý MERGESORT) tuto vlastnost nemá.

6.0.10 QUICKSORT

Nyńı poṕı̌seme patrně v̊ubec nejpouž́ıvaněǰśı tř́ıdićı algoritmus, kterým je QUICKSORT. Důvodem je, že
pro obecnou posloupnost je nejrychleǰśı, při rovnoměrném rozložeńı vstupńıch polsoupnost́ı má nejmenš́ı
očekávaný čas.

Quick(ai, ai+1, . . . , aj):
if i = j then
Výstup: (ai)

else
zvol k takové, že i ≤ k ≤ j, a := ak, vyměň ai a ak, l := i+ 1, q := j
while true do
while al < a do l := l + 1 enddo
while aq > a do q := q − 1 enddo
if l ≥ q then
exit

else
vyměň al a aq, l := l + 1, q := q − 1

endif
enddo
if i+ 1 = l then
Výstup(a,Quick(aq+1, aq+2, . . . , aj))

else
if j = q then
Výstup(Quick(ai+1, ai+2, . . . , al−1), a)

else
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Výstup(Quick(ai+1, ai+2, . . . , al−1), a,Quick(aq+1, . . . , aj))
endif

endif
endif

QUICKSORT(a1, a2, . . . , an):
Výstup(Quick(a1, a2, . . . , an)) Algoritmus Quick setř́ıd́ı posloupnost (ai, ai+1, . . . , aj) tak, že pro prvek
a = ak vytvoř́ı posloupnost (ai, ai+1, . . . , al−1) všech prvk̊u menš́ıch než a a posloupnost (aq+1, . . . , aj)
všech prvk̊u větš́ıch než a. Na tyto posloupnosti pak zavolá sám sebe a do výsledné posloupnosti ulož́ı
nejprve setř́ıděnou prvńı posloupnost, pak prvek a a nakonec setř́ıděnou druhou posloupnost. Korektnost
procedury Quick i algoritmu QUICKSORT je tedy zřejmá, protože l ≤ j a i ≤ q.

Procedura Quick bez rekurzivńıho voláńı vyžaduje čas O(j− i). Tedy kdyby ak byl medián (tj. prostředńı
prvek) posloupnosti (ai, ai+1, . . . , aj), pak by algoritmus QUICKSORT v nejhorš́ım př́ıpadě vyžadoval
čas O(n log n). Jak uvid́ıme později, medián lze sice nalézt v lineárńım čase, ale použit́ı jakékoli procedury
pro jeho nalezeńı má za následek, že algoritmy MERGESORT a HEAPSORT budou rychleǰśı (nikoliv
asymptoticky, ale multiplikativńı konstanta bude v tomto př́ıpadě vysoká). Proto je třeba vybrat prvek
ak (tzv. pivot) co nejrychleji. Původně se bral prvńı nebo posledńı prvek posloupnosti. Při této volbě a
při rovnoměrném rozděleńı vstup̊u je očekávaný čas QUICKSORTU O(n log n) a algoritmus je obvykle
rychleǰśı než MERGESORT a HEAPSORT. Avšak čas v nejhorš́ım př́ıpadě je kvadratický a dokonce
pro určitá rozděleńı vstupńıch dat je i očekávaný čas kvadratický. Proto tuto volbu pivota neńı vhodné
použ́ıvat pro úlohy, kdy neznáme rozděleńı vstupńıch dat (mohlo by se stát, že je nevhodné). Jednoduše to
lze napravit tak, že budeme volit k náhodně. Bohužel použit́ı pseudonáhodného generátoru také vyžaduje
jistý čas, a pak už by algoritmus zase nemusel být rychleǰśı než algoritmyMERGESORT aHEAPSORT
(nav́ıc takto náhodně zvolený prvek neńı skutečně náhodný, ale to v tomto př́ıpadě nevad́ı). Důsledkem je
návrh vyb́ırat pivota jako medián ze tř́ı nebo pěti pevně zvolených prvk̊u posloupnosti. Praxe ukázala, že
tento výběr pivota je nejpraktičtěǰśı, dá se provést rychle a zajǐst’uje dostatečnou náhodnost.

Protože při každém voláńı má Quick jako argument kratš́ı vstupńı posloupnost, lze ukázat, že:

1. při každé volbě pivota je nejhorš́ı čas algoritmu QUICKSORT O(n2),

2. pokud je pivot vybrán jednoduchým a rychlým zp̊usobem (to plat́ı, i když se voĺı náhodně), pak
existuj́ı vstupńı posloupnosti, které vyžaduj́ı čas O(n2),

3. očekávaný čas je O(n log n).

Následná analýza očekávaného př́ıpadu je pro náhodně zvoleného pivota (bez daľśıho předpokladu na
vstupńı data) nebo pro př́ıpad, kdy pivot je pevně zvolen a data jsou rovnoměrně rozdělena.

Ukážeme dva zp̊usoby výpočty očekávaného času. Jeden je založen na několika jednoduchých pozorováńıch
a neńı v něm mnoho poč́ıtáńı, druhý na rekurzivńım výpočtu. Ten je početně náročněǰśı, ale postup je
standardńı. Hlavńı idea v obou př́ıpadech spoč́ıvá v tom, že očekávaný čas algoritmu QUICKSORT
je úměrný očekávanému počtu porovnáńı v algoritmu QUICKSORT. Tento fakt plyne př́ımo z popisu
algoritmu. Budeme tedy poč́ıtat očekávaný počet porovnáńı pro algoritmus QUICKSORT.

Prvńı zp̊usob výpočtu:
Každé dva prvky ai a aj algoritmus QUICKSORT porovná při tř́ıděńı posloupnosti (a1, a2, . . . , an)
nejvýše jednou, přičemž když porovnává ai a aj, pak pro nějaký běh podprocedury Quick je ai nebo aj
pivot, ale v předchoźıch běźıchQuick ai ani aj nebyl pivotem (protože pivot je vždy vyřazen z následuj́ıćıch
voláńı této podprocedury).

Necht’ (b1, b2, . . . , bn) je výsledná posloupnost. Označme Xi,j boolskou proměnou, která má hodnotu 1,
když QUICKSORT provedl porovnáńı mezi prvky bi a bj, a jinak má hodnotu 0. Předpokládejme, že je
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to náhodná veličina. Když pi,j je pravděpodobnost, že Xi,j = 1, pak očekávaná hodnota Xi,j je

E(Xi,j) = 0(1− pi,j) + 1pi,j = pi,j.

Protože počet porovnáńı při běhu algoritmu QUICKSORT je

n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

Xi,j

a protože očekávaná hodnota součtu náhodných proměnných je součtem očekávaných hodnot, dostáváme,
že očekávaný počet porovnáńı v algoritmu QUICKSORT je

n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

E(Xi,j) =
n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

pi,j .

Abychom spoč́ıtali pi,j, poṕı̌seme chováńı algoritmu QUICKSORT pomoćı modifikace stromu výpočtu.
Bude to binárńı strom, v němž každý vrchol odpov́ıdá jednomu běhu podprocedury Quick. Vrchol v bude
vnitřńım vrcholem, když odpov́ıdaj́ıćı podprocedura volila pivota, a tento pivot bude ohodnoceńım v. V
podstromu levého syna vrcholu v budou právě všechna následuj́ıćı rekurzivńı voláńı podprocedury Quick
nad část́ı posloupnosti, která předcháźı pivotu. Analogicky v podstromu pravého syna vrcholu v budou
právě všechna následuj́ıćı rekurzivńı voláńı procedury Quick nad část́ı posloupnosti, která následuje po
pivotu. Listy stromu odpov́ıdaj́ı voláńı procedury Quick nad jednoprvkovými posloupnostmi a každý
takový jednotlivý prvek ohodnocuje př́ıslušný list. Když vrchol v odpov́ıdá voláńı Quick nad posloup-
nost́ı (ai, ai+1, . . . , aj), pak vrcholy v podstromu levého syna v jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti
(ai, ai+1, . . . , al−1) a vrcholy v podstromu pravého syna vrcholu v jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti
(aq+1, . . . , aj) (po přerovnáńı). Dále plat́ı {al | i ≤ l ≤ j} = {bl | i ≤ l ≤ j}.
Oč́ıslujeme vrcholy tohoto stromu prohledáváńım do š́ı̌rky za předpokladu, že levý syn vrcholu předcháźı
pravému synu. Necht’ (c1, c2, . . . , cn) je posloupnost prvk̊u {ai | 1 ≤ i ≤ n} v pořad́ı daném t́ımto
oč́ıslováńım. Pak plat́ı, že Xi,j = 1, právě když prvńı prvek v posloupnosti (c1, c2, . . . , cn) z množi-
ny {bl | i ≤ l ≤ j} je bud’ bi nebo bj. Pravděpodobnost tohoto jevu je 2

j−i+1
, tedy pi,j = 2

j−i+1
pro

1 ≤ i < j ≤ n. Odtud očekávaný počet porovnáńı v algoritmu QUICKSORT je

n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

pi,j =
n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

2

j − i+ 1
=

n
∑

i=1

n−i+1
∑

k=2

2

k
≤ 2n(

n
∑

k=2

1

k
) ≤ 2n

∫ n

1

1

x
dx = 2n lnn.

Druhý zp̊usob výpočtu:
Označme QS(n) očekávaný počet porovnáńı provedených algoritmem QUICKSORT při tř́ıděńı n-členné
posloupnosti. Pak plat́ı

QS(0) = QS(1) = 0 a

QS(n) =
1

n

(

n−1
∑

k=0

n− 1 +QS(k) +QS(n− k − 1)
)

= n− 1 +
2

n
(
n−1
∑

k=0

QS(k)).

Z toho dostáváme, že

nQS(n) = n(n− 1) + 2
n−1
∑

k=0

QS(k).

Přeṕı̌seme ještě jednou tuto rovnici s n+ 1 mı́sto n:

(n+ 1)QS(n+ 1) = (n+ 1)n+ 2
n
∑

k=0

QS(k).
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Od této rovnice odečteme rovnici předchoźı a po jednoduché úpravě źıskáme rekurentńı vztah

QS(n+ 1) =
2n

n+ 1
+
n+ 2

n+ 1
QS(n).

Postupným dosazováńım dostaneme řešeńı

QS(n) =
n
∑

i=2

n+ 1

i+ 1

2(i− 1)

i
≤ 2(n+ 1)

(

n
∑

i=2

1

i+ 1

)

= 2(n+ 1)
(

n+1
∑

i=3

1

i

)

=

2(n+ 1)
(

n+1
∑

i=2

1

i
− 1

2

)

≤ 2(n+ 1)
(

(

∫ n+1

i=1

1

x
dx)− 1

2

)

=

2n ln(n+ 1) + 2 ln(n+ 1)− n− 1.

Pro dostatečně velká n tedy plat́ı

2n ln(n+ 1) + 2 ln(n+ 1)− n ≤ 2n lnn.

6.0.11 Porovnáńı tř́ıdićıch algoritmů

Nyńı porovnáme složitost algoritmůHEAPSORT,MERGESORT,QUICKSORT,A-sort (byl popsán
v kapitole o (a, b)−stromech), SELECTIONSORT a INSERTIONSORT. Připomeňme si, že SELEC-
TIONSORT tř́ıd́ı posloupnost tak, že jedńım pr̊uchodem nalezne jej́ı nejmenš́ı prvek, který vyřad́ı a vlož́ı
do výsledné posloupnosti (ve verzi, která tř́ıd́ı na mı́stě, ho vyměńı s levým krajńım prvkem pole). Tento
proces pak opakuje se zbytkem p̊uvodńı posloupnosti. Tato idea byla základem algoritmu HEAPSORT.
INSERTIONSORT tř́ıd́ı tak, že do již setř́ıděného začátku posloupnosti vkládá daľśı prvek, který pomoćı
výměn zařad́ı na správné mı́sto, a tento proces (zač́ıná druhým prvkem zleva) opakuje.

QUICKSORT v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas Θ(n2), očekávaný čas je 9n log n, v nejhorš́ım př́ıpadě
provád́ı n2

2
porovnáńı, očekávaný počet porovnáńı je 1.44n log n. Potřebuje n + log n + konst paměti,

použ́ıvá př́ımý př́ıstup k paměti a neńı adaptivńı na předtř́ıděné posloupnosti.
HEAPSORT v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas 20n log n, očekávaný čas je ≤ 20n log n, v nejhorš́ım i
v očekávaném př́ıpadě provád́ı 2n log n porovnáńı. Potřebuje n + konst paměti, použ́ıvá př́ımý př́ıstup k
paměti a neńı adaptivńı na předtř́ıděné posloupnosti.
MERGESORT v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas 12n log n, očekávaný čas je ≤ 12n log n, v nejhorš́ım i
v očekávaném př́ıpadě provád́ı n log n porovnáńı (nejmenš́ı možný počet). Potřebuje 2n + konst paměti,
použ́ıvá sekvenčńı př́ıstup k paměti a má verzi, která je adaptivńı na předtř́ıděné posloupnosti s malým
počtem běh̊u.
A-sort v nejhorš́ım př́ıpadě i v očekáném př́ıpadě vyžaduje čas O(n log F

n
), kde F je počet inverźı ve vstupńı

posloupnosti, v nejhorš́ım i v očekávaném př́ıpadě provád́ı O(n log F
n
) porovnáńı. Potřebuje 5n + konst

paměti, použ́ıvá př́ımý př́ıstup k paměti a je adaptivńı na předtř́ıděné posloupnosti s malým počtem in-
verźı.
SELECTIONSORT v nejhorš́ım i v očekávaném př́ıpadě vyžaduje čas 2n2, počet porovnáńı v nejhorš́ım
i v očekávaném př́ıpadě je n2

2
. Potřebuje n+konst paměti, použ́ıvá př́ımý př́ıstup k paměti a neńı adaptivńı

na předtř́ıděné posloupnosti.
INSERTIONSORT v nejhorš́ım i v očekávaném př́ıpadě vyžaduje čas O(n2), počet porovnáńı v ne-
jhorš́ım př́ıpadě je n2

2
, v očekávaném př́ıpadě n2

4
. Potřebuje n + konst paměti, použ́ıvá sekvenčńı př́ıstup

k paměti a má verzi, která je adaptivńı na předtř́ıděné posloupnosti s malým počtem inverźı.

Prezentované výsledky byly spoč́ıtány pro model RAM (viz Mehlhorn 1984).

Očekávaný čas pro HEAPSORT je prakticky stejný jako jeho nejhorš́ı čas. Byly navrženy verze, které
optimalizuj́ı počet porovnáńı, ale většinou maj́ı větš́ı nároky na čas, a proto až na výjimky nejsou pro
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praktické použit́ı vhodné. Situace pro MERGESORT je komplikovaněǰśı, hodně záviśı na konkrétńı
verzi algoritmu. Algoritmus MERGESORT je nejvhodněǰśı pro exterńı paměti se sekvenčńım př́ıstupem
k dat̊um, pro interńı pamět’ kv̊uli velké prostorové náročnosti neńı doporučován (je např. dvojnásobná
proti HEAPSORTU a téměř dvojnásobná proti QUICKSORTU). Také se hod́ı pro návrh paralelńıch
algoritmů. Pro tř́ıděńı krátkých posloupnost́ı je doporučováno mı́sto QUICKSORTU pro posloupnosti
délky ≤ 22 použ́ıt SELECTIONSORT a pro posloupnosti délky ≤ 15 INSERTIONSORT. To vede k
návrhu optimalizovanéh QUICKSORTU, který, když volá rekurzivně sám sebe na krátkou posloupnost,
pak použije SELECTIONSORT nebo INSERTIONSORT. V algoritmu A-sort se doporučuje použ́ıt
(2, 3)-strom. Poměr čas̊u spotřebovaných algoritmy QUICKSORT, MERGESORT a HEAPSORT na
klasických poč́ıtač́ıch uvád́ı Mehlhorn (1984) jako 1 : 1.33 : 2.22. To však nemuśı být pravda pro současné
procesory, paměti a operačńı systémy.

6.0.12 Sléváńı nestejně dlouhých posloupnost́ı

V algoritmu MERGESORT jsme použili frontu, která ř́ıdila proces slučováńı rostoućıch posloupnost́ı.
Tato metoda je uspokojuj́ıćı a dává optimálńı výsledek (ve smyslu časové náročnosti), pokud posloupnosti
ve frontě jsou stejně dlouhé. Pokud se ale jejich délky hodně lǐśı, nedosáhneme t́ımto zp̊usobem optimálńıho
výsledku. Přitom r̊uzné verze tohoto problému se vyskytuj́ı v mnoha úlohách. Jednou z prvńıch úloh, kde
jsme se s ńım setkali, je konstrukce Huffmanova kódu – to je minimálńı redundantńı kód, který byl nalezen
v roce 1952. K optimálńımu řešeńı vede např. postup, který je kombinaćı ‘mergeováńı’ a optimalizace a
použ́ıvá metody dynamického programováńı. Nejprve formálně poṕı̌seme abstraktńı verzi tohoto problému.

Vstup: Množina rostoućıch navzájem disjunktńıch posloupnost́ı.
Úkol: Pomoćı operace MERGE co nejrychleji spojit všechny tyto posloupnosti do jediné rostoućı posloup-
nosti.

Předpokládejme, že máme postup, který z daných rostoućıch posloupnost́ı vytvoř́ı jedinou rostoućı po-
sloupnost. Tento postup určuje úplný binárńı strom T , jehož listy jsou ohodnoceny vstupńımi posloupnos-
tmi a každý vnitřńı vrchol je ohodnocen posloupnost́ı, která je sloučeńım vstupńıch posloupnost́ı ohod-
nocuj́ıćıch listy v podstromu určeném t́ımto vrcholem. Tedy kořen je ohodnocen výstupńı posloupnost́ı.
Formálně pro každý vnitřńı vrchol v plat́ı:

1. ””když v1 a v2 jsou synové v a P (v) je posloupnost ohodnocuj́ıćı vrchol v, pak
P (v) =MERGE(P (v1), P (v2)).

Označme l(P ) délku posloupnosti P . Pak součet čas̊u, které v tomto procesu vyžaduje podprocedura
MERGE, je O(

∑{l(P (v)) | v je vnitřńı vrchol stromu T}). Indukćı lehce dostaneme, že

∑

{l(P (v)) | v vnitřńı vrchol stromu T} =
∑

{t je list T}
d(t)l(P (t)),

kde d(t) je hloubka listu t.

Když tedy T je úplný binárńı strom, jehož listy jsou ohodnoceny navzájem disjunktńımi rostoućımi
posloupnostmi, pak následuj́ıćı algoritmus Slevani spoj́ı tyto posloupnosti do jediné rostoućı posloup-
nosti a procedury MERGE budou vyžadovat celkový čas

O(
∑

{t je list T}
d(t)l(P (t))).

Slevani(T, {P (l) | l je list T})
while P (kořen T ) neńı definováno do
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v := vrchol T takový, že P (v) neńı definováno a
pro oba syny v1 a v2 vrcholu v jsou P (v1) a P (v2) definovány
P (v) :=MERGE(P (v1), P (v2))

enddo Nyńı můžeme přeformulovat p̊uvodńı problém:
Vstup: n č́ısel x1, x2, . . . , xn
Výstup: úplný binárńı strom T s n listy a bijekce φ z množiny {1, 2, . . . , n} do list̊u T taková, že
∑n

i=1 d(φ(i))xi je minimálńı (kde d(φ(i)) je hloubka listu φ(i)).
Řekneme, že dvojice (T, φ) je optimálńı strom vzhledem k x1, x2, . . . , xn.

V přeformulováné úloze už nepracujeme s posloupnostmi, ale jen s jejich délkami. To znamená, že když pro
p̊uvodńı úlohu byly vstupem posloupnosti P1, P2, . . . , Pn, pak pro přeformulovanou úlohu jsou vstupem jen
délky l(P1), l(P2), . . . , l(Pn). Strom vytvořený pro přeformulovanou úlohu je použit v algoritmu Slevani
tak, že posloupnost Pi ohodnocuje list, který byl v přeformulované úloze ohodnocen délkou l(Pi), a hledaná
posloupnost v p̊uvodńı úloze ohodnocuje kořen stromu.

Mějme množinu {xi | i = 1, 2, . . . , n}. Pro úplný binárńı strom T s n listy a bijekci φ z množiny {1, 2, . . . , n}
do list̊u stromu T definujme

Cont(T, φ) =
n
∑

i=1

d(φ(i))xi,

kde d(φ(i)) je hloubka listu φ(i), tj. délka cesty z kořene do listu φ(i) pro i = 1, 2, . . . , n. Chceme zkon-
struovat úplný binárńı strom s n listy, který minimalizuje hodnotu Cont. K řešeńı použijeme následuj́ıćı
algoritmus, který je upravenou verźı hladového algoritmu pro náš problém.

Optim(x1, x2, . . . xn):
V je množina n jednoprvkových stromů
φ je bijekce mezi {1, 2, . . . , n} a množinou V
for every v ∈ V do c(v) := xφ−1(v) enddo
while |V | > 1 do
vezmi z V dva stromy v1 a v2 s nejmenš́ım ohodnoceńım
odstraň je z V
vytvoř nový strom v spojeńım stromů v1 a v2
c(v) := c(v1) + c(v2), strom v vlož do V

enddo
Výstup: (T, φ), kde T je strom v množině V

Vytvořeńı nového stromu v spojeńım stromů v1 a v2 znamená vytvořeńı nového vrcholu, který bude
kořenem stromu v a jehož synové budou kořeny stromů v1 a v2. To je analogické proceduře spoj.

Věta. Pro danou posloupnost č́ısel (x1, x2, . . . , xn) algoritmusOptim nalezne optimálńı strom pro množinu
x1, x2, . . . , xn a pokud je posloupnost (x1, x2, . . . , xn) neklesaj́ıćı, pak vyžaduje čase O(n).

D̊ukaz. Důkaz má dvě části. V prvńı dokážeme korektnost algoritmu a ve druhé poṕı̌seme reprezentaci
množiny V a vypočteme časovou složitost.

Nejprve připomeňme, že φ(i) je list T pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n}. Protože na začátku V obsahuje jen
jednoprvkové stromy, tak tvrzeńı plat́ı. Každý běh cyklu while do zmenš́ı počet stromů V o jeden, ale
nezměńı množinu list̊u. Proto T je strom s n listy, φ je bijekce z {1, 2, . . . , n} do množiny list̊u T a algoritmus
vždy konč́ı. Dokážeme indukćı podle n, že zkonstruovaná dvojice (T, φ) je optimálńı strom vzhledem k
(x1, x2, . . . , xn). Když n = 2, tvrzeńı zřejmě plat́ı. Předpokládejme, že plat́ı pro každou posloupnost č́ısel
(y1, y2, . . . ,yn−1), a necht’ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn je neklesaj́ıćı posloupnost č́ısel. Bez újmy na obecnosti
můžeme předpokládat, že v prvńım kroku algoritmus Optim zvolil stromy φ(1) a φ(2). Uvažujme množinu
(y1, y2, . . . , yn−1), kde yi = xi+2 pro i = 1, 2, . . . , n − 2, yn−1 = x1 + x2. Necht’ T ′ je strom źıskaný
ze stromu T odstraněńım list̊u φ(1) a φ(2) a necht’ ψ je bijekce z množiny {1, 2, . . . , n − 1} taková, že
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ψ(i) = φ(i+2) pro i = 1, 2, . . . , n−2 a ψ(n−1) je otec listu φ(1). Pak můžeme předpokládat, že algoritmus
Optim(y1, y2, . . . , yn−1) zkonstruoval strom (T ′, ψ), a podle indukčńıho předpokladu je to optimálńı strom
pro (y1, y2, . . . , yn−1). Necht’ (U, θ) je optimálńı strom vzhledem k (x1, x2, . . . , xn). Zvolme vnitřńı vrchol u
stromu U takový, že délka cesty z kořene do vrcholu u je největš́ı mezi všemi vnitřńımi vrcholy stromu U .
Necht’ u1 a u2 jsou synové u, pak nutně u1 a u2 jsou listy stromu U . Necht’ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} takové, že
θ(i) = u1, θ(j) = u2. Po eventuálńım přejmenováńı můžeme předpokládat, že když i, j ∈ {1, 2}, pak i = 1
a j = 2. Definujme η z {1, 2, . . . , n} do list̊u U tak, že η(1) = u1, η(2) = u2, η(i) = θ(1), η(j) = θ(2) a
η(k) = θ(k) pro všechna k ∈ {3, 4, . . . , n} \ {i, j}. Pak η je bijekce a

Cont(U, η)− Cont(U, θ) = (d(u1)− d(θ(1))(x1 − xi) + (d(u2)− d(θ(2))(x2 − xj).

Z volby u plyne, že d(u1) ≥ d(θ(1)), d(u2) ≥ d(θ(2)), x1 ≤ xi a x2 ≤ xj. Odtud

(d(u1)− d(θ(1))(x1 − xi) + (d(u2)− d(θ(2))(x2 − xj) ≤ 0

a protože (U, θ) je optimálńı strom pro (x1, x2, . . . , xn), dostáváme, že (U, η) je také optimálńı strom pro
(x1, x2, . . . , xn). Odstraněńım list̊u u1 a u2 ze stromu U dostaneme strom U ′. Definujme τ z {1, 2, . . . , n−1}
předpisem τ(i) = η(i + 2) pro i = 1, 2, . . . , n − 2 a τ(n − 1) = u. Pak τ je bijekce z {1, 2, . . . , n − 1} do
množiny list̊u U ′ a protože (T ′, ψ) je optimálńı strom pro (y1, y2, . . . , yn−1), plat́ı, že

Cont(T ′, ψ) ≤ Cont(U ′, τ).

Protože

Cont(T, φ) = Cont(T, ψ) + x1 + x2 ,

Cont(U, η) = Cont(U ′, τ) + x1 + x2

pak závěr je, že (T, φ) je optimálńı strom pro (x1, x2, . . . , xn).

Předpokládejme opět, že x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn a že v daném okamžiku jsou v1, v2, . . . , vk postupně vytvořené
v́ıceprvkové stromy (tj. strom vi byl vytvořen před stromem vj, když i < j). V tomto okamžiku je množina
V sjednoceńım množiny {v1, v2, . . . , vk} a množiny jednoprvkových stromů, které nebyly ještě zpracovány.
Nyńı vytvoř́ıme strom w spojeńım stromů t1 a t2 s nejmenš́ım ohodnoceńım. Z popisu algoritmu plyne, že
když strom vi pro i = 1, 2, . . . , k vznikl spojeńım stromů u1 a u2, pak max{c(u1), c(u2)} ≤ min{c(t1), c(t2)},
a proto c(w) ≥ c(vi) pro každé i = 1, 2, . . . , k. Pak indukćı okamžitě dostáváme, že c(v1) ≤ c(v2) ≤ · · · ≤
c(vk). Tedy stač́ı, abychom měli rostoućı posloupnost list̊u a v ńı ukazatel na nejmenš́ı list, který je ještě
nezpracovaným jednoprvkovým stromem (tj. před ukazatelem jsou listy, které už nejsou stromy v množině
V , za ukazatelem jsou listy, které jsou ještě jednoprvkové stromy v množině V ) a frontu v́ıceprvkových
stromů (z ńıž stromy ke zpracováńı odeb́ıráme zpředu a nově vytvořené ukládáme na konec). Udržovat
tyto struktury vyžaduje čas O(1) stejně jako nalezeńı dvou stromů s nejmenš́ım ohodnoceńım. Můžeme
tedy shrnout, že algoritmus Optim konstruuje optimálńı stromy v čase O(n), kde n je počet zadaných
č́ısel xi.

Pro aplikaci na naši p̊uvodńı úlohu je třeba ještě setř́ıdit vstupńı posloupnost délek pro přeformulovanou
úlohu. Tato posloupnost je tvořena přirozenými č́ısly a k jej́ımu setř́ıděńı můžeme použ́ıt algoritmus
BUCKETSORT (bude popsán dále v textu), který vyžaduje čas O(n + m), kde n je počet posloup-
nost́ı a m je maximálńı délka posloupnosti.

Věta. Uvedený algoritmus množinu disjunktńıch rostoućıch posloupnost́ı P1, P2, . . . , Pn o délkách l(P1), l(P2), . . . , l(
spoj́ı do jediné rostoućı posloupnosti v čase O(

∑n

i=1 l(Pi)).
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6.1 Rozhodovaćı stromy

Většina obecných tř́ıdićıch algoritmů použ́ıvá jedinou primitivńı operaci mezi prvky vstupńı posloupnosti,
a to jejich vzájemné porovnáńı. To znamená, že práci takového algoritmu lze popsat binárńım stromem,
jehož vnitřńı vrcholy jsou ohodnoceny porovnáńımi dvojic prvk̊u vstupńı posloupnosti (např. ai < aj). Bez
újmy na obecnosti předpokládejme, že vstupńı posloupnost je permutace π množiny {1, 2, . . . , n}. Tato
permutace procháźı stromem takto:

1. ””Zač́ıná v kořeni stromu. Když je ve vnitřńım vrcholu v ohodnoceném porovnáńım ai ≤ aj, pak
když π(i) < π(j), pokračuje v levém synu vrcholu v, a když π(j) < π(i), pokračuje v pravém synu
vrcholu v. Proces tř́ıděńı konč́ı, když se dostane do listu.

Aby byl algoritmus korektńı, muśı platit, že dvě r̊uzné permutace skonč́ı v r̊uzných listech. Tedy strom
popisuj́ıćı korektńı algoritmus pro setř́ıděńı n-prvkovývh posloupnost́ı muśı mı́t alespoň n! list̊u. Délka cesty
z kořene do listu, kde skončila permutace π, reprezentuje počet porovnáńı, které potřebuje daný algoritmus
k setř́ıděńı dané posloupnosti π. Protože porovnáńı vyžaduje alespoň jednotku času, dostáváme t́ım i dolńı
odhad na čas potřebný k setř́ıděńı této posloupnosti algoritmem odpov́ıdaj́ıćım danému stromu. Dolńı
odhad počtu porovnáńı i času pro daný algoritmus a všechny n-prvkové posloupnosti je pak délka nejdeľśı
cesty z kořene do listu v odpov́ıdaj́ıćım stromu. To nám umožňuje źıskat obecně platný dolńı odhad času
potřebného k setř́ıděńı n−prvkové posloupnosti, kterým je minimum přes všechny binárńı stromy s alespoň
n! listy z jejich maximálńıch délek cest z kořene do listu. Korektnost těchto úvah plyne z pozorováńı, že
když porovnáńı je jediná primitivńı operace, pak algoritmus neńı závislý na konkrétńıch prvćıch vstup-
ńı posloupnosti, ale jen na jejich vzájemném vztahu. Proto stač́ı uvažovat pouze permutace n-prvkové
množiny, protože zachycuj́ı všechny možné vztahy v n-prvkové posloupnosti. Dále je třeba si uvědomit,
že vztah mezi stromem pro n-prvkové posloupnosti a stromem pro (n + 1)-prvkové posloupnosti je dán
konkrétńım algoritmem a nedá se popsat obecně.

V nevhodném algoritmu se může stát, že v některém listu neskonč́ı žádná permutace. To nastane, když
strom pro n-prvkové posloupnosti má v́ıce než n! list̊u, nebo, jinak řečeno, když porovnáńı dvou stejných
prvk̊u se na nějaké cestě vyskytne alespoň dvakrát.

Následuj́ıćı obrázek ilustruje naše úvahy na SELECTIONSORTU pro 3-prvkové posloupnosti. Listy
jsou ohodnoceny permutacemi vstupńı množiny {a1, a2, a3}, které v nich skonč́ı, nebo jsou prázdné.

a1, a2, a3 a1, a3, a2 a3, a1, a2 a2, a1, a3 a2, a3, a1 a3, a2, a1

a2 < a3 a1 < a2 a1 < a3 a1 < a2

a1 < a3 a2 < a3

a1 < a2

Obrázek 11: SELECTIONSORT - postup

Definice. Mějme tř́ıdićı algoritmus A, který jako jedinou primitivńı operaci s prvky vstupńı posloupnosti
použ́ıvá jejich porovnáńı. Řekneme, že binárńı strom T , jehož vnitřńı vrcholy jsou ohodnoceny porovnáńımi
ai ≤ aj pro i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j, je rozhodovaćım stromem algoritmu A pro n-prvkové posloupnosti,
když pro každou permutaci π n-prvkové množiny plat́ı
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1. ””posloupnost porovnáńı při tř́ıděńı permutace π algoritmem A je stejná jako posloupnost porovnáńı
při pr̊uchodu permutace π stromem T .

Pak korektnost algoritmu zajǐst’uje, že dvě r̊uzné permutace množiny {1, 2, . . . , n} skonč́ı v r̊uzných listech
stromu T a dolńım odhadem pro čas algoritmu A v nejhorš́ım př́ıpadě je délka nejdeľśı cesty z kořene do
listu. Při rovnoměrném rozděleńı vstupńıch posloupnost́ı je očekávaný čas algoritmu A roven pr̊uměrné
délce cesty z kořene do listu.

Definujme
S(n) jako minimum přes všechny stromy T s alespoň n! listy z délek nejdeľśıch cest z kořene do listu v T ,
A(n) jako minimum přes všechny stromy T s alespoň n! listy z pr̊uměrných délek cest z kořene do listu v
T .
Naš́ım ćılem je spoč́ıtat dolńı odhady těchto veličin.

Když nejdeľśı cesta z kořene do listu v binárńım stromě T má délku k, pak T má nejvýše 2k list̊u. Proto
n! ≤ 2S(n). Odtud plyne, že S(n) ≥ log2 n!. Připomeňme si Stirling̊uv vzorec pro faktoriál:

n! =
√
2πn

(n

e

)n
(1 +

1

12n
+O(

1

n2
)).

Protože pro n ≥ 1 je 1
12n
, 1
n2 ≥ 0, můžeme předpokládat, že (1 + 1

12n
+ O( 1

n2 )) ≥ 1 pro všechna n ≥ 1. Po
zlogaritmováńı vzorce dostáváme

log2 n! ≥
1

2
log2 n+ n(log2 n− log2 e) + log2

√
2π ≥ (n+

1

2
) log2 n− n log2 e.

Protože
e1 = e = 2log2 e = (eln 2)log2 e = eln 2 log2 e,

plat́ı, že 1
ln 2

= log2 e, a tedy

S(n) ≥ log2 n! ≥ (n+
1

2
) log2 n− n

ln 2
.

Dále pro binárńı strom T označme B(T ) součet všech délek cest z kořene do list̊u a položme

B(k) = min{B(T ) | T je binárńı strom s k listy}.

Když ukážeme, že B(k) ≥ k log2 k, pak bude

A(n) ≥ B(n!)

n!
≥ n! log2 n!

n!
= log2 n! ≥ (n+

1

2
) log2 n− n

ln 2
.

Dokažme tedy, že B(T ) ≥ k log2 k pro každý binárńı strom T s k listy. Když ve stromě T vynecháme
každý vrchol, který má jen jednoho syna, a tohoto syna spoj́ıme s jeho předch̊udcem, dostaneme úplný
binárńı strom T ′ s k listy takový, že B(T ′) ≤ B(T ). Proto se stač́ı omezit na úplné binárńı stromy. Když
T je úplný binárńı strom s jedńım listem, pak B(T ) = 0 = 1 log2 1, když T je úplný binárńı strom se
dvěma listy, pak B(T ) = 2 = 2 log2 2. Tedy plat́ı B(1) ≥ 1 log2 1 a B(2) ≥ 2 log2 2. Předpokládejme, že
B(i) ≥ i log2 i pro i < k, a necht’ T je úplný binárńı strom s k listy. Necht’ T1 a T2 jsou podstromy určené
syny kořene a necht’ Ti má ki list̊u, kde i = 1, 2. Pak 1 ≤ k1, k2 a k1 + k2 = k, tedy k1, k2 < k a podle
indukčńıho předpokladu B(ki) ≥ ki log2 ki. Odtud

B(T ) = k1 + B(T1) + k2 + B(T2) ≥ k + B(k1) + B(k2) ≥ k + k1 log2 k1 + k2 log2 k2.

Tedy stač́ı ukázat, že
k + k1 log2 k1 + k2 log2 k2 ≥ k log2 k
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pro všechna k1, k2 > 0 taková, že k = k1 + k2. To je ekvivalentńı s tvrzeńım, že pro k > 0 plat́ı

f(x) = x log2 x+ (k − x) log2(k − x) + k − k log2 k ≥ 0,

kde x ∈ (0, k). Abychom to dokázali, všimněme si, že f(k
2
) = 0 a poč́ıtejme derivaci f .

f ′(x) = log2 x+ log2 e− log2(k − x)− log2 e = log2
x

k − x
.

Nyńı když x ∈ (0, k
2
), pak f ′(x) < 0 a f je na tomto intervalu klesaj́ıćı, když x ∈ (k

2
, k), pak f ′(x) > 0

a f je na tomto intervalu rostoućı. Odtud plyne, že f(x) ≥ 0 pro x ∈ (0, k). T́ım jsme dokázali, že
A(n) ≥ (n+ 1

2
) log2 n− n

ln 2
. Shrneme naše výsledky.

Věta. Každý tř́ıdićı algoritmus, jehož jedinou primitivńı operaćı s prvky vstupńı posloupnosti je porovnáńı,
vyžaduje v nejhorš́ım i v očekávaném př́ıpadě alespoň cn log n času pro nějakou konstantu c > 0. V ne-
jhorš́ım př́ıpadě použije alespoň ⌈(n+1

2
) log2 n− n

ln 2
⌉ porovnáńı a očekávaný počet porovnáńı při rovnoměrném

rozděleńı vstupńıch posloupnost́ı je alespoň (n+ 1
2
) log2 n− n

ln 2
.

Tato věta plat́ı i pro širš́ı tř́ıdu primitivńıch operaćı, proto v ńı lze oslabit předpklady. Dolńı odhad (v
nejhorš́ım i pr̊uměrném př́ıpadě) bude platit i za předpokladu, že tř́ıdićı algoritmus nepouž́ıvá nepř́ımé
adresováńı a celoč́ıselné děleńı. (Na druhé straně následuj́ıćı klasický algoritmusBUCKETSORT ukazuje,
že předpoklady ve větě nelze zcela vynechat.) Tato metoda pro nalezeńı dolńıho odhadu se použ́ıvá i pro
vyč́ıslováńı algebraických funkćı a při algoritmickém řešeńı geometrických úloh.

6.2 Přihrádkové tř́ıděńı

V následuj́ıćıch algoritmech předpokládáme, že Qi jsou spojové seznamy, nový prvek se vkládá na konec
seznamu a konkatenace seznamů záviśı na jejich pořad́ı. V seznamech máme okamžitý př́ıstup k prvńımu
a posledńımu prvku (pomoćı ukazatel̊u na tyto prvky). Algoritmus BUCKETSORT tř́ıd́ı posloupnost
přirozených č́ısel a1, a2, . . . , an z intervalu < 0,m >.

BUCKETSORT(a1, a2, . . . , an,m):
for every i = 0, 1, . . . ,m do Qi = ∅ enddo
for every i = 1, 2, . . . , n do
ai vlož na konec seznamu Qai

enddo
i := 0, P := ∅
while i ≤ m do
P :=konkatenace P a Qi, i := i+ 1

enddo
Výstup: P je neklesaj́ıćı posloupnost prvk̊u a1, a2, . . . , an

Algoritmus nevyžaduje, aby prvky ve vstupńı posloupnosti byly r̊uzné. Ve výstupńı posloupnosti se daný
prvek opakuje tolikrát, kolikrát se opakoval ve vstupńı posloupnosti, se zachováńım pořad́ı (tj. tř́ıděńı je
stabilńı). Konkatenace dvou seznamů a vložeńı prvku do seznamu vyžaduj́ı čas O(1). Proto prvńı a třet́ı
cyklus vyžaduj́ı čas O(m) a druhý cyklus čas O(n). Celkem algoritmus vyžaduje O(n+m) času a paměti.
Zřejmě když m = O(n), tak pro tento algoritmus neplat́ı tvrzeńı věty z předchoźıho odstavce. Důvodem
je, že nejsou splněny předpoklady, protože druhý cyklus použ́ıvá nepř́ımé adresováńı.

Nyńı uvedeme dvě sofistikovaněǰśı verze tohoto algoritmu. V prvńı předpokládáme, že a1, a2, . . . , an je
posloupnost navzájem r̊uzných reálných č́ısel z intervalu < 0, 1 > a α je pevně zvolené kladné reálné č́ıslo.

HYBRIDSORT(a1, a2, . . . , an):
k := αn
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for every i = 0, 1, . . . , k do Qi = ∅ enddo
for every i = 1, 2, . . . , n do
ai vlož na konec seznamu Q⌈kai⌉

enddo
i := 0, P := ∅
while i ≤ k do
HEAPSORT(Qi) P :=konkatenace P a Qi, i := i+ 1

enddo
Výstup: P je rostoućı posloupnost prvk̊u a1, a2, . . . , an

Věta. Algoritmus HYBRIDSORT setř́ıd́ı posloupnost reálných č́ısel z intervalu < 0, 1 > v nejhorš́ım
př́ıpadě v čase O(n log n). Když prvky ai maj́ı rovnoměrné rozložeńı a jsou na sobě nezávislé, pak očekávaný
čas je O(n).

D̊ukaz. Prvńı dva cykly v algoritmu vyžaduj́ı čas O(n), i-tý běh třet́ıho cyklu vyžaduje nejvýše čas O(1+
|Qi| log |Qi|). Proto čas celého třet́ıho cyklu je

O(
k
∑

i=0

(1 + |Qi| log |Qi|) = O(
k
∑

i=0

(1 + |Qi| log n) = O(k + (
k
∑

i=0

|Qi|) log n) = O(n log n)

a celkový čas HYBRIDSORTU v nejhorš́ım př́ıpadě je nejvýše O(n log n).

Nyńı odhadneme očekávaný čas. PoložmeXi = |Qi|. PakXi je náhodná proměnná a protože pravděpodobnost,
že x ∈ Qi, je

1
k
, dostáváme, že

Prob(Xi = q) =

(

n

q

)

(
1

k
)q(1− 1

k
)n−q.

Očekávaný čas vyžadovaný třet́ım cyklem se pak rovná

E(
k
∑

i=0

1 +Xi logXi) ≤ k + k

n
∑

q=2

q2
(

n

q

)

(
1

k
)q(1− 1

k
)n−q = k + k(

n(n− 1)

k2
+
n

k
) = O(n),

protože k = αn a

q2
(

n

q

)

= (q(q − 1) + q)

(

n

q

)

= n(n− 1)

(

n− 2

q − 2

)

+ n

(

n− 1

q − 1

)

.

(Jedná se vlastně o známý výpočet 2. momentu binomického rozděleńı).

Poznámka: V d̊ukazu jsme použili odhad q log q ≤ q2 a d̊usledkem toho je, že jsme dokázali, že očekávaná
složitost HYBRIDSORTU z̊ustane lineárńı, i kdybychom v něm mı́sto HEAPSORTU použili nějaký
tř́ıdićı algoritmus s kvadratickou složitost́ı, např. INSERTIONSORT.

Nyńı použijeme modifikaci BUCKETSORTU pro tř́ıděńı slov. Máme totálně uspořádanou abecedu a
chceme lexikograficky setř́ıdit slova a1, a2, . . . , an nad touto abecedou. Připomeňme, že když a = x1x2 . . . xn
a b = y1y2 . . . ym jsou dvě slova nad totálně uspořádanou abecedou Σ, pak a < b v lexikografickém
uspořádáńı, právě když existuje i = 0, 1, . . . ,min{n,m} takové, že xj = yj pro každé j = 1, 2, . . . , i a bud’

n = i < m nebo i < min{n,m} a xi+1 < yi+1. Předpokládejme, že ai = a1i a
2
i . . . a

l(i)
i , kde aji ∈ Σ a l(i) je

délka i-tého slova ai.
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WORDSORT(a1, a2, . . . , an):
for every i = 1, 2, . . . , n do l(i) :=délka slova ai enddo
l = max{l(i) | i = 1, 2, . . . , n}
for every i = 1, 2, . . . , l do Li = ∅ enddo
for every i = 1, 2, . . . , n do
ai vlož do Ll(i)

enddo
Komentář: Pro každé i obsahuje Li všechna slova z množiny {a1, a2, . . . , an} délky i.
P := {(j, aji ) | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ l(i)}
P1 :=BUCKETSORT(P ) podle druhé komponenty
P2 :=BUCKETSORT(P1) podle prvńı komponenty
for every i = 1, 2, . . . , l do Si = ∅ enddo
(i, x) :=prvńı prvek P2

while (i, x) 6= NIL do
(i, x) vlož do Si

while(i, x) =následńık (i, x) v P2 do
(i, x) :=následńık (i, x) v P2

enddo
(i, x) :=následńık (i, x) v P2

enddo
Komentář: V Si jsou všechny dvojice (i, x) takové, že x je i-tým ṕısmenem některého vstupńıho slova a
když x < y, pak (i, x) je před (i, y).
for every s ∈ Σ do Ts := ∅ enddo
T := ∅, i := l
while i > 0 do
T := konkatenace Li a T , a :=prvńı slovo v T
while a 6= NIL do
s := i-té ṕısmeno a, vlož a do Ts
a :=následńık a v T

enddo
(i, x) :=prvńı prvek v Si, T := ∅
while (i, x) 6= NIL do
T := konkatenace T a Tx, Tx := ∅
(i, x) :=následńık (i, x) v Si

enddo
i := i− 1

enddo
Výstup: T je setř́ıděná posloupnost slov a1, a2, . . . , an

Uvažujme jeden běh posledńıho cyklu algortimu pro určité i. Po jeho skončeńı jsou v T všechna slova z
množiny a1, a2, . . . , an, která maj́ı délku alespoň i, a když slovo ar je před aq v seznamu T , pak existuje
j = i − 1, i, . . . , l takové, že akr = akq pro každé k = i, i + 1, . . . , j a bud’ l(r) = j ≤ l(q) nebo j <
min{l(r), l(q)} a aj+1

r < aj+1
q . To plyne z vlastnost́ı algoritmu BUCKETSORT indukćı podle i. Jediný

a hlavńı rozd́ıl proti BUCKETSORTU je, že neprocháźıme všechny přihrádky Tx, ale pouze neprázdné.
To nám zajǐst’uje množina Si (viz Komentář).

Označme L =
∑n

i=1 l(i) a připomeňme, že l = max{l(i) | i = 1, 2, . . . , n}. Pak prvńı cyklus (výpočet délek
slov) vyžaduje čas O(L). Druhý cyklus (inicializace seznamů Li) vyžaduje čas O(l) = O(L) a třet́ı cyklus
(zařazeńı slov do Li podle délek) čas O(n) = O(L). Vytvořeńı seznamu P vyžaduje čas O(L) a jeho setř́ıděńı
podle obou komponent čas O(L+ l) = O(L), protože P i P1 maj́ı nejvýše L prvk̊u. Daľśı cyklus (založeńı
seznamů Si) vyžaduje čas O(l) a následuj́ıćı cyklus vytvářej́ıćı seznamy Si čas O(L). Cyklus zakládaj́ıćı
seznamy Tx vyžaduje čas O(|Σ|). Běhy daľśıho cyklu jsou indexovány i = 1, 2, . . . , l. Pro každé i označme
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mi počet slov z množiny {a1, a2, . . . , an}, která maj́ı délku alespoň i. Pak L =
∑l

i=1mi a prvńı vnitřńı
cyklus v i-tém běhu vněǰśıho cyklu vyžaduje čas O(mi) a druhý vnitřńı cyklus čas O(|Si|) = O(mi). Tedy
celkový čas algoritmu je O(L+m), kde m = |Σ| a L je součet délek všech slov z množiny a1, a2, . . . , an.

6.3 Pořádkové statistiky

Na závěr poṕı̌seme dva algoritmy pro hledáńı k-tého nejmenš́ıho prvku v dané podmnožině totálně
uspořádaného univerza. Prvńı z nich využ́ıvá stejný princip jako QUICKSORT. Nejprve zadáme přesné
zněńı naš́ı úlohy (úloha i algoritmy se daj́ı snadno přeformulovat pro př́ıpad, kdy hledáme k−tý největš́ı
prvek).

Pracujeme s totálně uspořádaným univerzem U .
Vstup: množina prvk̊u M = {a1, a2, . . . , an} ⊆ U a č́ıslo i takové, že 1 ≤ i ≤ n.
Výstup: prvek ak takový, že |{j | 1 ≤ j ≤ n, aj ≤ ak}| = i.
Když i = n

2
, pak ak se nazývá medián.

FIND(M = (a1, a2, . . . , an), i):
zvol a ∈M
M1 := {b ∈M | b < a}, M2 := {b ∈M | b > a}
if |M1| > i− 1 then
FIND(M1, i)

else
if |M1| < i− 1 then
FIND(M2, i− |M1| − 1)

else
Výstup: a je hledaný prvek

endif
endif

Důkaz korektnosti algoritmu je založen na následuj́ıćım jednoduchém pozorováńı: mějme množinu M a
prvek x a položme M1 = {m ∈M | m < x}. Když k ≤ |M1|, pak k-tý nejmenš́ı prvek v M1 je stejný jako
k-tý nejmenš́ı prvek v M . Když k > |M1|, pak (k − |M1|)-tý nejmenš́ı prvek v M \M1 je k-tý nejmenš́ı
prvek v M . Zbývá vyšetřit složitost.

V nejhorš́ım př́ıpadě voláme FIND n-krát a jedno voláńı vyžaduje čas O(|M |). Tedy časová složitost
algoritmu FIND v nejhorš́ım př́ıpadě je O(n2). Dobré volby prvku a mohou algoritmus značně zrychlit.
V tomto př́ıpadě plat́ı stejná diskuse jako pro QUICKSORT. Spoč́ıtáme očekávaný čas za předpokladu,
že prvek a byl vybrán náhodně. Pak pravděpodobnost, že je k-tým nejmenš́ım prvkem, je 1

n
, kde n =

|M |. Označme T (n, i) očekávaný čas algoritmu FIND pro nalezeńı i-tého nejmenš́ıho prvku v n-prvkové
množině M . Plat́ı

T (n, i) = n+
1

n
(
i−1
∑

k=1

T (n− k, i− k) +
n
∑

k=i+1

T (k, i)),

protože procedura FIND bez rekurzivńıho voláńı sebe sama vyžaduje čas O(n). Předpokládejme, že
T (m, i) ≤ 4m pro každé m < n a každé i takové, že 1 ≤ i ≤ m. Pak

T (n, i) =n+
1

n
(
i−1
∑

k=1

T (n− k, i− k) +
n
∑

k=i+1

T (k, i)) ≤ n+
1

n
(
i−1
∑

k=1

4(n− k) +
n
∑

k=i+1

4k) =

n+
4

n
(
(2n− i)(i− 1)

2
+

(n+ i+ 1)(n− i)

2
) = n+

4

n
(
n2 + 2ni− n− 2i2

2
).

Výraz v čitateli zlomku nabývá svého maxima pro i = n
2
a jeho maximalńı hodnota je 3

2
n2 − n = 3n2−2n

2
.
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Tedy

T (n, i) ≤ n+
4

n
(
3n2 − 2n

4
) = n+ 3n− 2 = 4n− 2 < 4n.

Protože tento odhad plat́ı také pro n = 1 a n = 2, dokázali jsme indukćı, že T (n, i) ≤ 4n pro všechna n a
všechna i taková, že 1 ≤ i ≤ n. Plat́ı tedy

Věta. Algoritmus FIND nalezne i-tý nejmenš́ı prvek v n prvkové totálně uspořádané množině a v ne-
jhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas O(n2). Když se pivot voĺı náhodně nebo když všechny vstupńı množiny maj́ı
stejnou pravděpodobnost, pak očekávaný čas je O(n).

Pro velmi malá i nebo pro i velmi bĺızká n pracuje rychleji př́ımý přirozený algoritmus (udržuje si posloup-
nost i nejmenš́ıch nebo n− i největš́ıch prvk̊u a k ńı přidává daľśı tak, že ten prvek, který překročil danou
hranici, je zapomenut). Tento algoritmus však neńı efektivńı pro obecná i.

Následuj́ıćı algoritmus nalezne i-tý nejmenš́ı prvek v lineárńım čase i v nejhorš́ım př́ıpadě. Vstupem je
opět podmnožina M totálně uspořádaného univerza U a přirozené č́ıslo i takové, že 1 ≤ i ≤ |M |.
SELECT(M, i):
n := |M |
if n ≤ 100 then
setřid’ množinu M , m := i-tý nejmenš́ı prvek M

else
rozděl M do navzájem disjunktńıch pětiprvkových podmnožin A1, A2, . . . , A⌈n

5
⌉

(posledńı z podmnožin může mı́t méně než 5 prvk̊u).
for every j = 1, 2, . . . , ⌈n

5
⌉ do

najdi medián mj množiny Aj

enddo
m̄ :=SELECT({mj | j = 1, 2, . . . , ⌈n

5
⌉}, ⌈ n

10
⌉)

M1 := {m ∈M | m < m̄}, M2 := {m ∈M | m̄ < m}
if |M1| > i− 1 then
m :=SELECT(M1, i)

else
if |M1| < i− 1 then
m :=SELECT(M2, i− |M1| − 1)

else
m := m̄

endif
endif
Výstup: m

endif Důkaz korektnosti algoritmu je stejný jako u algoritmu FIND. Zbývá vyšetřit složitost. Nejprve
dokážeme následuj́ıćı lemma.

Lemma. Když n ≥ 100, pak |M1|, |M2| ≤ 8n
11
.

D̊ukaz. Pro j ≤ ⌊n
5
⌋ plat́ı, že když mj < m̄, pak |Aj ∩M1| ≥ 3, když mj > m̄, pak |Aj ∩M2| ≥ 3, když

mj = m̄, pak |Aj ∩M1| = |Aj ∩M2| = 2. Protože |{j = 0, 1, . . . , ⌊n
5
⌋ | mj < m̄}|, |{j = 0, 1, . . . , ⌊n

5
⌋ | mj >

m̄}| ≥ ⌊ n
10
⌋, dostáváme, že |M1|, |M2| ≥ ⌊3n

10
⌋ − 1. Dále plat́ı M1 ∩M2 = ∅, M1 ∪M2 =M \ {m̄} a protože

8n
11

+ ⌊3n
10
⌋ − 1 ≥ 113n

110
− 2 ≥ n když n > 100, dostáváme požadovaný odhad.

Maximálńı čas vyžadovaný algoritmem SELECT(M, i) pro |M | = n označme T (n). Když n ≤ 100, pak
zřejmě existuje konstanta a taková, že T (n) ≤ an. Když n > 100, pak ⌈n

5
⌉ ≤ 21n

100
, a protože SELECT(M, i)
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pro |M | > 100 bez rekurentńıch voláńı vyžaduje čas O(|M |), plat́ı, že T (n) ≤ T (21n
100

) + T (8n
11
) + bn pro

nějakou konstantu b. Zvolme c ≥ max{a, 1100b
69

}. Ukážeme, že T (n) ≤ cn pro všechna n. Když n ≤ 100,
tak tvrzeńı zřejmě plat́ı, protože a ≤ c. Když n > 100, pak ⌈21n

100
⌉, ⌈8n

11
⌉ < n, a protože z volby c plyne

b ≤ 69
1100

c, dostáváme

T (n) ≤ c
21n

100
+ c

8n

11
+ bn = (

1031c

1100
+ b)n ≤ cn.

Tedy

Věta. Algoritmus SELECT nalezne i-tý nejmenš́ı prvek v lineárńım čase.

Algoritmus FIND je ve velké většině př́ıpad̊u rychleǰśı než algoritmus SELECT, proto je v praxi do-
poručován, i když existuj́ı př́ıpady (velmi ř́ıdké), kdy potřebuje kvadratický čas. Je známo, že medián n-
prvkové množiny lze nalézt s méně než 3n porovnáńımi a že každý algoritmus hledaj́ıćı medián a použ́ıvaj́ıćı
porovnáńı jako jedinou primitivńı operaci mezi prvky množiny vyžaduje v́ıce než 2n porovnáńı.

6.3.1 Historický přehled

AlgoritmusHEAPSORT navrhl v roce 1964 Williams a vylepšil Floyd (rovněž 1964). Návrh na použit́ı d-
regulárńıch hald je folklor stejně tak jako algoritmusMERGESORT. AlgoritmyQUICKSORT a FIND
zavedl Hoare (1962). Analýza operaceMERGE a hledáńı optimálńıho stromu pocháźı od Huffmana (1952)
a lineárńı implementaci algoritmu navrhl van Leeuwen (1976). Analýza rozhodovaćıch stromů je folklor.
Algoritmus HYBRIDSORT navrhli Meijer a Akl (1980), vylepšená verze BUCKETSORTU (nazvaná
WORDSORT) pocháźı od Aho, Hopcrofta a Ullmana (1974). Algoritmus SELECT byl navržen Blumem,
Floydem, Prattem, Rivestem a Tarjanem (1972).
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