DEF':

Znaceni:

USPORADANY SLOVNIKOVY PROBLEM

Jednd se o rozsiteni zdkladniho slovnikového problému. Je dano totalné usporadané uni-
verzum U (tj. pro kazdé dva riizné prvky u,v € U plati bud v < v nebo v < u). Cilem je
reprezentovat mnozinu S C U a navrhnout algoritmy pro tyto operace:

MEMBER, INSERT, DELETE

MIN — nalezne nejmensi prvek v S,

MAX — nalezne nejvétsi prvek v S,

SPLIT (x) — zkonstruuje reprezentace mnozin S; = {s € S | s <z}a Sy ={s€ S| s>z}
a oznami, zda x € S,

JOIN - pouzivaji se dvé verze této operace:

JOINZ2 (51, S2) — jsou dany reprezentace mnozin Sy a Sa, které splnuji max S; < min Sy,
vytvofii se reprezentace mnoziny S = S1 U S,

JOINS3 (S, x,S53) — jsou dény reprezentace mnozin S; a Se a prvek x € U tak, ze je
splnéno max S; < < min Se, vytvoii se reprezentace mnoziny S = S; U {z} U Ss.

Je vidét, ze operace JOIN2 a JOINS3 Ize pomoci operaci INSERT a DELETE pievést
jednu na druhou. Proto ¢asto budeme popisovat pro danou strukturu jen jednu z nich.
Obcas se také pouziva operace

ord (k) — ptredpokddéme, ze k < |S|, a operace nalezne k-ty nejmensi prvek v S.

Ziejmé operace MIN a MAX jsou specidlnim piipadem operace ord(k), presné MIN je
operace ord (1) a MAX je operace ord (|S]).

(a,b)-STROMY

Dulezitou datovou strukturou vhodnou pro feSeni uspordadaného slovnikového problému
jsou (a, b)-stromy. Tuto datovou strukturu lze pouZit pro interni i pro externi pamét. Je
to struktura zalozend na stromech. Nejobecnéjsi grafové definice (a, b)-stromu je:

Necht 1 < a < b jsou kladnd pfirozena &isla. Pak kofenovy strom (7', t) se nazyvd (a,b)-
strom, kdyz
(1) kdyz v je vnitini vrchol stromu 7' ruzny od kofene ¢, pak ma alespon a a nejvyse
b synu;
(2) vSechny cesty z kofene do libovolného listu maji stejnou délku.

Tato definice je piiliS obecna a pro datové struktury se nehodi. Proto pouzivame jeji
specidlni piipad. Datové struktura (a,b)-strom je definovdna jen na téchto stromech:

Necht a a b jsou pfirozend ¢isla takova, ze 2 < a a 2a — 1 < b. Pak kotenovy strom (T, t)
nazveme (a, b)-strom, kdyz plati
(1) kazdy vnitini vrchol v stromu 7' ruzny od kofene t mé alespon a a nejvyse b synu;
(2) kofen je bud list nebo mé alespon dva syny a nejvyse b syni;
(3) vSechny cesty z kofene do libovolného listu maji stejnou délku.

Vyhody nasich (a,b)-stromu:
Kdyz ma (a,b)-strom vysku h > 0 (tj. délka kazdé cesty z kotene do libovolného listu je
h), pak strom mé alespoii 2a”~! listl a nejvyse b" listii.

Tvrzeni. Méyme prirozend ¢isla a a b takovd, Ze a > 2 a b > 2a — 1. Pak pro kaZdé
kladné prirozené éislo n existuje (a,b)-strom, ktery md presné n listi. Kdyz (a,b)-strom
md presné n listi, pak vyska stromu je nejvyse 1+log, (ﬁ) a je alesponi logy n. Tedy vyska

2
stromu je O (logn).
Méjme kofenovy strom (7',¢) takovy, ze pro kazdy vnitini vrchol v plati:

kdyz v m4 p (v) synt, pak jsou oéislovany od 1 do p (v). Rekneme, Ze vrchol v je v hloubce
1
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2a^(h-1) < n
a^(h-1) < n/2   //log_a
h-1 < log_a n/2
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DEF':

Predpoklady

(a,b) -stromu:

Izomorfismus
mezi usp.
univerzem a
listy (a,b)-
stromu.

Struktura
stromu:

Vlastnost
Hv (i) :

Existuje
reprezent
bez lista

h, kdyz cesta z kotene t do v ma délku h. Mnozina vSech vrcholu v hloubce h se nazyva
h-t4 hladina. Lexikografické usporadani na h-té hladiné je definovano rekurzivneé:

v < w, pravé kdyz bud otec (v) < otec (w) nebo otec (v) = otec (w) a kdyz v je i-ty syn
otec (v) a w je j-ty syn otec (v), pak i < j.

Piedpokladame, ze v (a,b)-stromu synové kazdého vnitintho vrcholu jsou usporadany.
Listy tvoii hladinu h, kde h je hloubka (a, b)-stromu, a je na nich definovano lexikografické
usporadani.

Méjme linedrné uspoirddané univerzum U a mnozinu S C U. Pak (a,b)-strom (T,t)
reprezentuje mnozinu S, kdyz mé presné |S| listi a je ddn izomorfismus mezi lexiko-
grafickym uspordddnim listu stromu 7" a uspofddanou mnozinou S (tj. bijekce key :
list (T) — S, kterd pro s,t € S spliuje s < t v U, pravé kdyz key ' (s) < key ' (t) v
lexikografickém uspofddéani na mnoziné listu stromu 7).

OSSO cpr-cntujictho muoziny S C U:

p (v) — poéet synu vrcholu v,

Sy (1..p (v)) — pole ukazatelu na syny vrcholu v takové, ze S, (i) je i-ty syn vrcholu v pro
i=1,2...,p(v),

H,(1..p(v) — 1) — pole prvku z U takové, ze H, (i) je nejvétsi prvek z S reprezentovany

v podstromu i-tého syna vrcholu v (EEHIEENAEY NIRRT ZE e

listu v je ptitazen prvek key (v) € S.

Neékdy je ve struktufe kazdého vrcholu v (a,b)-stromu ruzného od kofene jesté ukazatel
otec (v) na otce vrcholu v.

Kdyz H, (i) jsou prvky z reprezentované mnoziny, pak pro kazdy prvek s € S kromeé
nejvétsiho existuje pravé jeden vnitini vrchol v (a,b)-stromu a jedno i, ze H, (i) = s, a
nejvétsi prvek v § neni prvek H, pro zadny vrchol v. Tento fakt se pouziva pii imple-
mentaci, kde se vynechavaji listy. Prvky z S jsou reprezentovany v polich H, vnitinich
.vrchollt stromu a nejvétsi prvek je ulozen zvlast nebo je k mnoziné S ptiddn formdln{
:nejvétsi prvek (a ten je pak "ulozen” zvlast). Je to prostorové efektivnéjsi reprezentace
mnoziny S, ale je technicky nepiehledna. Proto pfi praci s (a, b)-stromy pouzivam verzi s
listy.

Nyni uvedeme algoritmy pro (a, b)-stromy.

Algoritmy.
Pomocny algoritmus

Vyhledej(x)
t :=koten stromu 1", w := NIL Proto¥e znam nejvétsi prvky
While t nem’ hSt dO (hodnoty Hv) v jednotlivych
. podstromech, tak vim, do kterych
1:=1 synt mém vstoupit.
while H; (i) <z ai < p(t) doi:=i+ 1 enddo ) , .
. . . Proménnou w si zapamatovavam proto,
if Ht (l) =z then w := t endif abych p¥i operaci DELETE na prvek x
t:= S, (i) enddo Vystup: t a w. opravil hodnots e (1)

Preskakuji syny, které x neobsahuiji; kdyz je x vétSi neZ vSechny reprezentované prvky, tak sko€im do
posledniho uzlu (naopak pro x mensi nez vSechny prvky ve stromé sko€im vzdy do prvniho syna)

=
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=
=
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MEMBER (z)
Vyhledej(x) @

if key (t) = = then Vystup: x € S else Vystup: z ¢ S endif
INSERT(z)

Vyhledej (Z’) [Vraci list t] g
if key (t) % i then [Vkladdat m& smysl pouze, kdyz x je ve stromu]

Vytvof' nOV},/ llSt t/7 key (t/) = 1}7 u .= Ote(j (t) [P¥iprav si novy list a napoj ho na otce] ¢\\/

if key (t) < x then (vastava pfipadé, Ze x > max S
Su(p (W) +1) i=, Hy (p(w)) i=key (8), p(w) i= p() +1 -0 oo o [0
e uzel t'] Listy

najdi i, 7ze Su (Z) = ¢ I[Kolikaty je uzel t

Sy (p(u)+1) := Sip(u), j:=p(u) _»1@ 12 => proménna 1] @@

Posuni syny i az \rho(u)

<—

while j > ¢ do o jednu pozici doprava.
Sy (] + 1) =S, (]), H, (] +1):=H, (j), j:=4j—1| (Tzn. uprav hodnoty
enddo S a H)

Sy (@)=t Hy (i) =2, p(u) :==p(u) + 1 va wvolncnon pozici i mmisti uzel /)
endif

t:=u
while p(t) > b do Stépenf(t) enddo 'Lliu‘f;\,‘;’:i; uzel j f‘(?]ﬁ,f:ifﬁtjitii“(i s w\v / o
endif Pozn: Operace Stépeni vraci otce sStépeného uzlu
Stépeni(t)
if ¢t je kofen stromu then
vytvor novy kofen u s jedinym synem ¢ Lt | 7o 3 |__u_|

endif \L\l/&] t je i-ty syn

u = otec (t), najdi i, ze Sy, (i) =t

Pridam si

uzel £' a vytvor novy vnitin{ vrchol ¢/, j :=1
| while j < (241 do
Sy (7) =Sy (5 + [*51]), He (j) = He (+ [%5H]), 5 -
Syt enddo
Sy (L%4]) =8 (b+1), p(t) := [HE], p () == [ 252
o rodice o | 17 <p(u) then Sy (p(u) +1) := Sy (p(u)) endif
musim pridat | j:= p(u) — 1, p(u) :==p(u) + 1,

uzel t' to | while 7 > i do

byt i+I-ni Su(G+1):=8.0), H, (j+1):=H,(j),j=7—1

syn uzlu u, enddo
takzZe odsunu

doprava Su (Z + 1) = t/, Hu (Z + 1) = Hu (Z), Hu (Z) = Ht (p (t)), t:=u [Reknu, Ze (i+1l)-ni syn je [t']

vSechny >i+1

S, DELETE(:) =
Vyhledej(x) veaci 1ist ¢

v mi dava if key (t) =X then [Mazat mé& smysl pouze, kdyZ x je ve stromu] i —t¢ svn
operace | u := otec (t), najdi i, ze Sy (i) =t, a j, ze Hy, (j) =, k=1 \L vosY
Vyhledej if w#wuaw# NIL then H, (j) :== H, (p(u) — 1) endif @ Listy
Po mazéani while k£ < p(u) — 1 do %}

mam diru a H, (k) := Hy (k+1), 85 (k) := Sy (k+1), k=K + 1

tak posouvam | enddo

syny uzlu @ if ;= p(u) then Sy (p (1) — 1) := Sy (p (u)) endif 1=stavin posicdning syna v, pokud ho

doleva. 1 nemazu. Hodnotu H pro posl.

p(u) :=p(u) —1,odstranll, t :== v v - - e e

posunu se o
uroven vys]
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Presneji
ceil((b+1)/2).
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Hodnota w je nejaky uzel na ceste od korene k uzlu t. Pokud w <> u a w <> nil, tzn. mame nejaky ulozeny uzel a neni to otec t, tak upravíme hodnotu Hw(j).

Nastavujeme hodnotu Hu(\rho(u) - 1) proto, ze cely strom je lexikograficky usporadan a maximum bylo v listu t (ktery diky tomu musel byt nejpravejsim synem u), tudiz druha nejvetsi hodnota musi byt v  predposledni listu uzlu u.
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Appenduiju
syny uzlu y
uzlu t,
opravim S, H
hodnoty.

Dava smysl

Prvni syn
uzlu y je
pottreba
smazat.

Nakonec
upravime
jako vzdy
hodnoty
Sy, St a
\rho (t),
\rho (y)

While p( ) <aa t l’lenf kOf‘en dO [t se zménilo na uzel u, kontroluju zda uzly nepodtekly]
y Je bezprostrednl bratr ‘[; jak ho vybereme je asi jedno, miZeme napf?. stridat
if p (y) = a then Spojeni(t,y) else Pfesun(t,y) endif (7700 o 5 mininain
enddo M{»dr‘oi;, = S
endif

Spojeni(t, y)
u = otec(t), najdi z, ze S, (i) =¢t, 7 =1
if S, (i —1) =y then vymén t a y, i := i — 1 endif @ o
while j < p(y) do 1-ty syn
S (p(6) +3) = Sy (i)s He(p (8) + ) o= Hy (1), j = +1
enddo
Hy (p(t) == Hu (i), St (p () + p(y) := Sy (p(y)), p(t) := p(t) + p (y), odstran y
hile i < p(u) — 1 do
Su(i+1) =Sy (i+2), Hy (i) = Hy (i +1), i =i+ 1
enddo
p(u):=p(u) —1 (Uzel uma nyni o jednoho syna méné]
if u je kofen a p (u) = 1 then

Je treba opravit pointery
uzlu u, tj. zapomenout uzel y.

odstran u , - 0 -
else S S e S e
t:=u
endif
Presun(t,y) (Pfesuri do t néjakého syna z y)
u = otec (t), najdi ¢ takové, ze S, (i) =t
lf‘Sa ( 1) t11e11 [Obrazek je stejny jako u min. operace]
St( ( )+ ) ( ) Ht (p (t)) = Hu (Z), [Vezmu prvniho syna y a appendujuho k syntm t]
Hu (’L) = y (1) j =1 Pridéni syna do t zplUsobilo potfebu zménit hodnotu Hu (i) uzlu u
while j < p(y) —1 do
Sy () =Sy (G +1), Hy (§) :=Hy (j + 1), 5 =5 +1
enddo
Sy(p(y) =1) =8, (p (), p(t) :==p )+ 1, p(y) :=p(y) —1

else [Viz obrazek vpravo]

Se(p(t) +1):=Se(p(t), j=p(t) -1
Whﬁej>0d0 ’ T

Se(J+1):=8:(), He(j+1):=H (j), j:=37— 1

enddo
p(t)=p)+1,5 (1) :=8,(p(y), H (1) :=H, (i — 1), (vezmu =i 2 y poslednino
Hy(i—=1)=Hy,(py)—1),py):=py) -1
endif
MIN
t :=koten stromu
while ¢ neni list do t := S; (1) enddo
key (t) je nejmensi prvek S

MAX
t :=kofen stromu
while ¢ neni list do ¢ := Sy (p (t)) enddo
key (t) je nejvetsi prvek S
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JOIN2(T1, T»)
Piedpoklad T; je (a, b)-strom reprezentujici mnozinu S; pro i = 1, 2, které spliuji max S; <
min Sy (tento predpoklad je silngjsi nez pozadavek, ze S1 a Sy jsou disjunktni, ale algorit-
mus nekontroluje jeho splnéni)
if vyska T} je vétsi nebo rovna vysce Th then

t :=koten 11, k :==v (T1) — v (T%)

while £ > 0do t := S, (p(t)), k —k:—lenddo

Spojeni(t, koten T5), t := otec (¢ %}

while p (t) > b do Stépeni(t) endd

oo, | else .
pripad, jer t :=koten Ty, k :=v (T3) — v (T1) 03
S while £ >0do t:=S; (1), k :=k — 1 enddo o o
po levyct Spojeni(t, koten T}), t := otec (t) potreba.
S e while p (t) > b do Stépeni(t) enddo
logicke. endif
SPLIT(T, z)
Z4, Zy prazdné zasobniky, ¢ :=kofen T
while ¢ neni list do [7du po nladinach & chel se dostat do listu]
i:=1 Vlastné vyhledavam x; viz operace
while H; (i) <z ai<p(t) doi:=i+ 1 enddo vyniedei)
t:;Sté@;.} [CHYBA: Sko&im do syna, ale a? po poslednim zeleném kole&ku]
Kolecka znaci o if = 2 then vloz podstrom vrcholu S; ( ) do Z; endif ! vrehe
pfipady ep
(vkladani do  Qif7 > 2 then
iizzzn;iu z1), vytvor novy vrchol t1, p(t;) =i —1,
potfeba for every j=1,2,...,7—2do
prerEt. Sty (7) = Se (7), Htl( ) = Hy (J)
enddo
Sy, (1 —1) := S, (i — 1), vloz podstrom vrcholu ¢, do Z;
endif
oif i = p (t) — 1 then Analogicky k pfipadim vyse.
vloz podstrom Sy (p(t)) do Zy T§. Yesim syny St(i+l ... )
endif

oif i < p(t) — 1 then
vytvor novy vrchol ta, p(t2) := p(t) —
for every j=1,2,...,p(t)—i—1do
Sty () 1= St (i +4), He, (j) := Hy (i 4 j)
enddo
S, (p(t) —1i) := Si (p(t)), vloz podstrom ty do Zs
endif
enddo
if key (t) = = then
Vystup: xTr € S [Jen oznaceni, co bude na vystupu, ale algoritmus pokracuje!]
else
Vystup: =z ¢ S
if key (t) < « then
vloz podstrom vrcholu ¢ do Z;
else
vloz podstrom vrcholu ¢ do Z5
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Implementace

otce vrcholu:

Poznamka ke
SPLITu:

Proc¢? V algoritmu
SPLIT mlZeme projit
prvnim cCervenym
koleckem a pak

D4l uz vyska
musi byt nizsi.

druhym.

Slozitost
operaci:

Slozitost

druhé E

faze
SPLITU:
QUESTION!!
k <= 2..?2??
Mélo by byt
spise:

1 (i+1)-u 1

RozSifime
si DS o
pocet rep.
prvkd danym
uzlem:

endif
endif
T, := vrchol Z;, odstran 17 ze Z;
while Z; # () do
T’ :=vrchol Zy, odstran 7" ze Zy, Ty :=JOIN(T",T})
enddo
T5 := vrchol Zs, odstran Ty ze Zo
while Z, # () do
T" := vrchol Zy, odstran 1" ze Zy, Ty :=JOIN(T,,T")
enddo

Ve funkciondlnim programovani
bychom pouzili jakysi fold :)

Poznamky k algoritmum.

Odkaz na otce vrcholu: bud je v kazdém vrcholu v stromu 7' pifmo odkaz na otec (v), nebo
se v procedufe Vyhledej vkladaji vrcholy do zdsobniku a otec (v) je vrchol v zasobniku
ptred vrcholem wv.

Pti operaci SPLIT se zasobniky pouzivaji jednopruchodové — nejprve se naplni a v této
casti algoritmu se nepouzije operace pop, pak se vyprazdni a v této fazi se nepouziva
operace push. V okamziku, kdyz jsou zdsobniky naplnéné, plati:

v zasobnicich jsou ulozeny (a, b)-stromy reprezentujici podmnoziny S;

kdyz (a,b)-stromy T; a T;1 reprezentuji mnoziny S; a S;41 a jsou v zdsobniku Z;
(nebo Z3) a strom T; ;1 nasleduje po stromu T;, pak plati maxS; < min S;; < z
(nebo min S; > max S; 11 > z) a vyska T; je vétsi nebo rovna vysce Ty 1;

kdyz T; a T;41 jsou dva po sobé nasledujici (a, b)-stromy v zasobniku Z; pro j =
1,2, které maji stejnou vysku, pak nasledujici strom v zdsobniku Z; m4 ostfe mensi
vysku.

Toto plyne z prvni faze algoritmu operace SPLIT a zajistuje korektnost druhé faze algo-
ritmu.

Déle si v§imnéme, Ze podprocedury Stépeni, Spojeni a Pfesun vyzaduji ¢as O (1), a
proto algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2
a pro prvni fazi algoritmu SPLIT vyzaduji ¢as O (1) pro préci v dané hladiné. Protoze
hladin je nejvyse log, |S|, muzeme shrnout:

Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2
a SPLIT v (a,b)-stromech vyZaduji v nejhorsim pripadé ¢as O (log, |S|), kde S je repre-
zentovand mnozina.

Je tieba jesté odhadnout spotiebovany cas ve druhé fazi algoritmu pro operaci SPLIT.
Nejprve si vSimnéme, ze algoritmus JOIN2(T}, T) vyzaduje ve skutecnosti jen ¢as rovny
O (rozdil vysek stromu T} a Tz). Kdyz po naplnéni zasobnik Z; pro j = 1,2 obsahuje
stromy Uy, Us,...,U, v tomto pofadi, pak k& < 2log, |S| a vyprdzdnéni zdsobniku Z;

vyzaduje ¢as O (Zf:_ll (u; —ujy1 + 1)) = O (u1 + k), kde u; je vyska stromu U; pro i =
1,2,..., k. Protoze vyska stromu U; je nejvySe rovna vysce stromu 7', dostavame, ze druha
faze algoritmu SPLIT vyzaduje ¢as O (log, |S|) a dukaz je kompletni.

Nyni popiseme algoritmus pro operaci ord(k). Tato operace se ¢asto nazyva k-ta porddko-
va statistika Tato operace neni podporovana navrzenou strukturou, pro jeji efektivni im-
plementaci musime rozsitit strukturu vnitiniho vrcholu v o pole

P,(1..p(v) — 1), kde P, (i) je poctet prvku S reprezentovanych v podstromu i-tého syna
vrcholu v.

A1
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= hloubka T2 − hloubka T1 + 1
+ hloubka T3 − hloubka T2 + 1
+ . . .
+ hloubka Tk − hloubka T_(k−1) + 1
= hloubka Tk − hloubka T1 + počet JOINů
= O(hloubka T) = O(log_a |S|)

[viz skripta Vidner-Kotal]

PS: Počet JOINů je je součet jedniček.
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Korektnost
algoritmu
ORD:

Jaké volit
hodnoty a
a b?

Konkurentni
prace s (a,b)
stromy:

St&pime si
napted.

Pokud bychom
rozdélili
uzel s b

(= 2a-1) na
poloviny,
tak v jednom
uzlu mame
nez a
=> FAIL

méné
synu

Slozitost
konkurentni
impl.:

Udrzovat pole P, v aktualnim stavu znamena pii uspéSném provedeni aktualiza¢ni operace
projit cestu z vrcholu do kofene a aktualizovat pole P. Uvedeme algoritmus pro nalezeni
k-té poradkové statistiky.

ord(k)
if £ > |S| then neexistuje k-ty nejmensi prvek, konec endif
t :=kofen stromu
while ¢ neni list do
1:=1
while & > P, (i) ai < p(t) do
k:=k—P (i), i:=i+1
enddo
t:= St (Z)
enddo
key (t) je hledany k-ty nejmensi prvek

Invariant algoritmu: V kazdém okamziku plati, Zze puvodni k se rovna aktudlni k+pocet
prvka z S, které jsou v podstromech vrcholu stromu, které v lexikografickém uspotradani
predchézeji i-tému synu vrcholu ¢. Korektnost algoritmu plyne z tohoto invariantu.

Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, SPLIT,
JOIN2 a ord(k) pro vSechna k v rozsirené strukture (a,b)-stromu vyZadugi v nejhorsim
pripadé ¢as O (log|S|), kde S je reprezentovand mnozina.

(a,b)-stromy se pouzivaji jak v interni tak v externi paméti. Jaké hodnoty a a b je vhodné
pouzivat?

Pro interni pamét jsou doporuéené hodnoty a =2, b =4 neboa =3 a b= 6.

Pro externi pamét jsou doporuéené hodnoty a ~ 100, b = 2a.

Kdyz je mnozina reprezentovana (a, b)-stromem ulozena na serveru a ma k ni pfistup vice
uzivatelu, vzniké problém s aktualizaénimi operacemi. Tyto operace méni strukturu (a, b)-
stromu a v dusledku toho se v ném jiny uzivatel muze ztratit. Tento problém se da FeSit
tak, ze pri aktualizacnich operacich se uzavie cely strom.

Nevvhoda: ostatni uzivatelé do ného nemaji pfistup a nemohou pracovat. Tzv. (paralelni
implementace operaci INSERT a DELETE nabizi jiné, efektivnéjsi feseni.

Predpoklad: b > 2a.
Pii operaci INSERT jsou ve vyhleddvaci fazi vzdy uzavieny vrcholy ¢, otec (t) a synové
vrcholu ¢. Algoritmus zjisti, ve kterém synu vrcholu t mé pokracovat, a pak, kdyz p (t) = b,
provede Stépeni (proto je nutné b > 2a, abychom po této operaci méli zase (a, b)-strom).
V algoritmu pak odpadne vyvazovaci ¢ast (tj. Stépeni pii cesté vzhiru ke koteni).

[Zp¥isnili jsme definici, ktera

pozZaduje pouze b >= 2a - 1]

Pti operaci DELETE jsou ve vyhleddvaci fazi uzavieny vrcholy ¢, otec (¢), bezprostiedni
bratr y vrcholu t a jejich synové. Kdyz p(t) = a, pak po najiti vrcholu, kde se bude
pokracovat, se provede bud Piesun (kdyz p(y) > a) nebo Spojeni (kdyz p(y) = a).
Stejné jako pii operaci INSERT se vynecha vyvazovaci ¢ast uzavirajici puvodni algorit-
mus.

Tato tUprava vyzaduje sice vice Stépeni, Spojeni a Pfesunt, ale asymptoticky vychézi
cas stejny (jen je vétsi multiplikativni konstanta). Doporucené hodnoty a a b jsou a ~ 100
a b = 2a+2 pti ulozeni na serveru v externi paméti, ve vnitini paméti se doporucuje a = 2,

b=6.

Zamykam
Cervené uzly
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(a,b) -stromy
(A-sort) a
t¥idéni:

A-sort:

[Gprava (a,b)
stromu]

[niciali

zuju
prvkem x n a

Nastavim Prv

Vlozim odza—|
du zbylé
prvky psp
Projdu lexi-
kograficky

(zleva dopr.)

lis

je

Operace JOIN2 lze také paralelizovat, ale operaci SPLIT paralelizovat nelze.

(a,b)-stromy davaji také zajimavé aplikace pro t¥idici algoritmy. Pouziti (a, b)-stromu pro
seti{déni ndhodné posloupnosti neni vhodné, rezie na udrzovani struktury (a,b)-stromu
vede k tomu, ze multiplikativni konstanta by byla o hodné vétsi nez u klasickych ttidicich
algoritmu. Také ulozeni (a,b)-stromu vyzaduje vice paméti nez je potieba pro klasické
algoritmy. Situace se podstatné zméni, kdyz vstupni posloupnost je pfedtiidéna a je ji
tfeba jen dottidit. Klasické algoritmy vétsinou nejsou schopné vyuzit faktu, ze posloupnost
je predtiidénd, a jejich ¢asova nérocnost je prakticky stejnd (nékdy i horsi) jako u ndhodné
posloupnosti. Na rozdil od nich algoritmus A-sort zalozeny na (a, b)-stromech je schopen
predtiidénost vyuzit a ma na predtiidénych posloupnostech lepsi vysledky nez klasické
algoritmy.

Modifikace (a,b)-stromu pro algoritmus A-sort. Méme (a, b)-strom reprezentujici vstupni
posloupnost, je dan ukazatel Prv na prvni list, listy (a,b)-stromu jsou propojeny do sez-
namu v rostoucim lexikografickém potadi (ukazatel na nasledujici prvek je Nasl) a je dana
cesta z prvniho listu do kofene (to znamend, ze na cesté z prvniho listu do kofene znadme

pro kazdy vrchol v jeho otce). Nyni uvedeme algoritmus A-sort.
Zname cestu od
prvniho listu

ke koreni
(tj. seérii om

A-sort(zy,xo,...,2y)
1:=mn — 1, vytvor jednoprvkovy strom s vrcholem ¢
key (t) := z,, Prv:=t
while i > 1 do A-Insert(z;), i:=i— 1 enddo
y1 := key (Prv)
while 7 < n do
y; :=key (t), i := 1+ 1, ¢t := Nasl (¢)
enddo

(a,b) -strom

wew | O0 0

A

I
ukazatel Prv \\\\\

ukazatel Nasl

Vystup: (y1,¥2, ..., Yn) setiidéna posloupnost (1, zg, ..., x,)
A-Insert(z)
t = PI‘V [Zaénu v prvku Prv, tedy vlevo dole ve stromé]
while ¢ # kofen T" a H; (1) < = do ¢ := otec (t) enddo (sroupan a niedan, kde byen
klesat ) rvek u t

while ¢ # list do
1:=1 -
while H; (i) <z ai<p(t) doi:=i+ 1 enddo jen -
if i > 1 then v:= S5 (i — 1) else v := 5; (0 @) endif

2 procedura Vyhledej (x),
avic pamatujeme vrchol
e predchtce (v lex.

spotadani) prvku t]
t:=5; (Z) ERROR: Sv (\rho (v)) [Prvek &1 byt ir i
enddo coven et
ifjke)f(t) 7é:I then [Pokud prvek nenajdeme, tak ho vkladame, inak |
vytvor novy list ¢/, key (') = @, reripravine =i viladany list 0 s klice
ift je kofen_tllell [Mohou nastat dva pripady, mame trivialni strom (jen kofen) nebo ...]

Pripad s trividlnim Stromem::

Prv ukazatel Ai\

Nasl ukazatel

vytvof novy kofen u, p (u) := 2
if key (t) > = then
H,(1):=uz S,(1):=1t,8,(2) :=t,
Prv:=1t, Nasl (t') := ¢, Nasl (t) := NIL
else
H, (1) :=key (t), S, (1) :=1t,5,(2) =1t
Prv:=t, Nasl(t) :=t/, Nasl(t') := NIL
endif
else
u = otec (t)

Je pottreba pouze ohlidat spravné
poradi uzla t a t'

[P¥ipad, kdy vkladéme do netrividlniho stromu]
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if key () < x then (ze zptsobu hledani uzlu t plyne, Ze toto nastane jen kdyZ x > max S|

(komlentaf: > max S) PFidame t' jako
Su(p(u)+1) =1, Hy(p(u)) :=key (t), p(u) := p(u) 4 1 [ 777700 sms meie o
Nasl (t) :=t', Nasl (¢') := NIL
else Musim posunout syny

najdi i, 7e S ( ) t, ( ( ) ) - S(p (u))’ éiJrl ... posl.) uzlu u
j:=p(u) —1, Nasl (v) :=1t', Nasl (t') :=t e
while j > i do O—>)>0>0

Su(G+1) =8, (j), Hy(j+1):=H,(j), j =35 — 1 ﬁ

enddo
S (2) . t/’ o (Z) A (u) —r (u) +1L 0 i kazatel P irenrlnsiiieie
if t = Prv then Prv := ¢’ endif o e o pocrenn ‘

endif

t:=u

while p(t) > b do Stépenf(t) enddo (stépime smérem ke koteni, otce jsme si mohli

endif o

endif potfeba znat v3echn ce]

Korektnost: | Korektnost algoritmu plyne z faktu, ze key je izomorfismus usporadani a seznam listu je @
v rostoucim potfadi. Protoze v je vzdy bezprostiedni predchudce ¢, je seznam korektné
definovan. Ukazatel otec (t) je dan na cesté z vrcholu Prv do kofene, pro ostatni vrcholy
se Tesi stejnym zpusobem jako pro (a, b)-stromy.

slozitost:  Slozitost algoritmu: Algoritmus A-sort vyzaduje vice ¢asu i vice paméti nez klasické tridici
‘(’pt_e;nes*tr: g7y algoritmy, ale jejich asymptotickd slozitost je stejnd. Jeho vyhoda je v pouziti na pied-

tiidéné posloupnosti. Méjme posloupnost (z1, 9, ..., x,) prvka z totdlné usporadaného
univerza U a definujme
F = ‘ {(’L,j) | 7/ < j, CCJ < ,TZ} | [PoCet inverzi v nesetfizené psp]

Ziejmé F = 0, pravé kdyz posloupnost (x1,za,...,z,) je setiidéna. Déle 0 < F' < (g) a
F = (g), praveé kdyz je posloupnost (x1, s, ..., z,) klesajici. To vede k tomu brét_F jako
miru predtiidénosti posloupnosti. Spoc¢itame slozitost algoritmu A-sort v zavislosti na n
aF

Ziejmé algoritmus A-sort v nejhorsim pripadé vyzaduje Cas, ktery potiebuje A-Insert, @
lus O (n). Algoritmus A-Insert(z) vyzaduje Cas potfebny na nalezeni mista, kam vlozit

x, plus O (poéet volani Stépem’). Protoze kazdy béh procedury Stépeni vytvoril jeden

vnitini vrchol (a, b)-stromu a protoze a > 2 a (a, b)-strom po skonceni volani A-Insert ma

n listu, je vnitinich vrcholu (a, b)-stromu < n. Proto vSechny béhy procedury A-Insert

vyzaduji ¢as na nalezeni mist jednotlivych prvku plus O (n). Kdyz procedura A-Insert(x)

pii hledéni mista pro prvek x skoncila ve vysce h (tj. prvni cyklus se h-krat opakoval), pak

nalezeni mista pro prvek z vyzadovalo ¢as O (h). Vsechny prvky reprezentované (a,b)-

« - i je . stromem pod prvnim vrcholem ve vysce h — 1 jsou mensi nez = a je jich alesporn ah=1.

pouze Kdyz = = z;, pak pocet prvku reprezentovanych (a,b)-stromem pii béhu procedury A-

crnacent Insert(z), které jsou mens{ nez x, je pocet j takovych, ze i < j a x; < x;. Oznaéme f;

£ i ozn. tento pocet. Pak plati

pocet prvka, vyEgka b m-mm e pfe e a A - - -
které musime vySka h-1 ---=-Hf-=-=-=-=X~--
preskodit a" 1< fi = h—1<log, fi = heO(ogfi).

Stoupame do

Sky h
Proto v nejhorsim piipadé ¢as potfebny pro nalezeni pozice z; je O (log f;). Odtud plyne, \
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ze ¢as algoritmu potiebny k béhu algoritmu A-sort je

0 ((Zlgf) +n) |

Ziejmé Y. | f; = F a nyni vyuzijeme toho, ze geometricky prumeér je vzdy mensi nebo
roven aritmetickému pruméru, a odtud dostavame

ilog fi %ggﬁ fi@bg (ﬁ fi) ' S@
i—1 i—1 i—1

nlog 721:1 fi
n

pro vSechny A-Inserty.]

Veéta. Algoritmus A-sort na setiidéni n-clenné posloupnosti vyzaduje v nejhorsim pripadé

cas O (n + nlog %), kde F je mira setridénosti vstupni posloupnosti.

0

0

0

Vyhledavani:

=

uzel, na ktery
odkazuje levy(v)

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

stromy. Kdyz se budou tfidit posloupnosti s mirou F' < nlogn, pak algoritmus A-sort
bude potiebovat v nejhorsim piipadé ¢as O (nloglogn). Mehlhorn a Tsakalidis dokézali,
ze kdyz F < 0.02n'-?7, pak algoritmus A-sort je rychlejsi nez algoritmus Quicksort.

Propojené stromy s prstem.

Hladinové propojeny (MM) strom s prstem je (a, b)-strom, kde struktura vnitiniho vrcholu
ruzného od kofene je rozsifena (protl klasickému (a, b)- stromu) o ukazatele:

otec (v), levy (v), pravy (v), kde

levy (v) ukazuje na nejvétsi vrchol (v lexikografickém usporadani) ve stejné hladiné jako
v, ktery je mensi nez v (kdyz neexistuje, tak je to NIL),

pravy (v) ukazuje na nejmensi vrchol (v lexikografickém uspotdadéni) ve stejné hladiné jako
v, ktery je vétsi nez v (kdyz neexistuje, tak je to NIL)
NaVlC je dan ukazatel PrSt na nektery hSt Neni pevné dano, na ktery list Prst ukazuje

Zde se lisi hlavné vyhledavani, které je zobecnénim postupu A-sortu. Zaciname od listu

p, na ktery ukazuje Prst. Kdyz x je mensi nez prvek reprezentovany timto listem, pak se

pokracuje v jeho otci v, a kdyz p byl i-ty syn v, tak se pomoci pole H, zjistuje, zda x
nema byt reprezentovan v podstromu jeho j-tého syna pro j < i. Kdyz ne, pokracuje se
ukazatelem levy (v). Kdyz x neni reprezentovén ani v jeho podstromu, tak se cely postup
opakuje o hladinu vy$ (zkoum4 se otec vrcholu). Kdyz = je vétsi nez prvek reprezentovany
listem p, je postup zrcadlové obraceny. Kdyz se nalezne vrchol, v jehoz podstromu ma x
lezet, pak se aplikuje od tohoto vrcholu (misto od kotene) procedura Vyhledej.

-ty syn [Z1lutd barva oznaluje prohledavané syny pro ptripad x < key(p)]

ukazatel Prst na list p

=
S

— nlog —. [Dostavame tedy nejhors$i cas pottrebny
n
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operace PRST: Struktura kromeé operaci uspoiradaného slovnikového problému jesté pouziva piidanou ope-
raci PRST(z), kterd nastavi ukazatel Prst na list, ktery reprezentuje nejmensi prvek veétsi
nebo rovny z (pokud x > max S, tak ukazatel Prst bude ukazovat na nejvétsi list). Operace
provedou vyhledani a pak pokracuji klasickym zpusobem.

Pouziti: Pouziti: Tato struktura je velmi vyhodné pro tlohy, kde vzdy skupina po sobé jdoucich
operaci pracuje v blizkém okoli néjakého x € U. Pak vyhledani prvku je rychlejsi nez v
klasickém (a, b)-stromu, viz A-sort.

amortizovand Vyvazovaci operace Stépenti, Spojovani, Presun vyzaduji cas O (1), ale ve skutecnosti
Lalgoritmu pro operace INSERT a DELETE. Omezeni jejich poctu

jsou nejpomalejsi casti a
vedlo k mensi slozitosti algoritmu A-sort. To motivovalo analyzu jejich pouziti.
Libovolny béh algoritmu INSERT  vold podproceduru Stépeni nejvyse log (|S|)-krét
a libovolny béh algoritmu DELETE muze nejvyse log (]S|)-krat zavolat podproceduru
Spojeni a nejvysSe jednou podproceduru Presun. V obecném piipadé tyto odhady
nejdou zlepsit. Pro vhodny typ (a, b)-stromu v8ak amortizovany pocet vyvazovacich ope-
raci (za¢indme-li s puvodné prazdnym stromem) je konstantni.

Pro pevné a a b oznacme

Ozn. c#l Ozn. c#2
b+ 1 b+ 1
c= min{min{Za— 1, [%-‘ } —a,b—maX{Qa— 1, L%J}}
Def: Pfipominame, ze vyska vrcholu v kofenovém stromé je maximélni délka cesty z ného do

nékterého listu. [N&kterého libovolného]

Véta. Necht b > 2a a a > 2. Necht P je posloupnost n operaci INSERT ¢ DELETE,
aplikujme ji na prdzdny (a,b)-strom. Oznacéme

St, — pocet Stépeni ve vysce h pii aplikaci P, St = > nSth;

Spr— pocet Spojeni ve vysce h pii aplikaci P, Sp =), Spn;

Py, — pocet Ptesuni ve vysce h pri aplikaci P, P =), P).

Pak plat?

(1)

-2
P<n a (20—1)St+cSp§n+c+w;
a+c—1
(2) .
c+2)n
Sth—f—Sph—f—PhS(i)h.
(c+1)
Z definice plyne, ze ¢ > 1, a protoze a > 2, z 1) dostaneme
—2 -2 3
St+Sp< 41+ <y <
c a 2 2

Amortizovany pocet vyvazovacich operaci splinuje tedy

P+5St+5Sp _5
n -2

AAAAAAAAAARS ARANAR:

princip:  gtromu, nalezneme jeho horni odhad a popiSseme, jak toto ohodnoceni mohou zménit
vyvazovaci operace. Srovnani téchto odhadu dé pozadovany vysledek.

Bankovni Dukaz je zalozen na bankovnim principu — navrhneme kvantitativni ohodnoceni (a, b)- @
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Méjme (a, b)-strom 7', pro vnitini vrchol v rizny od kofene definujme

(a,b) -stromy u ukllzene kd /_ ra;;
b(v) = min {p (v) — a,b— p(v) ), | o e S
/ nenastane v brzké
pro koren r definujme - vV tomto smyslu
b (7’) — min {p (7’) — 2, b— P (7’) ,C} . b de funkce oznac¢ujici balanci/
zUstatek

Pozorovani.

primo definice]

(1
(2
(3
(4
(

Pro vnitini vrchol stromu v ruzny od korene plati

) b(v) <e¢; 1o e

) kdyz p (v) = a nebo p (v) =b, pak b(v

)kdyzp(v):a—lnebop()—b+1 pakb =—1; @

) kdyzp(v) =2a—1, pak b(v) =

5) Kdyz v' a v" jsou dva rizné vrchol stromu ruzné od kotene takove ze p (v ) =
”bi;“ a p(v//) — LbLQ]-J7 pak b( )—|— b( ) > 2c — 1 Typicky tedy v' a ' vzniknc

(6) pro koren r plati b(r) < c.

Stépenim.]

Strom (7', ) ohodnotime

=> {b(v)
:ibh(T)—f—b(’l‘)

| v # 7 vnitini vrchol stromu ve vysce h}

Rekneme, ze (T, r,v) je parcidlni (a,b)-strom, kdyz r je kofen stromu, v je vnitini vrchol
T a plati:

Tzn. povolime podteceni a
kdyiv%r,paka—lgp( )<b+1a2<p( )<b ¢eni o 1 u vni
kdyz v =r, pak 2 < p(r )<b—|—1
kdyz t je vnitini vrchol T ruzny od v a r, pak

Tzn. povolime preteceni o

a<p(t)<b (min ik

vSechny cesty z kotene r do néjakého listu maji steJnou delku

Nyni rozlozime operace INSERT a DELETE do jednotlivych akci se stromem a vysSetii-
me vliv téchto akei na jeho ohodnoceni. Dikazy lemmat jsou zalozené na nésledujicim
pozorovani

Ani. eime dva strom a eré maji stejnou mnozZinu vrcholu ve viysce h.
Pozorovani. M dva st T aT', kt t hol h

Pak plati:

(1) kdyz kazdy vrchol ve vysce h md ste]ny pocet syni v obou stromech, pak by (T') =
bn (T7);
(2) kdyz viechny vrcholy ve vy$ce h aZ na jeden vrchol maji stejny pocet syni v obou

stromech a pocet syni u zbylého vrcholu se ve stromech T a T' 1is7 nejvijse o 1, pak
bh (T) Z bh (T/) — 1 [Toto je vidét opét z

[To je zfejmé, protozZe potencidl b je zavisly pouze na

pocCtu synu]

definice b]

Lemma 1. Kdyz (T,r) je (a,b)-strom a kdyz strom T’ vznikne z T priddnim/ubranim
jednoho syna vrcholu v ve vysce 1 (tj. priddvany/ubirany syn je list), pak (T',r,v) je

parcidlni (a,b)-strom a plati
[Z Poz#2(2) méame:] bl (T,) Zbl (T) — 1
b(T") >b(T) — 1.

a by (T") = by, (T) pro h > 1;
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Lemma 2. Nechi (T,r,v) je parcidlng (a,b)-strom, p(v) = b+ 1 a v je ve vysce | > 1.
Kdyz T" vznikne z T operaci Stépeni(v), pak (T',r,otec (v)) je parcidlni (a,b)-strom a
plati:
[Jak se zméni potencial na
7 hladiné sStépeni (tj. 1) a
(T ) Z bl—|—1 (T) — 1| na hladiné o jedna vyssi]
b(T") > b(T) + 2¢c— 1.

Porovnani vyslednych potencialua

b (T') Zb%l) +2¢, by
e oo by (T') =by, (T) pro h # 1,1+ 1;

potencialy neméni]

Lemma 3. Necht (T,r,v) je parcidlni (a,b)-strom, p(v) =a—1, v je ve vjsce | > 1 a y
je bezprostredni bratr v takovy Ze p (y) = a. Kdyz T' vznikne z T operaci Spojeni(v,y),
pak (T',r,otec (v)) je parcidlni (a,b)-strom a plati:

ERROR:

Prvni nerovnice
by méla byt
rovnice????

b (T’) >b; (T) +c+1, bl—|—1 (T’) > bl—|—1 (T) —1
bp (T") =bp, (T) proh #1,1+1; b(T")>0b(T)+ec.

Porovnani vyslednych potencialu

[Dle Poz#l (3)
je b(v) -1

Dle Poz#l (2)
je b(y) =0

Dle Pozi#l (4)
je b(s)
kde s je uzel
vznikly spo-
jenim]

= c,

Lemma 4. Necht (T,r,v) je parcidlni (a,b)-strom, p(v) = a—1, v je vijsce | > 1 a y je
bezprostredni bratr v takovy, Ze p (y) > a. Kdyz T' vznikne z T operaci Pfesun(v,y), pak
(T',r) je (a,b)-strom a plati:

b (T') = by (T) a by (T') = by (T) proh £ 1 b(T") = b(T).

b’ 1(T') = b 1(T)-b(v)-b(y)+b'(v')+b'(v''), kde v' a v'' oznaCuji modifikované vrcholy v a y

[Dle Poz#l(3)
je b(v) = -1

Dle Pozi#l (2)
je b(y) =0

Dle Pozi#l (2)
je b(v) =0,
po ptesunu

a symbol b' (x) je opét zjednodusSenym zapisem ohodnoceni vrcholu x ve stromé T'.
Ozna¢me T} (a,b)-strom vznikly provedenim posloupnosti P na prazdny (a,b)-strom.
Sectenim predchozich vysledkt dostavame

Dle Pozi#2(2)
na uzel v''
dostavame
vysl. nerovn.

Ddsledek 5. Kdyz polozime

[n je pocet operaci

Q: Proé¢ zrovna takto?? posloupnsti P]

Sty + Spg = pocet listu v Ty, < n,
bn (Tk) > 2¢Sty, + (C + 1)

pak
Sph _ Sth—l _ Sph—l pro h 2 1. [2iskali jsme

sedtenim vysledky
lemmat 1 - 4]

Dadle b (Ty) > (2¢—1) St +¢Sp — n,%g n je dél%oslou%gsti P.

[Se¢tenim nerovnic vySe

pro vSechny hladiny]

Prvni vyraz upravime (vyuzivdme, ze ¢ > 1): [T3. upravujeme NEROVNICI #1]

bn (Tk) | Sth—1+ Spr—1
St S < < [Vyuzivame toho, Ze 2c >= c + 1]
h ¥ OPh = c+1 c+1 - !
bh (Tk) bh_l (TI;) Sth_Q * Sé)h_Q < . S [Rekurz. pouziti min. nerov.]
c+1 (c+1) (c+1)
h—1 —
Z bh—i (Tk) n :: .
par (C_+_1)z+q_ (C-+ 1)h [2i2zz?1 pomoci sumy + vyjadfeni posledniho
h l
n (c+1)
— + bl (Tk) —————77- [RozSifeni &lenem (c+1)* (h+l)]
(c+1)" l; (c+1)"!

Nyni odhadneme shora b (T}).
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(2c - 1) + 1 = 2c


Marty
Typewriter
[Jak se změní potenciál na 
hladině štěpení (tj. l) a 
na hladině o jedna vyšší]

Marty
Typewriter
[Na ostatních 
 hladinách se
 potenciály nemění]

Marty
Typewriter
Porovnání výsledných potenciálů

Marty
Line

Marty
Typewriter
[Dle Poz#1(3) 
 je b(v) = -1

 Dle Poz#1(2)
 je b(y) = 0

 Dle Poz#1(4)
 je b(s) = c,
 kde s je uzel
 vzniklý spo-
 jením]

Marty
Typewriter
ERROR:
První nerovnice 
by měla být 
rovnice????

Marty
Typewriter
[Dle Poz#1(3) 
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a symbol b'(x) je opět zjednodušeným zápisem ohodnocení vrcholu x ve stromě T'.
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Lemma 6. KdyZT je (a,b)-strom s m listy, pak 0 <b(T) < c+ (m —2) ro=.

P

s alespon atc
syny

Dukaz véty
gast (1):

Dukaz. Pro 0 < j < ¢ oznacme mj pocet thrmch vrcholu ruznych od kotene, ktere map

piesné a + j synu, a— S Fnd FEEL S eré—1majt
alespon-a—+csynu. Kdyz Vrchol v M4 a+ j synu, pak bT (v) < j a pro kazdy antrnl Vrchol
v plati bp (v) < c. Tedy b(T) _@—F ijojmj. Z vlastnosti stromu plyne E] Q: Nema I

horni me
NEMA'!

Odhad ohodnoceni korene

(&)
Hrany vychazejici 9 4 Z (a+j)m; < Z {p (v) | v je vnitini vrchol T} =

z kofene a vnitft.

uzld — Podet hran ve stromé

C
m —+ E m;.
j=0

# hran pfichazejicich do vnit#. uzld a lista

Odtud plyne

((I + j — 1) m] S m — 2. [Upravili jsem krajni strany
nerovnice vyse]

Jj=0

7 < a1 pro kazdé j takové, ze 0 < j < ¢, dostévame

P C=IIE < S BN
T)§c+j§0]mj c+j§0a+j_1(a+j 1)m

c
—C (m-2
c+a+c_1(m )

Protoze

byt u sumy
z c-1?7?

a lemma je dokazano. [

(1)

(2)

Nyni dokdzeme tvrzeni (1) Véty. Protoze kazda operace DELETE pouzije nejvyse jednu
operaci Pfesun (a operace INSERT operaci Pfesun nepouziva) dostavame, ze

P S poéet Operacf DELETE S n [Trividlné trividlni :-)]

a prvni nerovnost plati. Abychom dokazali druhou nerovnost, spojime druhé tvrzeni v
Disledku 5 a Lemma 6 (T}, ma nejvyse n listu)
c

Dusledek 5 (20 - ].) St + CSp -n<b (Tk) <c+ (’I’L - 2) I 1 Lemma 6
a C —

Odtud plyne pozadovand nerovnost a (1) je dokazano.

Dukaz (2) vyuzije nasledujici odhad.

Lemma 7. Pro kazdé h > 1 a pro kazdy (a,b)-strom T s m listy plati

Zbl )(c+1) <(c+1)m

Diikaz. Pro 0 < j < c a pro libovolné h ozna¢me m; (h) pocet vrcholl ve vysce h ruznych
od kotene, které maji pfesné a + j synu, a m. (h) pocet vrcholu ve vysce h ruznych od
kotene, které maji alespon a + ¢ synu. Pak mame

<Y m®), &
- O O O
Pocet hran vedoucich (a + j mJ < Z m] pI‘O kazdé h > 1 O g O O O

z hladiny h niz 7=0 @

Pocet uzlu na hladine h-1

hladina h

hladina h-1
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kde dodefinovdvame Z;ZO m; (0) 2%.] Tyto vztahy pouzijeme v nésledujicim odhadu.
Plati

h h c
@ Zbl (T) (c+ 1) < Z (c+ 1) ijj 0| < Pouzivame (1)
=1 =1 5=0

h c c
Sle+D) [ D mi—1)—ad " mi(1) || @O rourivane @
§=0 Jj=0

=1 |

hloubku (tj. 0), pro
nejvyssi (tj. h) a pro

[RozepiSeme si minuly vyraz c h ¢
jako soucdet pro nejmensi C-+-1 E Tnj (0) —-(C-+-1) a E Tnj (h)-+
i=0 7=0

ostatni] h—1 c c
I+1 a
;(CWLU j;)mj(l)—m;mj(l) <

a/(c+l) >= 1, po vytknuti sumy
je cela zavorka zaporna

kde jsme ziskali pFerovndnim sé¢itancu tak, aby vyrazy Z§:0 m; (1) byly u sebe,
a posledni nerovnost plyne z toho, ze ﬁ > 1, a tedy tieti scitanec v predchozim vyrazu
neni kladny. U

[Zbyl tedy jen modry vyraz](c-+-1)7n,

Zkombinujeme odhad St;, + Sp, s Lemmatem 7 a dostaneme

[Lemma 7]
Stn, + Spy, SL}L
Nas odhad St_h+Sp h (C'+'1)
n PR—
h h h*
(C-+'1) (C'+'1) i (C-+-1) [P_h je pocet

2 presunu; posledni
Protoze Py, _g %ph—1 — Spn, £S5t—1 4+ Spp—1 < T;Lh,l dostdvame, Ze  nerovnost plyne z

( nerovnosti vyse]

2 2 2n + 2 +1
Sty + Spn 4+ P <21 _ nh_1: n n(ch ) _
—_— (c+1) (c+1) (c+1)
2n(c+2)
(c+1)"

a dukaz (2) ve Vété je hotov.

Véta vysvétluje, pro¢ jsou doporucené hodnoty b > 2a — pak je pocet vyvazovacich ope-
raci béhem posloupnosti operaci INSERT a DELETE linearni vzhledem k délce této

Protipriklad posloupnosti. Pro b = 2a — 1 lze lehce nalézt posloupnost operaci INSERT a DELETE

linearniho
poctu pro
b = 2a-1

o délce n takovou, ze jeji aplikace na prazdny (a,b)-strom vyzaduje pocet vyvazovacich

operaci umérny nlogn (pro kazdé dostatecné velké n). (PodoPHaNGtaIplatiiiprolparaleli

Véta. Predpoklidejme, Ze b > 2a a a > 2. Méjme hladinové propojeny (a,b)-strom s
prstem T, ktery reprezentuje n-prvkovou mnozZinu. Pak posloupnost P operaci MEM-
BER, INSERT, DELETE a PRST aplikovand na T vyZaduje cas

O (log (n) + ¢as na vyhledani prvka) .

[b >= 2a
je predpok.
vety]
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Vysvétleni: Zac¢indme v libovolném propojeném (a, b)-stromé 7', proto jeho struktura muze
byt nevyhodna pro danou posloupnost operaci P. Abychom se dostali do vhodného rezimu,
miiZze byt tieba az log (n) vyvazovacich operaci. Cas na vyhleddvani nemtizeme ovlivnit,
ten musi ovlivnit uzivatel.

Aplikace: analyza hladinové propojenych stromu s prstem umoznila navrh algoritmu,
ktery pro dvé mnoziny S7 a Sy reprezentované propojenymi (a,b)-stromy, kde b > 2a a
a > 2, zkonstruuje propojeny (a,b)-strom reprezentujici mnozinu S; U Se (nebo mnozinu
A (S1,S2) = (S1\S2) U (S2\ S1) nebo S; N Sy nebo Sy \ S3) v case O (log (";m)), kde
n = max {|S1], |S2|} a m = min {|S1], |S2|}. Detaily budou v letnim semestru.

Vyvazovani pti operaci INSERT lze provadét tak, ze operace Stépem’(t) se provede, jen
kdyz oba bratii vrcholu t maji b synu. Jinak se provadi operace Presun. Nevim o zaddném
seridznim pokusu tyto alternativy porovnat.

VYHLEDAVAN{ V USPORADANEM POLI

Zadani tlohy: Médme podmnozinu S linedrné uspoirdadaného univerza a S je ulozena v poli
A[1..|S]] tak, ze pro i < j je A(i) < A(j). Pro dané x € U mame zjistit, zda x € §
(operace MEMBER(z)).

Reseni: Pokud x < A (1) nebo A (|S]) < z, pak « nenf prvkem S. V opaéném pifpadé bud
x = A(1) nebo x = A (]S|) nebo mame dvé hodnoty d a h takové, ze 1 <d < d+1<h <
S| a A(d) < < A(h). Pak najdeme n takové, ze d < n < h, a dotazem zjistime, zda
x = A(n) (pak kon¢ime a x € S) nebo = < A (n) (pak polozime h = n) nebo = > A (n)
(pak polozime d = n) a proces opakujeme. Koné¢ime, kdyz d + 1 > h, pak z ¢ S. Na
zacatku polozime d = 1 a h = |S|. Formalni zapis algoritmu:

i£22 A(1) then (5] T
Vystup: =z € S stop
else
if z <:f1(]) then Krajni pripady: 1o e
VyStllp: T gé S StOp x je bud prvnim prvkem @
else nebo je mensi nez 1. prvek
d=1
endif
endif

if v = A(]S|) then
Krajni pripady:

Vystup: x € S StOp X je bud poslednim prvkem
else nebo je vetsi nez posledni prvek

if x > A(|S|) then
Vystup: x ¢ S stop

else
h =S|
endif
. Pro hodnoty d a h plati:
endif 1 <=d<d+tl <h<=1]S] & A(d) < x < A(h) -- jsou to tedy jakési zavory
while d+1 < h do bosatesni hodmoty - fo1m- s
oC&tecéni hodnoty jsou: =1, =
n := next (d, h)
if x ::‘4_(n) then Vzdy si tipneme (metoda next) néjaké n z rozsahu d < n < h a otédzZeme se,
zda A(n) je hledanym prvkem (tj. A(n) = x):

Vystup: x € S stop

Pokud ano: pak koncime

Pokud ne: Pak upravime hodnotu d (tj. d = n) nebo h (tj. h = n) podle toho,

zda x < A(n) nebo x > A(n)
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 1 <= d < d+1 < h <= |S|  &   A(d) < x < A(h)  -- jsou to tedy jakési závory

Počáteční hodnoty jsou: d = 1, h = |S|

Vždy si tipneme (metoda next) nějaké n z rozsahu d < n < h a otážeme se, 
zda A(n) je hledaným prvkem (tj. A(n) = x):

Pokud ano: pak končíme
Pokud ne: Pak upravíme hodnotu d (tj. d = n) nebo h (tj. h = n) podle toho, 
          zda x < A(n) nebo x > A(n)
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Konc¢ime v pripadé, Ze neméame jaky prvek tipnout,

tj. kdyZz neplati d+1 < h.
else J. RevE nep

if z < A(n) then h :=n else d := n endif
endif
enddo

Vystup: x ¢ S stop

V tomto metaalgoritmu je next(d, h) funkce, kterd nalezne hodnotu n takovou, ze d < n <
h. Korektnost plyne z pozorovani, ze kdyz d + 1 = h, pak A (d) < z < A (h) implikuje, ze
neexistuje i takové, ze x = A (i), a tedy = ¢ S. Efektivita algoritmu zalezi na fukci next.
Zpracovani dotazu vyzaduje_cas O (1) a pocet dotazi je pocet volani funkce next.

Unérni vyhleddvani: next(d,h) = d + 1, pak kazdy dotaz zvétsi d o 1, a tedy nejvétsi
pocet dotazu je |S|. Algoritmus v nejhorsim piripadé vyzaduje cas O (|S|) a otekavany
pocet dotazu pii rovhomérném rozlozeni mnoziny S a prvku x je % (tedy ocekévany cas
je () (Lgl)). [tj. kazdy prvek do mnoziny S vyberu pomoci rovnomérného rozdéleni]
Poznédmka: Dudlni pistup je, kdyz next(d, h) = h—1, vysledky se nezméni. Pti aplikacich
je nékdy vyhodné pouzit funkci next(d, h) = min {d + ¢, h — 1}, kde ¢ je néjaka konstanta
(pak krok neni 1, ale ¢). Jak uvidime pozdéji, jsou situace, kdy je vyhodné takovéto undrni
vyhledéavani pouzit.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA dth] pak kazdy dotaz zmensi rozdil h — d piiblizné

na polovinu. Pocet dotazt je nejvyse 3+log (|.S| — 2), algoritmus tedy v nejhorsim pfipadé
vyzaduje ¢as O (log |S]) a o¢ekdvany ¢as pfi rovhomérném rozlozeni mnoziny S a z € U je
také O (log|S|).

Interpolaéni vyhledivini: next(d.h) = d + | 5f5250 (h — d)|. V nejhorsim pipade
musime polozit vice nez %' dotazt, a proto ¢as v nejhorsim piipadé je O (|S|), ale pii

rovnomérném rozlozeni mnoziny S a x € U je o¢ekdvany ¢as O (loglog |S|). To je zaloZeno
na faktu, ze hodnota next zavisi i na velikosti . Kdyz x je velké, tak hodnota next je
posunuta do vétsich hodnot, kdyz x je malé, pak je posunuta do mensich hodnot.

Pozndmka: Kdyz rozlozeni prvka neni rovnomérné, ale je zndmé, pak podle toho muzeme

AAARAAARNARIRRRNRAN

upravit funkci next a ocekavany cas algoritmu se nezmeéni.

Pro nasledujici funkci next bude jednodussi spocitat ocekavany pocet dotazu nez pro
interpola¢ni vyhledavani, ale vysledek je asymptoticky stejny.

zich situacich a na vysledku dotazu. Procedura zadava dotazy v blocich. Prvni dotaz
v bloku je interpola¢ni a procedura piitom zjisti velikost kroku a zda x je mensi nebo
veétsi nez prvni dotaz v bloku. Pak stiidd undrni a binarni vyhledavani. Blok kon¢i, kdyz
rozdil mezi h a d je nejvyse velikost kroku. Krok v néasledujicim bloku klesne ptiblizné na
odmocninu velikosti kroku v tomto bloku. Procedura pouziva boolské proménné blok, typ,
smer. Proménnd blok je inicializovana hodnotou false a urcuje, zda se dotaz zadava v
ramci stejného bloku nebo nikoliv. (Proménnd typ urcuje, zda ptisti dotaz je unarni (kdyz
typ = true) nebo bindrni. Proménnd smer urcuje, zda dotazy jsou mensi nez prvni dotaz
v bloku (smer = true) nebo vétsi. Dile procedura pouzivé promennou krok typu integer;
(Kteranobsahijenvelikostikrokirameiblokid Hodnoty téchto proménnych se predavaji
z jednoho volani procedury do dalstho volani (tj. jsou to globalni proménné, které se
neinicializuji voldnim procedury next).
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next(d, h) E]

if blOk thel’l [Prohledavani bloku] GLOBALNI inicializace:
if typ then [Udelej unarni dotaz] (nasl. promenne nejsou lokalni ve funkci NEXT!)
lf smer then [smer = vlevo] blok = inicializovano na FALSE

next(d, h) = h — krok false // Pak je pristi dotaz binarni

R true // Pak je pristi dotaz unarni

lf A (neXt (d7 h)) <z then typ = (boolean); true = unarni dotaz, false = bin. dotaz
blok = false [Uz nemuzu udelat smer = (boolean) ;
dif dalsi krok] krok = (integer) // Velikost kroku v ramci bloku

endil

else [smer = vpravo]
next(d, h) := d + krok
if A (next(d,h)) > x then
blok := false [Vz nemuzu udelat
endif dalsi krok]
endif

typ = false [Pristi dotaz bude binarni]
else [Udelej binarni dotaz]

next(d, h) := (%] h-d < krok
if :4—@4-9;(—1;—64,—]199- " ' < krok then [V bloku chci chodit vzdy o alespon krok, pokud

blOk‘ — false ‘t';&o,x}rln{e;::a:ir'l:]i., tak opet jdu na interpolacni
else
typ := {rue [pristi dotaz bude unarni]
endif
endif

else [Ud&lame interpola&ni vyhledavani]

krok := [Vh = dJ, next(d, h) := d +| 5{250s (h — d)
if A (next (d,h)) >z then

B

, [Zjistime si velikost kroku pro
i hledani v bloku]

smer ‘= true [= vievo] [Dotaz je men3i ne% hledana hodnota]
else
smer := false [= vpravol
endif
typ := true, blok := true
endif

Nejhorsi Po dvou dotazech klesne h—d bud pod v/h — d nebo pod %. Proto procedura v nejhorsim @
ptipad: “z o« L. s~ o . <. wz o~
pripadé pouzije nejvyse 8+ 2log (|S| — 1) +2loglog|S| dotazu, a tedy v nejhorsim piipadé

Vyzaduje ¢as O (1Og ’Sl) [Melo by byt |S| - 2; viz. slozitosti jednotlivych typu
vyhledavani vyse]

Dovyjasnit!!

OZekavany Nyni spocitame ocekavany pocet dotazi béhem jednoho bloku za predpokladu rovnomeér-
pripad: ného rozdéleni dat. Necht p; je pravdépodobnost, ze v ramci bloku se polozi alespoii i
dotazu. Pak ocekdavany pocet dotazu v ramci bloku je

(1) . g%:
E (C) = ZZ (pi _pi—l—l) = Di. Co se mysli tim C?

i>1 i>1 Ocekavany pocet
- - dotazl C.

Nyni odhadneme p;. Ozna¢me n+ d argument prvniho dotazu (interpolaéni vyhleddvani) @
v ramci bloku a necht krok = k v ramci bloku. Ozna¢me X = |{i|i>d, A(i) < x}| na
zacatku bloku, pak X je ndhodnd proménna zavisld na argumentu operace a bloku. Kdyz
se v bloku polozi alespon i dotazu pro i > 2, pak | X —n| > L%Jk, protoze kazdy undrni

S
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binarni dotaz. Protoze binarnich dotazu je nejvyse tolik, kolik jich je polozeno pri binarnim vyhledavani, dostavame, ze:

* binarnich dotazu je nejvyse 3 + log(|S| − 1) [viz slozitost na min. strane], 
* unarnich dotazu je nejvyse 3 + log(|S| − 1)  + log log |S| + 1
* interpolacnich dotazu je nejvyse 1 + log log |S| .


Tedy celkem je polozeno nejvyse:

8 + 2 log(|S| − 1) + 2 log log |S| dotazu.
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dotaz, jehoz polozeni nezméni blok, nalezne dalsich k£ hodnot i v rozdilu | X — n|. Tedy

, — 2
pigProb(|X—n|2 LZ 5 Jk)

Pouzijeme CebySevovu nerovnost pro nahodnou proménnou X. =

2
Prob (|Y —pu| > 1) < (Z_Q pro kazdé t > 0.

Uvazujme okamzik, kdy jsme na zacatku néjakého bloku. Protoze S je vybrand s rovno-

mérnym rozdélenim, je pravdépodobnost, ze A (i) < z prod < i < h, rovna p = Af%%,

a pak pravdépodobnost, ze X = 7, je (h;d)pj (1-— p)h_d_j. To znamena, ze X je nahodna
velicina s binomickym rozdélenim s rozsahem d — h a pravdépodobnosti p, a tedy jeji
oc¢ekavana hodnota je

h—d h d
. - ; h—d—1 Jak se da vysvétlit posledni
/J’:§ j( . )p](l_p) J:p(h_d) rovna se? Y F
0 i
J
a rozptyl ma hodnotu

h—d
h—d ‘ —d—J ak se da vysvétli osledni
02=Z<J—M>2( ; )zﬂ(l—p)h T = p (1= p) (h— d). Tl 25 TS postedn
j=0

Kdyz si uvédomime, ze k = |vVh —d| an = p(h — d), pak dostdvame

e <pun (5 152 iz

2
<

(i-2°% = (i—2)%

protoze pro0 < p<ljep(l—p) < %. KdyZ shrneme tato pozorovani, dostavame, ze
(1) 1 1
E@C)=Yp<2+2) ———=2+2) = =
i>1 i>3 (Z - 2) 1>1 g
2 2
24+2— =2+ —=5.3
+ 6 + 3

AAAAAAA

Kdyz E (T (n)) je otekavany pocet dotazu pro operaci MEMBER a kdyz |S| = n, pak
plati

E(T(n)) < E(C)+ E (T (Vn)). S
Protoze E (T (1)) =1 a E(T (2)) < 2, dostdvame z rekurentniho vzorce, ze

E(T (n)) <24 E(C)loglogn pron > 2.

Véta. Cas operace MEMBER . v usporddaném poli délky n p7i zobecnéném kvadratickém
vyhleddvdni je v nejhorsim pripadé O (logn). Kdyz rozdéleni vstupnich dat je rovnomérné,
pak ocekdvany cas je O (loglogn).

Nevyhoda této datové struktury spociva v neexistenci prirozenych efektivnich implemen-
taci operaci INSERT, DELETE, SPLIT a JOIN. Pfirozené implementace téchto ope-
raci vyzaduji ¢as O (|S]), zhruba Feteno musime pohybovat s témeétr kazdym prvkem.
Pokusem o feSeni tohoto problému byl ndavrh bindrnich vyhledavacich stromu.
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BINARNI VYHLEDAVACI STROMY

Binéarni vyhleddvaci strom je struktura pro binarni vyhleddvani v usporddaném poli rozta-
zeném do roviny a vyvhledavani odpovida cesté ve stromé. Formalni definice:
Ptedpokladame, ze U je linearné uspotadané univerzum a S C U. Bindrni vyhledavaci
strom T reprezentujici mnozinu S je tplny bindrnf strom (tj. kazdy vrchol je bud listem
nebo mé dva syny, levého a pravého), kde existuje bijekce mezi mnozinou S a vnitinimi
vrcholy stromu takova, ze

Def:

kdyz v je vnitini vrchol stromu 7', kterému je ptitazen prvek s € S, pak kazdému
vnitinimu vrcholu v v podstromu levého syna vrcholu v je prifazen prvek z S
mensi nez s a kazdému vnitinimu vrcholu w v podstromu pravého syna vrcholu v
je pritazen prvek z S vétsi nez s.

Strukura | Strukura vnitfniho vrcholu v:
vnitfniho
vrenolu: | ukazatel otec (v) na otce vrcholu v,

ukazatel levy (v) na levého syna vrcholu v,
ukazatel pravy (v) na pravého syna vrcholu v,
atribut key (v) — prvek z S prifazeny vrcholu v. Kdyz v je kofen stromu, pak hodnota G)N

ukazatele otec (v) je NIL. List ma ukazatele pouze na otce. [V listech nejsou data, viz impl.]

O Kazdy list reprezentuje interval mezi dvéma sousednimi prvky z S — ptfesné, kdyz u je list
a je levym synem vrcholu v, nalezneme vrchol na cesté z u do kofene nejblize u takovy, ze ®
je pravym synem vrcholu w. Pak u reprezentuje interval (key (w), key (v)) a kdyz vrchol w @%
neexistuje, pak u reprezentuje interval (—oo, key (v)) a prvek key (v) je nejmensi prvek v S.

O Kdyz u je list a je pravym synem vrcholu v, nalezneme vrchol na cesté z u do koiene nejblize
u takovy, ze je levym synem vrcholu w. Pak u reprezentuje interval (key (v),key (w)) a
kdyz takovy vrchol w neexistuje, pak u reprezentuje interval (key (v), 4+00) a prvek key (v)
je nejvetsi prvek v S.

Pfi implementaci bindrnich vyhleddvacich stromu je vyhodné vynechat listy (misto nich
bude ukazatel NIL). Pfi ndvrhu algoritmu je vSak naopak vyhodné pracovat s listy

Implementace:

listy reprezentujici intervaly.

Navrhneme algoritmy pro binarni vyhledavaci stromy realizujici operace z uspotfadaného
slovnikového problému.

Vyhledej(x)
t :=kofen stromu
while ¢ neni list a key (t) # = do

if key (t) > = then t :=levy (t) else t := pravy (t) endif
enddo

MEMBER(z)
Vyhledej(x)
if ¢ nenf list then Vystup: z € S else Vystup: z ¢ S endif

INSERT(x)
Vyhledej(x)
if ¢ je list then

t se zméni na vnitini vrchol, key (¢) := z,

levy (t) a pravy (t) jsou nové listy, jejichz otcem je t
endif
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DELETE(z)
Vyhledej(x) £ miZe byt levim i
if ¢ neni list then [MaZeme pouze, pokud mame co mazat] @ pra m 7 ‘t € m\ioi

if levy (t) je list then ¢

odstranime vrchol levy (t), otec (pravy (t)) := otec (t) ® Propojime o a
if t = levy (otec (¢)) then \Z \] pravého potomka

levy (Otec (t)) = pravy (t) t a smaZeme t.

list nejaci

else potomci
pravy (otec (t)) := pravy (t)
endif
odstranime vrchol ¢
else
u .= leVy (t) Najdeme pfedchuidce u vrcholu t a

. P rohodime klide uzld u a t.
while pravy (u) nenf list do i

u := pravy (u)
enddo
key (t) := key (u), odstranime vrchol pravy (u),
otec (levy (u)) := otec (u)
fu= levy (otec (U)) then O Odstranime list
levy (otec (u)) := levy (u) \I

else
pravy (otec (u)) := levy (u) l/@)\

endif O list
odstranime vrchol u
endif
endif

MIN
t :=koten stromu
while levy syn ¢ neni list do ¢ := levy (t) enddo
Vystup: prvek reprezentovany t je nejmensi prvek v S

MAX
t :=koten stromu
while pravy syn ¢ neni list do ¢ := pravy (¢) enddo
Vystup: prvek reprezentovany t je nejvétsi prvek v .S

SPLIT (x):
Ty a Ts jsou prazdné stromy
Uy = ug := NIL
t := koten stromu 7T’
while ¢ neni list a key (t) # = do
if key (¢) > x then
u = levy (t), levy (t) := NIL, otec (u) := NIL
if T je prazdny strom then
T5 := podstrom vrcholu ¢ Zrusin tuto
else vazbu
levy (ug) :=t, otec (t) := uq
endif @ key(t) > x, cpu tedy do

e A

P¥ipojuji tedy vidy k nejnizs$imu (tj. u2)
levého syna (ktery nemd levého syna, takze @
proces mohu opakovat) .

Tl T2
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else
U = pravy (t)7 pravy (t) = NIL? otec (U,) = NIL Analogicky k ptfedchozi varianté
if T je prazdny strom then
T} := podstrom vrcholu ¢
else
pravy (uy) :=t, otec (t) := u;
endif
up ==t
endif
t:=u
enddo
if key( ) =X then ProtoZe nemusim konéit v listu, tak
otec (levy (¢)) := u1, pravy (u1) == levy (¢) pravéhe syna usn & do stroms T1 a T2
otec (p ravy( )) = ug, levy (ug) := pravy (t)
otec (uy) := NIL, otec (ug) := NIL, Vystup: z € S
else
Vystup: =z ¢ S
endif

Komentafr: T je bindrni vyhledavaci strom reprezentujici mnozinu {s € S | s < z} a Ty je
bindrn{ vyhleddvaci strom reprezentujici mnozinu {s € S | s > x}.

JOIN3: JOIN3(Ty,z,Ty) — predpokladdme, ze kdyz T; reprezentuje mnozinu S; pro i = 1,2,
pak max .S; < x < min Sy

vytvoime novy vrchol u, key (u) = z, otec (u) := NIL,
otec (kofene T7) := u, otec (kofene T3) := u,

levy (u) :=kofen Tj, pravy (u) :=kofen T5.

T1 T2

Abych dokézali korektnost algoritmu Vyhledej — jednd se o modifikaci vyhledavani v

uspoiadaném poli — popisSeme podrobnéji vlastnosti bindrniho vyhledavaciho stromu. Nej-
Roz§ifeni prve rozsifime universum o dva nové prvky, o novy nejmensi prvek —oo a o novy nejveétsi
:;l,zsr::ooa prvek +o0. Méjme binarni vyhledévaci strom T reprezentujici mnozinu S, pak pro vrchol
-0o: t stromu T definujeme indukei hodnoty A (t) a 7 (t). Kdyz r je kofen, pak \(r) = —oo
pefee hodnot & T (1) = +00. Kdyz hodnoty A (t) a (t) jsou pro vrchol t definovény, pak pro levého
\lambda (t) a syna u vrcholu ¢t definujeme A (u) = A (t) a 7 (u) = key (%)_a pro pravého syna w vrcholu

WO definujeme A (w) = key () a7 (w) = 7 (1), Nyni dokdzeme ¢

Lemma. Je-li T" podstrom bindrniho vyhleddvaciho stromu T urcéeny vrcholem t, pak T’
reprezentuje mnozinu S N (A (t),n(t)). Navic interval (A(t),n (t)) je nejvétsi interval,
ktery obsahuje jenom prvky z S, které jsou reprezentovdny vrcholy podstromu T'. -Nawie;

Dikaz. Tvrzeni dokazeme indukci. Ziejmé plati, kdyz t je koten stromu 7. Predpokladej-
me, ze plati pro vrchol ¢ a dokazeme ho pro syny vrcholu t. Oznacme t; levého syna vrcholu
t, t, pravého syna vrcholu ¢. Z definice bindrnfho vyhledavaciho stromu stromu plyne, zZe
kdyz u je vnitini vrchol v podstromu 7" ur¢eném vrcholem t; a kdyz v je vnitini vrchol v
podstromu 7" uréeném vrcholem t,, pak key (u) < key (t) < key (v). Nyni platnost tvrzeni
pro ¢ implikuje platnost tvrzeni i pro vrcholy ¢; a t,. [

Korektnost | Korektnost podprocedury Vyhledej plyne z nésledujiciho invariantu:
operace

Vyhledej: Kdyz pti vyhledavani x vySetiujeme vrchol ¢, pak

At) <z <m(t).
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Toto tvrzeni se lehce dokaze indukci z popisu algoritmu Vyhledej. Tedy operace Vy-
hledej je korektni a korektnost operaci MEMBER a INSERT je ted ziejma. V operaci
DELETE, kdyz levy (t) je list, pak korektnost je ziejma. Kdyz levy (¢) neni list, pak
algoritmus nalezne list v takovy, ze m (v) = x. Pak pro u = otec (v) plati v = pravy (u)
aA(v) =key(u)a(A(v),7(v))NS =0. Kdyz y = key (u), pak odstranéni vrcholu u
a v déava bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici S \ {y}. Protoze (y,z) NS = 0, tak
piikaz key (t) := y ddva bindrni vyhledavaci strom reprezentujici S\ {z} a proto operace
DELETE je korektni.

Korektnost operaci MIN, MAX a JOIN3 plyne z definice binarnitho vyhledavaciho
stromu. Korektnost operace SPLIT plyne z korektnosti algoritmu Vyhledej a z faktu,
ze u1 je otec nejpravéjsiho listu stromu 17 a us je otec nejlevéjsiho listu stromu 75. Protoze
ke stromu T se pridava cast stromu T reprezentujici prvky, které jsou vétsi nez prvky
reprezentované v 17, a ke stromu 75 se pridava ¢ast stromu 7' reprezentujici prvky, které
jsou mensi nez prvky reprezentované v Ts, korektnost algoritmu pro operaci SPLIT je
jasna.

Zpracovani jednoho vrcholu vyzaduje ¢as O (1) a algoritmus se pohybuje po jedné cesté z
kotene do néjakého listu. Oznaéme hloubka (7) délku nejdelsi cesty z kofene do néjakého
listu. Pak dostavame

Dodefinovani
udaje p(t):

Korektnost
ORD algo.:

Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3
a SPLIT v bindrnim vyhleddvacim stromé T' vyZaduji ¢as O (hloubka (T")).

Bohuzel ani struktura binarnich vyhledavacich stromu nepodporuje efektivni implementaci
operace ord (k). Pro jeji efektivni implentaci je vhodné rozsitit datovou strukturu tak, ze u
kazdého vrcholu ¢ je deklarovan také ddaj p (t) - pocet listti v podstromu uréeném vrcholem
t. Po provedeni operaci INSERT, DELETE, JOIN3 a SPLIT je pak nutné aktualizovat
tuto polozku na cesté z vrcholu do kofene. Nésledujici algoritmus pak realizuje operaci
ord(k).

ord(k)  [Hledani k-tého vrcholu]
t :=koten stromu
if k£ > p(t) then k-ty prvek neexistuje, stop endif
while true do
if £ > p(levy (t)) then
k:=k—p(levy (t)), t := pravy (t)
else
if k£ < p(levy (t)) then
t :=levy (1)
else
key (t) je k-ty prvek reprezentované mnoziny, stop
endif
endif
enddo

Korektnost algoritmu plyne z nésledujictho (invariantu: { Kdyz algoritmus ma v daném
okamziku v proménné ¢ vrchol v a hodnota proménné k je k/, pak k-ty prvek v S se rovna
k’-tému prvku v intervalu reprezentovaném v podstromu stromu 7' uréeném vrcholem v.
Protoze na poc¢atku algoritmu je v kofen stromu a interval je S (a k' = k), tak na poc¢atku
béhu algoritmu invariant plati. Predpoklddejme, Ze plati v nékterém kroku. Necht u

S
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Lépe napsano J€ 1€VY Syn v, w je pravy syn v a I, je interval reprezentovany podstromem T' urCenym v W

v druhém
Koubkovi!

vrcholem a. Pak |I,| = p(u) — 1, max [, < key (v) < minl,, a I, = I,, U {key (v)} U I,,.
Odtud plyne, ze kdyz k' < p (u), pak k’-ty prvek v intervalu I, je k’-ty prvek v intervalu

Pro pochopeni [, kdyz k' > p(u), pak k'-ty prvek v intervalu I, je (k' — p(u))-ty prvek v intervalu

je potteba
dukladné
preéist
invariant!

Bez vyvaz.
operaci:

Dalsi
strategie:

VyvazZovaci
operace:

Iy, a kdyz k' = p(u), pak k’-ty prvek v intervalu I, je key (v). Odtud plyne invariant a
korektnost algoritmu. Podle stejnych argumentu jako v predchozim piipadé dostaneme,
ze Casova slozitost algoritmu je O (hloubka (7). Tedy muzeme tato fakta shrnout.

Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOINS,
SPLIT a ord (k) pro viechna k v rozsitengch bindrnich vyhleddvacich stromech vyZadugi
¢as O (hloubka (7)), kde T je strom reprezentujici danou mnoZinu.

Tento vysledek motivuje pouzivani binarnich vyhledavacich stromu, které splnuji dalsi
podminku, kterd mé zajistit, ze hloubka (7') = O (log |S|). V takovémto piipadé mluvime o
vyvazenych binarnich vyhleddvacich stromech. Je vSak nutné ptidat k operacim INSERT,
DELETE, JOIN3 a SPLIT dalsi kroky, které zaruci, ze po jejich provedeni strom opét
splnuje pozadované podminky. To vede k pozadavku, aby vyvazovaci operace byly rychlé
a provadelo se jich malo.

P1i ndhodné posloupnosti operaci INSERT a DELETE je velka pravdépodobnost, ze
dostaneme ndhodny binarni vyhledavaci strom. Je zndmo, Ze ocekdvand hodnota promén-
né hloubka (T) je O (log|S|). Protoze se nepouzivaji vyvazovaci operace, muzeme dostat
lepsi vysledek (Casové) nez pro vyvazené binarni vyhleddvaci stromy. Tento problém se
ted intenzivné studuje. Velkd pozornost je vénovéna pravdépodobnostnim modifikacim
bindrnich vyhledavacich stromu. Hledaji se v8ak i dalsi moznosti.

RAAARRAR, ARAANNNIANRNNNININNINNNANRA

datecnych informaci, ale operace nad touto strukturou provadi vyvazovani v zavislosti na
argumentu operace. Dokéazalo se, ze existuje strategie vyvazovani, kterd zajistuje dobré
chovani bez ohledu na vstupni data.

struktura nema vyrazné Spatné chovani, a pokud ho ma nebo po dlouhé fadé uspésnych
‘aktualizacnich operaci se vybuduje nové datové struktura (s optimalnim chovénim). Tretd,
pomérné stara, strategie je zalozena na predpokladu, ze zndme rozdéleni vstupnich dat.
Zde se datova struktura pfedem upravuje pro toto rozdéleni. Ukazuje se, ze tyto strategie
maji uspéch. Dalsi podrobnosti v letnim semestru.

Nyni si ukazme dvé operace se stromy, na nichz jsou zalozeny vyvazovaci operace pro
bindrni vyhleddvaci stromy. Obé operace vyzaduji ¢as O (1).

PNV ONOONE IOVVO VIOV OVORVIN SR VVIVVVY SUPVOVVVIDVION

Méjme vrchol v bindrniho vyhledavaciho stromu 7" a jeho syna u, ktery je vnitini vrchol.
Pak Rotace(v, u) je zndzornéna na obrazku a provadi ji ndsledujici algoritmus.

Rotace(v, u)
otec (u) := otec (v),
if v = levy (otec (v)) then
levy (otec (v)) :=u
else
pravy (otec (v)) :=u
endif
otec (v) :=wu
if u = levy (v) then

Na misto v napojim u.
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OBR. 1
otec (pravy (u)) := v, levy (v) := pravy (u), pravy (u) :=v
else
otec (levy (u)) := v, pravy (v) :=levy (u), levy (u) := v
endif

Vsimnéme si, ze pii Rotace muzeme aktualizovat i funkci p. Pro vrcho[ ’:w = u,v se jeji
hodnota neméni, nové hodnota p (u) je rovna ptvodni hodnoté p (v) a novou hodnotu p (v)
dostaneme jako p (levy (v)) + p (pravy (v)).

Méjme vrchol u stromu 7', jeho syna v a jeho syna w takového, ze w neni list a v je
pravy syn vrcholu u, pravé kdyz w je levy syn vrcholu v. Pak Dvojita-rotace(u, v, w) je
znazornéna na obrazku a provadi ji nasledujici algoritmus.

OBR. 2
Nesmi byt list!

Dvojita-rotace(u, v, w)
otec (w) := otec (u)
if U/::leVSI(Ote(z(u)) then Opravim korektné pointer otce u, aby ukazoval na w.

levy (otec (w)) := w
else

pravy (otec (w)) = w
endif

otec (v) := w, otec (u) : = w

if v = levy (u) then
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levy (u) := pravy (w), otec (pravy (w)) := u, pravy (v) := levy (w)
otec (levy (w)) := v, levy (w) := v, pravy (w) := u

else
pravy (u) := levy (w), otec (levy (w)) := u, levy (v) := pravy (w)
otec (pravy (w)) := v, levy (w) := u, pravy (w) := v

endif

Také zde muzeme v ¢ase O (1) spocitat nové hodnoty p. Pro vrchol z # u, v, w se hodnota
neméni, nova hodnota p (w) je rovna puvodni hodnoté p (u) a nové hodnoty p (u) a p (v)
ziskame podle stejného vzorce jako v Rotace.

Def:

Oznadeni:

Hodnota
omega:

Hodnoty
n(v)
neukladame:

Nas plan:

AVL-STROMY

Binarni vyhledavaci strom je AVL-strom, kdyz pro kazdy vnitini vrchol v se délka nejdelsi
cesty z jeho levého syna do listu a délka nejdelsi cesty z jeho pravého syna do listu lisi

nejvyse o 1.

Pro vnitini vrchol v stromu T' ozna¢me 7 (v) délku nejdelsi cesty z vrcholu v do listu.

Struktura vnitinich vrcholu v AVL-stromech je rozsitena o hodnotu w:
w (v) = —1, kdyz

n (levy syn vrcholu v) = n (pravy syn vrcholu v) + 1;

Y

w(v) =0, kdyz
71 (levy syn vrcholu v) = n (pravy syn vrcholu v);

w (v) = +1, kdyz

n (levy syn vrcholu v) + 1 = n (pravy syn vrcholu v) .

Vsimnéme si, ze hodnota 7 (v) pro vnitini vrcholy v stromu 7" neni nikde ulozena. Hodnoty
1 jsme schopni spocitat z hodnot w, ale neni to tfeba. Staci, kdyz po aktualizacnich
operacich budeme umét aktualizovat hodnoty w a upravit binarni vyhledavaci strom tak,
aby byl opét AVL-strom.

‘Odhad velikosti 7 (kofen T') v zdvislosti na velikosti reprezentované mnoziny S.
Kdyz T je AVL-strom a v je vnitini vrchol T', pak podstrom T urceny vrcholem v je opét
AVL-strom. Oznac¢me

[Podstrom
AVL stromu
je AVL strom]

Hodnoty
mn a mx:

mn (2) velikost nejmensi mnoziny reprezentované AVL-stromem T takovym, ze
[zkratka zkratky "min"]

n (koi"en T) — i, Ze délka nejdel$i cesty z kofene

stromu T do listu je 1i.

max (i) velikost nejvétsi mnoziny reprezentované AVL-stromem 7' takovym, ze
[zkratka zkratky "max"]

n (koten T') = i.

Z definice AVL-stromu plynou rekurze

mn(i)zmn(i—l)%ﬂn(i—%%—l, mx(i)zQ%(i—l)%—l,
amn(l)=mz(1)=1, mn(2)=2, mz(2)=3. @
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Dokézeme, ze mx (i) = 2° — 1.| Tento vzorec je splnén pro i = 1,2. Dale

[Klasicky dukaz

mx (i+1) =2max (i) +1 =2 (21 _ 1) 41 =20 1. indukci]

Tim je vzorec dokazan.

Definice a pripomeneme si definici Fibonacciho ¢isel. Fibonacciho ¢éislo F; je

vlastnost ’ 7
Fibonacciho | definovano rekurenci

cisel:

F1 = FQ =1a FZ'_|_2 = Fz + Fi—l—l pPro vSechna 7 Z 3.

14v5\' (1=v5)*
Pak plati vzorec F; = ( 2 ) \/g( 2 ) pro vSechna i > 1 (dokdzeme si ho v ¢asti o

haldéch).

Protoze —1 < 1_—2‘/5 <0a # > 1, dostavame, ze

| 1+v5)
n&%ﬂd > ) -8

Proto existuji konstanty 0 < ¢; < ¢y takové, ze

1 5 ’ 1 5 i al resne svetlit?
01<+ ><\/5Fi<02(+2\/_>. Jak p vysvetlit

2

— Protoze F3 =2 a Fy = 3, tvrzeni plati proi =1 ai = 2.
Dale

mn(i+2)=mn(i+1)+mn(i)+1=
Fiis—1+F,o—1+1=F -1

Z toho indukci plyne pozadovany vztah.

Kdyz AVL-strom T o vySce ¢ reprezentuje mnozinu S o velikosti n, pak plati

142
fzk_ (:1 + V/g:) —1< }%_Fg —1< £;;;]2i —1. [;::J

Cast vzorce F i \/g 2

mn (1)

Po zlogaritmovani z toho okamzité dostavame

Pro dostatecné C1 . 1 + V/g .
velké n miZeme lOg (—) + (Z + 2) log — | < 1Og (TL + 1) <.
zai:dbat. \/5 2

2 1.44
log (n+ 1) <. Odtud plyne, ze log(n + 1) <i < 1.44log(n), a tedy i = O (log (n)).

Kde se vzalo?

Protoze log (M) ~ 0.69 ~ —— dostavame, ze pro dostatecné velka n plati, ze 0.69i <
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Operace MEMBER () pro AVL-stromy je stejné jako operace MEMBER(z) pro nevy-
vazené binarni vyhledavaci stromy. Aktualiza¢ni operace pro AVL-stromy nejprve prove-
dou prislusnou operaci pro nevyvazené binarni vyhledédvaci stromy a pak nasleduje jejich

vyvazovaci cst. (PEINISPESHEIPIOVEdEnEIoperaciiiNS ERT (@) WnevyVazenyChibmamie .., | onren.

stromech zménfme vhodny list ¢ na vnitini vrchol stromu reprezentujici z a priddme k
avarsynykteribudoulistyd Dusledkem je, ze definujeme w (t) = 0. Protoze se vsak

zvétsila hodnota 7 (t) (bylo 77 (t) = 0 a ted je n (t) = 1), zavoldme proceduru Kontrola=
INSERT(t), kterd zajisti spravnou hodnotu funkce w pro otce t. Navic, kdyz zjisti, ze
se zvétsila hodnota 1 vrcholu otce ¢, pak zavold sama sebe na vrchol otec t. Nejprve
provedeme analyzu situace.

Méjme vrchol ¢, jeho 1 (t) = a (ale a nezndme), na zacatku operace INSERT bylo 7 (t) =
a — 1. V podstromu uréeném vrcholem ¢ méame uz spravné hodnoty w. Vrchol v je otcem
t, t =levy (v) a w(v) ma jesté puvodni hodnotu.

6
/\

list list

Po INSERTu:

=

Lemma. KdyZ se hodnota n(t) pri operaci INSERT zvétsila a t nebyl listem pred op-
eraci, pak po operaci neplati w (t) = 0.

@{%

Oprava
hodnot
omega po
dvojite
rotaci:

‘Oznatme u = bratr (t) = pravy (v) a uvazme piipady:

A)w(v) =1, pak n(u) =a an(v) =a+ 1 se nezménilo, tedy staci polozit w (v) = 0.

B) w(v) =0, pak n(u) =a—1an(v) =a+1 se zménilo, tedy musime polozit w (v) = —1
a zavolat proceduru Kontrola-INSERT na vrchol v.

C)w(v) = -1, pak n(u) = a—2an(v) =a-+1sezménilo. Nyni w(v) = —2 a to je
zakdzané. Oznaéme t; = levy (t), to = pravy (¢) (w (t) = 0 nenastane, viz Lemma).

Cl) w(t) = —1, pak n(t1) = a — 1, n(t2) = a — 2 a provedeme Rotace(v,t). Pak t; je
druhy syn v a staéi polozit w (v) = w (t) = 0.

C2)w(t) =1, pak n(t1) = a—2,n(t2) = a—1 a provedeme Dvojita-rotace(v, t,t2). Pro
ts = levy (t2) a ty = pravy (t2) plati:

C2i) w(te) =1 = n(ts) =a—3 an(ty) =a—2 a staci polozit w(t) = —1, w(v) =
w (t2) = 0, protoze n (t2) = a.

C2ii) w(ty) =0 = n(ts) = n(ts) = a — 2 a staci polozit w(t2) = w(v) = w(t) = 0,
protoze 1 (t2) = a.

C2iil) w(tz) = =1 = n(ts) = a —2 an(ty) = a — 3 a staci polozit w(v) = 1,
w (t2) = w (t) = 0, protoze n (t2) = a.

Kdyz t je pravy syn v, pak situace je symetrickd.

Popiseme proceduru Kontrola-INSERT.

Kontrola-INSERT(¢)
v := otec (t)
if t = levy (v) then
if w(v) =1 then
w(v) =0
else
if w (v) = 0 then
w(v) :== —1, t :== v, Kontrola-INSERT|(¢)
else
ifw(t) = —1 then
Rotace(v,t), w(v) :=0, w(t) :=0
else
to := pravy (t), Dvojita-rotace(v, t, t3),
if w(t2) = 0 then

list

list list @
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w(t)=0,w():=0
else
if w(t2) = 1 then
w(v):=0,w(t):=-1
else
w):=1w(t):=0
endif
endif
w (tg) =0
endif
endif
endif
else [t = pravy(v)]
if w(v) = —1 then
w(v):=0
else
if w (v) = 0 then
w(v) :=1, t :== v, Kontrola-INSERT!(?)
else
ifw(t) =1 then
Rotace(v,t), w (v) :==0, w(t) :=0
else
t1 :=levy (t), Dvojita-rotace(v,t,t1),
if w(t1) =0 then
w(t):=0,w(v):=0
else
ifw(t;) =1 then
w(w):=0,w(t):=-1
else
w):=1w(t):=0
endif
endif
w (tl) =0
endif
endif
endif
endif

Vsimnéme si, ze po provedeni Rotace nebo Dvojita-rotace vyvazovani v operaci IN-
SERT konc¢i. Tedy operace INSERT provadi nejvyse jednu proceduru Rotace nebo
Dvojita-rotace. Korektnost vyvazovaci operace je zalozena na faktu, ze kdyz se zvétsi
hodnota 7 (t), pak nemuze byt w (t) = 0. Tento fakt se vyuziva v if-piikazu na 5-tém a
6-tém radku a na 13-tém a 14-tém tfadku programu.

Operace Popiseme vyvazovaci operaci pro operaci DELETE. Piredpokladejme, ze t je vrchol, jehoz O
PRLETE: otec se odstranil (tj. bratr ¢ byl list) a hodnota 7 (¢) je mensi nez byla hodnota 7 (otec (t)). \é
Proto zavolame proceduru Kontrola-DELETE(t). Tato procedura zajist{ spravnou hod- & list
@ notu funkce w pro otce t. Navic, kdyz zjisti, ze se zmensila hodnota n vrcholu otce t, pak

zavola sama sebe na vrchol otec t. PopiSeme analyzu situace, na niz je zalozena korektnost
procedury Kontrola-DELETE(t).

list 1list
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analyza: 'V analyze je dulezité, ze kdyz procedura Kontrola-DELETE pfesune vrchol z na misto
vrcholu y, pak skuteénd hodnota 7 (x) je bud puvodni hodnota 71 (y) nebo je piesné o 1
@ mensi. VSimnéte si, ze to plati.

E] (DEnvicholimehiczicdnctamisezmensila@i) vV podstromu uréeném vrcholem ¢ jsou
hodnoty w aktualizovany, v = otec () a w (v) je puvodni. Ptfedpoklddejme ¢t = levy (v),
u = bratr (t) = pravy (v) a 7 (t) = a (a je nezndmé). Nastavaji piipady:

A) kdyz w (v) =1, pak n (u) = a+2 an(v) = a+3 (puvodné bylo n (t) = a+1). Oznacme

uy = levy (u), ug = pravy (u).

Al) w(u) =1 = n(u1) = a, n(uz) = a+ 1. Provedeme Rotace(v,u). Vrchol u; je

druhym synem v a plati n (t) = n(u1) =a, n(v) =n(uz) =a+1an(u) =a+2. Tedy

polozme w (v) = w (u) = 0 a zavolejme Kontrola-DELETE na vrchol .

A2) w(u) =0 = n(u1) = n(uz) = a+ 1. Provedeme Rotace(v,u). Vrchol u; je

druhym synem v a plati n(t) = a, n(u1) = a+1=n(u2), n(v) =a+2, n(u) = a+ 3.

Polozme w (v) = 1, w (u) = —1 a koncime.

A3) w(u) = -1 = n(uw1) = a+1, n(uz) = a. Provedeme Dvojita-rotace(v, u, u;).

Pro ug levy (u1), ug = pravy (uq) nastanou piipady:

A3i) = -1 = n(uz) =a,n(uy) =a—1atedy nv) =nu) =a+1a
@n (u1) = a —|— 2 Proto polozime w (v) = w(u1) = 0, w(u) = 1 a zavoldme proceduru

Kontrola-DELETE na vrchol u;.

A3il) w(u;) =0 = n(uz) =n(uwg) =aatedyn(v)=nu) =a+1an(u)=a+2.

Proto polozime w (v) = w(u1) = w(u) = 0 a zavoldme proceduru Kontrola-DELETE

na vrchol u;.

A3iii) w(u1) =1 = n(us) =a—1,n(us) = a atedy n(v) =nu) =a+1a

n(u1) = a+ 2. Proto polozime w(u) = w(u;) = 0, w(v) = —1 a zavoldme proceduru

Kontrola-DELETE na vrchol u;.

B) kdyz w (v) =0, pak n(u) =a+ 1 an(v) =a+ 2. Staci polozit w (v) = 1 a skon¢it.

C) kdyz w (v) = —1, pak n(u) = a a n(v) = a + 2. Nyni polozime w (v) = 0 a zavoldme

proceduru Kontrola-DELETE na vrchol v.

Kontrola-DELETE(t)
v := otec (t), u := bratr (t)
if t = levy (v) then
if w(v) =1 then
if w (u) > 0 then
Rotace(v, u)
if w (v) = 0 then
w):=1w(u) =-1
else
w(u) :=w(v) =0, t:=u, Kontrola-DELETE(%)
endif
else
up := levy (u), Dvojita-rotace(v, u, u;)
if w(u1) =1 then
w(u) =0, w(v):=-1
else
if w(u1) := 0 then
w(u):=0,w():=0
else
w(u):=1,w):=0
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endif
endif
w(u1) := 0, t := uy, Kontrola-Delete(t)
endif
else
if w(v) =0 then
w(v):=1
else
w(v) :=0, t :== v, Kontrola-DELETE(%)
endif
endif
else
if w(v) = —1 then
if w(u) <0 then
Rotace(v, u)
if w (u) =0 then
w):=-1w(u):=1
else
w(u) :=w(v) =0, t := u, Kontrola-DELETE(%)
endif
else
ug := pravy (u), Dvojita-rotace(v, u, us)
if w (uz) =1 then
w(u):=-1,w):=0
else
if w (uz) := 0 then
w(u):=0,w(w):=0
else
w(u) =0, w(v):=1
endif
endif
w (uz) := 0, t := uy, Kontrola-Delete(t)
endif
else
if w (v) = 0 then
w(v) = —
else
w(v) :=0, t :== v, Kontrola-DELETE(()
endif
endif
endif
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V operaci DELETE se muze stat, ze procedury Rotace nebo Dvojita-rotace jsou volany
az log (|S|)-krat. To je vyrazny rozdil proti operaci INSERT. Proto operace DELETE
je pomalejsi nez operace INSERT, i kdyz asymptoticky jsou stejné rychlé. Korektnost se

oveéri primo.

Veéta. Datovd struktura AVL-strom umozZnuje implementaci operaci MEMBER, IN-
SERT a DELETE, které vyzadugi ¢as O (log (|S])) (kde S je reprezentovand mnozina).

Operace INSERT zavold nejvyse jednu proceduru Rotace nebo Dvojita-rotace.
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CERVENO-CERNE STROMY

Def: Binarni vyhledévaci strom T reprezentujici mnozinu S, jehoz vrcholy jsou obarveny ¢ervené
nebo ¢erné (kazdy vrchol mé pravé jednu barvu) tak, ze jsou splnény podminky:
olisty jsou obarveny cerné,
okdyz v je vrchol obarveny Gervené, pak je bud kofen stromu nebo jeho otec je
obarven cerné,
ovsechny cesty z kofene do listi maji stejny pocet cernych vrcholu

se nazyva cerveno-cerny strom.
Nejprve ukdzeme, ze cerveno-cerné stromy jsou vyvdzené stromy, tj.
hloubka (T") = O (log (|5])) -

Ptedpokladejme, ze T je cerveno-Cerny strom, ktery ma na cesté z kofene do listu prave
k ¢ernych vrcholu. Pak pro pocet vrcholu #71 stromu T plati

F_1<#T7<2?k 1.

Nejmensi takovy strom ma vSechny vrcholy ¢erné obarvené a je to iplny pravidelny binarni
strom o vySce k — 1, coz dava dolni odhad. Nejvétsi takovy strom mé vSechny vrcholy
v sudych hladindch obarveny ¢ervené a v lichych hladinach ¢erné, je to uplny pravidelny
bindrni strom o vysce 2k — 1 a tim je ddn horni odhad. Tedy k < log (1 + #T) < 2k.
Protoze velikost S je pocet vnitinich vrcholu, dostdavame, ze #T = 2|S| + 1. Z vlastnost{

¢erveno-cernych stromu plyne, ze @ @
k < hloubka (T") < 2k.
Tedy

Tvrzeni. Kdyz cerveno-cerny strom T reprezentuje mnozZinu S, pak

hloubka (T") < 2log (2]S|+2) =2 (1 +1log (|S|+1)).

Pro ¢erveno-cerné stromy navrhneme algoritmy realizujici operace z usporadaného slovni-
Operace kového problému. Operace MEMBER pro cerveno-cerné stromy je stejna jako pro
HEMBER: nevyvazené binarni vyhleddvaci stromy.l Operace INSERT a DELETE maji dvé césti:
nejprve se provede operace INSERT nebo DELETE pro nevyvazené binarni vyhledavaci
stromy a pak nasleduji vyvazovaci operace, které zajisti, ze vysledny strom spliiuje pod-
minky pro ¢erveno-Cerné stromy (stejné schéma jako pro AVL-stromy). Schéma operaci
JOIN a SPLIT bude vychézet z jejich realizaci v (a,b)-stromech. V operaci JOIN
prohleddvéanim nalezneme misto, kde se stromy daji spojit (a aplikujeme operaci JOIN
pro nevyvazené binarni vyhleddvaci stromy), a pak pouzijeme vyvazovaci operace. Al-
goritmus operace SPLIT rozdéli ¢erveno-cerny strom do nékolika mensich podle cesty
vyhledavajici x (podobné jako v (a,b)-stromech) a na tyto stromy pak aplikuje operaci
JOIN a zkonstruuje hledané cerveno-cerné stromy. Algoritmy pro operace MIN a MAX
jsou stejné jako pro nevyvazené binarni vyhledavaci stromy.

DEF': Nejprve-popisemevyvazovaei-operace. Dvojice (T, v) se nazyva 2-parcidlni ¢erveno-cerny @
strom, kdyz T je binarni vyhledavaci strom, kazdy vrchol je obarven cervené nebo cerné,
v_je vnitin{ vrchol stromu 7" obarveny cervené a plati:

Operace
MIN a MAX:

o listy jsou obarveny cerné,

okdyz t je vrchol obarveny ¢ervené, pak je bud kofen stromu nebo ¢
otec je obarven cerné,

ovSechny cesty z kofene do listu maji stejny pocet ¢ernych vrcholu.

v nebo jeho
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Vvyvazovani: | Vyvazovani 2-parcidlniho ¢erveno-cerného stromu (7”,v) provadi procedura Vyvaz-IN-
SERT(v). Po jejim provedeni bud dostaneme Gerveno-cerny strom nebo je procedura
Vyvaz-INSERT zavoldna na vrchol v' takovy, ze (T”,v") je 2-parcidlni ¢erveno-cerny
strom a v’ je déd v (tj. je o dvé hladiny bliz ke kofeni nez vrchol v).

Realizace

o =2%® | Obarven{ je realizovdno rozsifenfm struktury vrcholu v o boolskou proménnou b (v), kde

b (v) = 0 znamena, Ze v je obarven ¢ervené, a b(v) = 1 znamend, ze v je obarven Cerné.

vyvaz INsErT: | PopiSeme proceduru Vyvaz-INSERT (v) (pfedpoklddame, Ze v je obarven ¢ervené). Pro
zjednoduseni s(v) = levy, kdyz v = levy(otec(v)), a s(v) = pravy pro v = pravy (otec (v)).
Vyvaz-INSERT(v).EJ
if v neni koten 7" a b (OteC (U)) = () then [mam &erveného otce a sam nejsem kofen]
if otec (v) je kofen then
b(Ote(:(U)) =1 [kofen miZe mit ¢ernou barvu, tak mu ji dame]
else
w := otec (v), u := bratr (w)
if b (u) = 0 then [¢erveny stryc]
t :=otec (w), b(w) :=1,b(u) =1
b(t) := 0, Vyvaz-INSERT(¢) (Viz Obr. 1)
else
t := otec (w)
if S(?U) =S (U) then [v knize se pise: "v neni lomeny"]
Rotace(t,w), b(t) :=0, b(w) := 1 (ViZIOBEN2)
else
Dvojita-rotace(t, w,v), b(t) := 0, b (v) := 1 (D
endif
endif

endif

OBR. 1


Marty
Line

Marty
Typewriter
Vyvažování:

Marty
Sticky Note
Vyvažování se tedy může opakovaně volat, ale konflikt posuneme vždy o dvě hladiny výše.

Marty
Typewriter
Realizace
obarvení:

Marty
Line

Marty
Typewriter
Vyvaž INSERT:

Marty
Line

Marty
Sticky Note
s(v) = levy(v)  ... jakoze funkce jsou stejne

s(v) nam dava leveho syna, kdyz v je levym synem sveho otce (na obrazku bychom meli usecku).

Marty
Typewriter
[kořen může mít černou barvu, tak mu ji dáme]

Marty
Oval

Marty
Oval

Marty
Oval

Marty
Oval

Marty
Oval

Marty
Oval

Marty
Oval

Marty
Oval

Marty
Arrow

Marty
Typewriter
Tento uzel vyvažuji

Marty
Typewriter
[červený strýc]

Marty
Typewriter
[mám červeného otce a sám nejsem kořen]

Marty
Arrow

Marty
Typewriter
Musí být černý,
protože je otcem
červeného syna

Marty
Arrow

Marty
Typewriter
Otec musí být červený,
jinak bychom neměli důvod
vyvažovat.

Marty
Cross-Out

Marty
Rectangle

Marty
Typewriter
[v knize se pise: "v neni lomeny"]

Marty
Highlight

Marty
Highlight

Marty
Highlight

Marty
Highlight


Def:

34

2-parcialni ¢erveno-cerné stromy vznikaji pii operacich INSERT a JOIN. Pii operaci
DELETE se porusi struktura Cerveno-cernych stromu jinym zpusobem a vznikne 3-
parcidlni ¢erveno-cerny strom.

Rekneme, ze dvojice (T,v) je 3-parcidlni Cerveno-Cerny strom, kdyz 7T je bindrni vy-
hledavaci strom, kazdému vrcholu je pfitazena pravé jedna z dvojice barev cCervend —
¢erna, v je vrchol ve stromu T a plati néasledujici podminky:

olisty a vrchol v jsou obarveny ¢erné,

okdyz t je vrchol obarveny Gervené, pak je bud kofen stromu nebo jeho otec je
obarven cerné,

oexistuje Cislo k takové, ze vSechny cesty z kofene do listu, které neobsahuji vrchol
v, obsahuji pravé k ¢ernych vrcholu, a vSechny cesty z kotfene do listu prochazejici
vrcholem v obsahuji k& — 1 ¢ernych vrcholu.

Popiseme proceduru Vyvaz-DELETE(v), kterd se pouzije na 3-parcidlni ¢erveno-¢erny
strom (T, v), kdyz v neni jeho kofen. Vysledkem procedury bude bud éerveno-éerny strom
nebo zavolani procedury Vyvaz-DELETE(v'), kde v’ je otcem vrcholu v. Z faktu, ze
kdyz (T, v) je 3-parcidlni Cerveno-cerny strom a v je jeho kofen, pak T je ¢erveno-cerny
strom, plyne, ze aplikaci Vyvaz-DELETE(v) na 3-parcidlni ¢erveno-cerny strom (T, v)
dostaneme pomociptipadné nékolika volani procedury Vyvaz-DELETE cerveno-cerny
strom.

Vyvaz-DELETE(v)

S
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u := bratr (v), t := otec (v)
if b(u) = 0 then (v je cervene)
Rotace(t,u), b(u) :=1, b(t) :== 0, u := bratr (v)

endif [nyni mame bratra v urdité &erného]

( . s~ ) . [wl je syn u takovy, ze je lomeny,
w1 je syn u takovy, ze s (v) = s (wy), wy 1= bratr (w1) ... og v
if b (wl) — b (w2) — 1 the]_’]_ [bratr i oba jeho synové jsou cerni]

b(u):=0
if b (t) := 0 then Bud pfebarvime cerveného otce a nebo pokracujeme ve
b (t) =1 vyvazovani s cernym otcem.

else
if ¢ neni kofen stromu then
v:=t, Vyvaz-DELETE(v)
endif
endif (MEZIOBENS)
else
ifb(wl) — 1 then I[otec a levy syn jsou &erni, pravy syn je &erveny]
(Komentai: b (wy) = 0)
Rotace(t,u), b(ws2) :=1, b(u) :=b(t), b(t) := 1 (NiZIOBTNG)
else [otec je ¢éerny, pravy syn je Cerveny a levy miZe mit libovolnou barvu]
Dvojita-rotace(t, u,w;), b (wy) := b (t), b (t) := 1 (NiZIOBEND)
endif
endif

V nésledujicich obrézcich jsou vrcholy, které nemaji specifikovanou barvu (mohou byt jak
cervené tak cerné). Tyto barvy budeme oznacovat a, a’. Duvod je, zZe se tato barva muze
prenést do cilového stromu, ale i na jiny vrchol. V tomto smyslu jsou tyto barvy urceny
vstupnim stromem a specifikuji tyto barvy v cilovém stromé. V Obr. 5 se barva a v
cilovém stromé neobjevuje.

Situace: cerveny bratr
(tim vyvazZovani nekonéi,
,b pokracuje se opét od v!) ’U,,b

v,b

OBR. 4
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Pf¥ebarvim u na &ervenou.

OBR. 5

t,a Provadim rotaci U,a

OBR. 6

OBR. 7

Realizace | Nyni popiSeme algoritmy realizujici operace INSERT, DELETE, JOIN3 a SPLIT

INSERTu:

stozitost | Operace INSERT v ¢erveno-cernych stromech vold nejvyse 2 + log (|S|)-krdt proceduru
TNSERTU: Vyvaz-INSERT a provede nejvyse jednu rotaci nebo dvojitou rotaci.
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Operace DELETE je fesena stejnym zpusobem jako operace INSERT, ale pii operaci
DELETE je porusena tfeti podminka v definici ¢erveno-¢ernych stromu a vyvazovani je
technicky néroc¢néjsi. Predpokadejme, ze T' je Cerveno-cerny strom. (KdyZicheemeprovest

‘Na misto vrcholu u se dostal jeho druhy syn v, ktery obarvime cerné. Pak jsou splncny
prvni dvé podminky v definici ¢erveno-cernych stromu a pokud vrchol u nebo vrchol v
byl obarven cervené, pak je splnéna i tieti podminka. Pokud vrchol w i vrchol v byly
obarveny cCerné, pak kazda cesta z kofene do listu obsahujici vrchol v ma o jeden ¢erny
vrchol méné nez cesta z kofene do listu neobsahujici vrchol v (chybi ¢erny vrchol u), a tedy
(T, v) je 3-parcidlni ¢erveno-cerny strom. Nyni aplikujeme proceduru Vyvaz-DELETE.
Analyza poskytuje rychly test na to, zda vznikne cerveno-¢erny strom nebo 3-parcialni
cerveno-cerny strom (pak v je list).

Meéjme cerveno-cerné stromy 7 a Ts reprezentujici mnoziny S7 a Se a méjme prvek z € U
takovy, ze max S; < x < min S,. (NEjpIVEZajistimeNZekoreny Ty @Iy jsou obarveny cerné.
Ptredpokladejme, ze k; je pocet Cernych vrcholiu na cesté z kotene do listu ve stromé T;
pro i = 1, 2. (Kd§ZE &I pak staci provést JOIN3(Ty,x,75) pro nevyvazené bindrni
vyhledavaci stromy (kofen obarvime cervené). (PEoBIETNjEIKATZNE . Napiiklad
predpokladejme, ze ki1 > ko. Pak zacneme v kofeni stromu 7T a jdeme po pravych synech
dolu tak dlouho, az nalezneme Cerny vrchol v takovy, ze vSechny cesty z v do listu v T}
obsahuji pravé ko cernych vrcholu. Pak provedeme JOIN3 pro nevyvazené binarni vyhle-
davaci stromy na podstrom 7} urceny vrcholem v, na x a na Ts. Kofen w vzniklého stromu
obarvime c¢ervené a tento strom vlozime do 77 misto podstromu urcéeného vrcholem wv.
Pak (71, w) je 2-parcidlni ¢erveno-Cerny strom a aplikujeme proceduru Vyvaz-INSERT.

Algoritmus pro operaci SPLIT je velmi podobny algoritmu pro (a, b)-stromy. Vyhleddva-
me vrchol reprezentujici z. Kdyz jsme ve vrcholu ¢ a pokracujme akci t := levy (%),
pak dvojici key (t) a podstrom T urc¢eny pravym synem t vlozime do zdsobniku Zs, kdyz
pokracujeme akei t := pravy (t), pak do zdsobniku Z; vlozime dvojici podstrom T urceny
levym synem 7" a key (t). Kdyz key (t) = x, pak do Z; vlozime podstrom uréeny levym
synem t a do Z5 podstrom urceny pravym synem t. Kdyz ¢ je list, pak do Z; i Z5 vlozime
jednoprvkové stromy. Ze zasobniku Z; pomoci operace JOIN3 vytvoiime strom T a ze
zasobniku Zs pomoci operace JOIN3 dostaneme strom 75.

Nyni popiSeme algoritmy pro tyto operace.

INSERT (z)
Vyhledej(x)
if t je list then

t se zméni na vnitin{ vrchol, key (t) := =

pro vrchol ¢ vytvoime syny levy (t) a pravy (t)

b(t) :==0,b(levy (t)) := 1, b(pravy (t)) := 1, Vyvaz-INSERT(t)
endif

DELETE(z)
Vyhledej(z)
if ¢ neni list then
vyv := false
if levy (t) je list then [Jednodussi pripad mazani]
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jeden ¢éerny vrchol na
VYv = true cestach pfes v schazet =>

v := pravy (t) Pokud jsou t i v &erni,
ifb(z) = 1 ab(v) = | then |tk nén po smazéni t bude f\j
endif vyvazovani Liet @
odstranime vrchol levy (t), otec (v) := otec (t)
if ¢t = levy (otec (t)) then

levy (otec (t)) := v
else

pravy (otec (t)) := v
endif
b (v) := 1, odstranime vrchol ¢

Propojujeme uzly otec(t) a v.

else [Hledame pfedchldce t a prohazujeme klice s t]
u = levy (t)
while pravy (u) nenf list do u := pravy (u) enddo
key (t) := key (u), v := levy (u)
ifb(u)=1ab(v)=1 then
VYv = true
endif
odstranime vrchol pravy (u), otec (v) := otec (u)
if u = levy (otec (u)) then
levy (otec (u)) :=v

else
pravy (otec (u)) := v
endif
b (v) := 1, odstranime vrchol u
endif
if vyv then Vyvaz-DELETE(v) endif
endif

JOIN3(T1, xT, TQ)
if b (kofen T7) = 0 then b (kofen T1) := 1 endif
if b (kofen T5) = 0 then b (kofen T5) := 1 endif
k1 je pocet ¢ernych vrcholu v T z kofene do listu
ko je pocet ¢ernych vrcholu v Ty z kotfene do listu
if ]{51 Z ]{72 then

t:= koten Ti, 1 := k1 — ko

while 7 > 0 do

t := pravy (t)
if b(t) =1 theni:=i— 1 endif
enddo

vytvot vrchol u, b (u) := 0, key (u) := =z
if ¢ neni koten 77 then
otec (u) := otec (t), pravy (otec (t)) := u

endif

otec (t) := u, otec (kofen Ts) :=u

pravy (u) := koten Tb, levy (u) :=t, Vyvaz-INSERT(T}, u)
else

t :=— kofen TQ, 1= ]{52 — ]{71

while 7 > 0 do
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t:=levy (¢)
if b(t) =1 theni:=i— 1 endif
enddo

vytvor vrchol u, b (u) := 0, key (u) 1=z
otec (u) := otec (t), levy (otec (t)) := u, otec (t) 1= u
otec (kofen T1) := u, levy (u) := kofen T}
pravy (u) :=t, Vyvaz-INSERT(T5, u)
endif

SPLIT (x)
Z1 a Zs jsou prazdné zasobniky, t := koren T
while key (t) # x a t nenf list do

if key (t) > = then

vloz (key (), pravy (t)) do Za, t :=levy ()
else
vloz (levy (t),key (t)) do Z;, t := pravy (t)

endif
enddo
if key (t) = = then

Vystup: x € S, T} je podstrom T urceny levy ()

T5 je podstrom T urceny pravy (t)
else

Vystup: x ¢ S, Ty a Ts jsou jednoprvkové stromy
endif
while Z; # () do

(t,z) je na vrcholu Zy, odstran (t,x) ze Z;

T’ je podstrom T urceny t, Ty :=JOIN3(T", x,T})
enddo
while Z, # () do

(x,t) je na vrcholu Zs, odstran (z,t) ze Z;

T’ je podstrom T urceny t, To :=JOIN3 (13, x,T")
enddo

Korektnost algoritmu je vidét z obrazku. Vsimnéme si pii operaci DELETE, Ze kdyz u je
obarven ¢ervené, pak po provedeni Rotace(t,u) bude (T, v) opét 3-parcidlni ¢erveno-cerny
strom a vrchol ¢ bude obarven cervené. Pak z Obr. 5 je vidét, Zze dostaneme ¢erveno-cerny
strom. Tedy muzeme shrnout:

Veéta. Algoritmy operaci MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3 «
SPLIT pro cerveno-cerné stromy vyzZaduji v nejhorsim pripadé ¢as O (log(|S])), kde S
je reprezentovand mnozina. Operace INSERT a JOIN3 zavolaji nejuyse jednou bud
Rotace nebo Dvojita-rotace a operace DELETE zavold nejvyse dvakrat Rotace nebo
Rotace a Dvojita-rotace.

Vsimnéte si, ze operace JOIN3 ve skuteénosti vyzaduje ¢as O (|k1 — k2| +1). Protoze
71 a Zy obsahuji nejvyse log (|S]) polozek, tak se odhad ¢asové slozitosti operace SPLIT
provede stejnym zpusobem jako v (a,b)-stromech. V ostatnich piipadech je odhad ¢asové
slozitosti vidét z toho, ze hloubka (T") = O (log (|S|)) a akce na kazdé hladiné vyzaduji jen
O (1) casu.

Pokud chceme mit i algoritmus pro operaci ord(k), pak musime rozsitit strukturu o funkeci
p. Pak lze pouzit piimo algoritmus pro ord(k) v nevyvazenych bindrnich vyhleddvacich
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stromech. Pripomenme si, ze procedury Rotace a Dvojita-rotace mohou aktualizovat
funkci p v ¢ase O (1). Proto dostdvame

Veéta. Algoritmy operaci MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOINS,
SPLIT a ord(k) pro rozsirenou strukturu cerveno-cernyjch stromi vyZaduje v nejhorsim
pripadé ¢as O (log (|S|)), kde S je reprezentovand mnozina. Operace INSERT o JOIN3
zavolaji nejuyse jednou bud Rotace nebo Dvojita-rotace a operace DELETE zavold
nejvyse dvakrdt Rotace nebo jednou Rotace a Dvojita-rotace.

Vznika otazka, pro¢ se tolik pozornosti vénuje procedurdam Rotace a Dvojita-rotace.
aplikacich (pouzivaji se hlavné ve vypocetni geometrii), tvar stromu spolu s parametry
nesou jesté dalsi zakédované informace. Pti zméné tvaru stromu je tieba je prepocitat.
Rotace a Dvojita-rotace méni tvar stromu, kdezto posun smérem ke koteni pouze méni
obarveni. V tomto piipadé pak Rotace nebo Dvojita-rotace vyzaduje ¢as O (].S])
(obvykle je t¥eba prohlédnout cely strom) a nikoliv O (1).

VAHOVE VYVAZENE STROMY

V osmdesatych letech se ve vypocetni geometrii hodné pouzivaly BB («)-stromy, proto se
o nich alespon orientacné zminime. Méjme redlné cislo a takové, ze i <a < g Pro
strom T ozna¢me p (T') pocet listu ve stromu 7T'. Bindrni vyhledévaci strom T reprezentujici
mnozinu S se nazyva BB (a)-strom, kdyz pro kazdy vnitini vrchol v plati:

()
o) @) = o‘/ %

kde T, je podstrom T urcéeny vrcholem v, T; je podstrom 7' uréeny levym synem vrcholu
v, T} je podstrom T urceny pravym synem vrcholu v. Plati

a <

Tvrzeni. Kdyz T je BB («)-strom reprezentujici n-prvkovou mnozinu, pak

log(n+1)—1

hloubka (T") <1 + T
log 1—a

Dusledek je, ze BB (a)-stromy patii do skupiny vyvézenych bindrnich vyhledavacich stro-
mu. Vyvazovani se provadi opét pomoci Rotace a Dvojita-rotace a popisuje ho nasledu-
jici technické tvrzeni.

Tvrzeni. Pro kazdé a existuje konstanta d takovd, Ze o < d < 1 — « a pro kaZdy bindrni
vyhledavaci strom T s kotenem t splniugici podminky

(1) podstromy T; a T, stromu T urcené levym a pravym synem t jsou BB («)-stromy;

(2) I;((%) <a,aea< p%:)”_)l <1—aneboa< ;;((1;))111 <l-a

plati:
kdyz p < d a provedeme Rotace(t,pravy (t)), nebo kdyz p > d a provedeme proce-
duru Dvojita-rotace(t, pravy (t) , levy (pravy (t))), pak dostaneme BB («)-strom (zde p =

p(T’)

DTy O T’ je uréen levgm synem pravého syna korene t).

Toto tvrzeni a jeho symetrické verze jednoznacné ukazuji, jak vyvazovat BB («)-stromy
pii aktualizacnich operacich (podstrom BB («)-stromu je BB («)-strom). Pak dostdvame:
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Véta. Implementace operaci MEMBER, INSERT o« DELETE v BB («a)-stromech
vyZaduje v nejhorsim pripadé cas O (log (|S|)), kde S je reprezentovand mnozina.

Obliba BB («)-stromu byla zapfi¢inéna platnosti nésledujici véty, kterd je analogif véty o
vyvazovacich operacich pro (a,b)-stromy.

Véta. KdyZ a je redlné cislo takové, Ze % <a<l- g, pak existuje konstanta ¢ > 0

zawsla jen na o takovad, Ze kazZda posloupnost operaci INSERT o DELETE o délce m
aplikovand na prdazdny BB («)-strom vold nejvyse cm procedur Rotace a Dvojita-rotace.

L.
HISTORICKY PREHLED:

(a,b)-stromy zavedli Bayer a McGreght (1972),

véty o poctu vyvazovacich operaci pro (a,b)-stromy dokazali Huddleston a Mehlhorn
(1982).

A-sort analyzovali Guibas, McGreight, Plass a Roberts (1977).

Analyza interpolaéniho vyhleddvani pochédzi od Perla, Ttai a Avniho (1978),
kvadratické vyhleddvani analyzovali Perl a Reingold (1977).

Adelson-Velskij a Landis (1962) definovali AVL-stromy,

¢erveno-Cerné stromy definovali Guibas a Sedgewick (1978),

verze algoritmu DELETE pochézi od Tarjana (1983). BB («)-stromy zavedli Nievergelt
a Reingold (1973),

véty o jejich vyvazovani dokazali Blum a Mehlhorn (1980).

Rada uzivateltl pouzivd AVL-stromy, coz je disledkem jejich dobré efektivity a faktu, ze
po dlouhou dobu to byla jedina efektivni datova struktura. Zda se vSak, ze cerveno-
cerné stromy jsou efektivnéjsi a v soucasné dobé jsou nejpouzivanéjsim typem bindrnich
vyhledavacich stromu.
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