
Uspořádaný slovńıkový problém

Jedná se o rozš́ı̌reńı základńıho slovńıkového problému. Je dáno totálně uspořádané uni-
verzum U (tj. pro každé dva r̊uzné prvky u, v ∈ U plat́ı buď u < v nebo v < u). Ćılem je
reprezentovat množinu S ⊆ U a navrhnout algoritmy pro tyto operace:
MEMBER, INSERT, DELETE

MIN – nalezne nejmenš́ı prvek v S,
MAX – nalezne největš́ı prvek v S,
SPLIT (x) – zkonstruuje reprezentace množin S1 = {s ∈ S | s < x} a S2 = {s ∈ S | s > x}
a oznámı́, zda x ∈ S,
JOIN – použ́ıvaj́ı se dvě verze této operace:
JOIN2 (S1, S2) – jsou dány reprezentace množin S1 a S2, které splňuj́ı maxS1 < minS2,
vytvoř́ı se reprezentace množiny S = S1 ∪ S2,
JOIN3 (S1, x, S2) – jsou dány reprezentace množin S1 a S2 a prvek x ∈ U tak, že je
splněno maxS1 < x < minS2, vytvoř́ı se reprezentace množiny S = S1 ∪ {x} ∪ S2.

Je vidět, že operace JOIN2 a JOIN3 lze pomoćı operaćı INSERT a DELETE převést
jednu na druhou. Proto často budeme popisovat pro danou strukturu jen jednu z nich.
Občas se také použ́ıvá operace
ord (k) – předpokádáme, že k ≤ |S|, a operace nalezne k-tý nejmenš́ı prvek v S.
Zřejmě operace MIN a MAX jsou speciálńım př́ıpadem operace ord(k), přesně MIN je
operace ord (1) a MAX je operace ord (|S|).

(a, b)-stromy

Důležitou datovou strukturou vhodnou pro řešeńı uspořádaného slovńıkového problému
jsou (a, b)-stromy. Tuto datovou strukturu lze použ́ıt pro interńı i pro exterńı paměť. Je
to struktura založená na stromech. Nejobecněǰśı grafová definice (a, b)-stromu je:
Nechť 1 ≤ a < b jsou kladná přirozená č́ısla. Pak kořenový strom (T, t) se nazývá (a, b)-
strom, když

(1) když v je vnitřńı vrchol stromu T r̊uzný od kořene t, pak má alespoň a a nejvýše
b syn̊u;

(2) všechny cesty z kořene do libovolného listu maj́ı stejnou délku.

Tato definice je př́ılǐs obecná a pro datové struktury se nehod́ı. Proto použ́ıváme jej́ı
speciálńı př́ıpad. Datová struktura (a, b)-strom je definována jen na těchto stromech:
Nechť a a b jsou přirozená č́ısla taková, že 2 ≤ a a 2a− 1 ≤ b. Pak kořenový strom (T, t)
nazveme (a, b)-strom, když plat́ı

(1) každý vnitřńı vrchol v stromu T r̊uzný od kořene t má alespoň a a nejvýše b syn̊u;
(2) kořen je buď list nebo má alespoň dva syny a nejvýše b syn̊u;
(3) všechny cesty z kořene do libovolného listu maj́ı stejnou délku.

Výhody našich (a, b)-stromů:
Když má (a, b)-strom výšku h > 0 (tj. délka každé cesty z kořene do libovolného listu je
h), pak strom má alespoň 2ah−1 list̊u a nejvýše bh list̊u.

Tvrzeńı. Mějme přirozená č́ısla a a b taková, že a ≥ 2 a b ≥ 2a − 1. Pak pro každé
kladné přirozené č́ıslo n existuje (a, b)-strom, který má přesně n list̊u. Když (a, b)-strom
má přesně n list̊u, pak výška stromu je nejvýše 1+loga

(

n
2

)

a je alespoň logb n. Tedy výška
stromu je O (log n).

Mějme kořenový strom (T, t) takový, že pro každý vnitřńı vrchol v plat́ı:
když v má ρ (v) syn̊u, pak jsou oč́ıslovány od 1 do ρ (v). Řekneme, že vrchol v je v hloubce
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h, když cesta z kořene t do v má délku h. Množina všech vrchol̊u v hloubce h se nazývá
h-tá hladina. Lexikografické uspořádáńı na h-té hladině je definováno rekurzivně:

v ≤ w, právě když buď otec (v) < otec (w) nebo otec (v) = otec (w) a když v je i-tý syn
otec (v) a w je j-tý syn otec (v) , pak i ≤ j.

Předpokládáme, že v (a, b)-stromu synové každého vnitřńıho vrcholu jsou uspořádány.
Listy tvoř́ı hladinu h, kde h je hloubka (a, b)-stromu, a je na nich definováno lexikografické
uspořádáńı.

Mějme lineárně uspořádané univerzum U a množinu S ⊆ U . Pak (a, b)-strom (T, t)
reprezentuje množinu S, když má přesně |S| list̊u a je dán izomorfismus mezi lexiko-
grafickým uspořádáńım list̊u stromu T a uspořádanou množinou S (tj. bijekce key :
list (T ) −→ S, která pro s, t ∈ S splňuje s ≤ t v U , právě když key−1 (s) ≤ key−1 (t) v
lexikografickém uspořádáńı na množině list̊u stromu T ).

Struktura vnitřńıch vrchol̊u (a, b)-stromu (T, t) reprezentuj́ıćıho množinu S ⊆ U :
ρ (v) – počet syn̊u vrcholu v,
Sv (1..ρ (v)) – pole ukazatel̊u na syny vrcholu v takové, že Sv (i) je i-tý syn vrcholu v pro
i = 1, 2 . . . , ρ (v),
Hv (1..ρ (v)− 1) – pole prvk̊u z U takové, že Hv (i) je největš́ı prvek z S reprezentovaný
v podstromu i-tého syna vrcholu v (alternativa: Hv (i) je prvek z U takový, že největš́ı
prvek reprezentovaný v podstromu i-tého syna vrcholu v je menš́ı nebo roven Hv (i) a to
je menš́ı než nejmenš́ı prvek reprezentovaný v podstromu (i+ 1)-ńıho syna vrcholu v).

Struktura list̊u:
listu v je přǐrazen prvek key (v) ∈ S.

Někdy je ve struktuře každého vrcholu v (a, b)-stromu r̊uzného od kořene ještě ukazatel
otec (v) na otce vrcholu v.

Když Hv (i) jsou prvky z reprezentované množiny, pak pro každý prvek s ∈ S kromě
největš́ıho existuje právě jeden vnitřńı vrchol v (a, b)-stromu a jedno i, že Hv (i) = s, a
největš́ı prvek v S neńı prvek Hv pro žádný vrchol v. Tento fakt se použ́ıvá při imple-
mentaci, kde se vynechávaj́ı listy. Prvky z S jsou reprezentovány v poĺıch Hv vnitřńıch
vrchol̊u stromu a největš́ı prvek je uložen zvláš̌t nebo je k množině S přidán formálńı
největš́ı prvek (a ten je pak ”uložen” zvláš̌t). Je to prostorově efektivněǰśı reprezentace
množiny S, ale je technicky nepřehledná. Proto při práci s (a, b)-stromy použ́ıvám verzi s
listy.

Nyńı uvedeme algoritmy pro (a, b)-stromy.

Algoritmy.

Pomocný algoritmus

Vyhledej(x)
t :=kořen stromu T , w := NIL
while t neńı list do

i := 1
while Ht (i) < x a i < ρ (t) do i := i+ 1 enddo

if Ht (i) = x then w := t endif
t := St (i) enddo Výstup: t a w.
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MEMBER(x)
Vyhledej(x)
if key (t) = x then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif

INSERT(x)
Vyhledej(x)
if key (t) 6= x then

vytvoř nový list t′, key (t′) := x, u := otec (t)
if key (t) < x then

(komentář: x > maxS)
Su (ρ (u) + 1) := t′, Hu (ρ (u)) := key (t), ρ (u) := ρ (u) + 1

else

najdi i, že Su (i) = t
Su (ρ (u) + 1) := S (ρ (u)), j := ρ (u)− 1
while j ≥ i do

Su (j + 1) := Su (j), Hu (j + 1) := Hu (j), j := j − 1
enddo

Su (i) := t′, Hu (i) := x, ρ (u) := ρ (u) + 1
endif

t := u
while ρ (t) > b do Štěpeńı(t) enddo

endif

Štěpeńı(t)
if t je kořen stromu then

vytvoř nový kořen u s jediným synem t
endif

u := otec (t), najdi i, že Su (i) = t
vytvoř nový vnitřńı vrchol t′, j := 1
while j < b b+1

2 c do

St′ (j) := St

(

j +
⌈

b+1
2

⌉)

, Ht′ (j) := Ht

(

j +
⌈

b+1
2

⌉)

, j := j + 1
enddo

St′
(

b b+1
2 c
)

:= St (b+ 1), ρ (t) :=
⌈

b+1
2

⌉

, ρ (t′) := b b+1
2 c,

if i < ρ (u) then Su (ρ (u) + 1) := Su (ρ (u)) endif
j := ρ (u)− 1, ρ (u) := ρ (u) + 1,
while j > i do

Su (j + 1) := Su (j), Hu (j + 1) := Hu (j), j := j − 1
enddo

Su (i+ 1) := t′, Hu (i+ 1) := Hu (i), Hu (i) := Ht (ρ (t)), t := u

DELETE(x)
Vyhledej(x)
if key (t) = x then

u := otec (t), najdi i, že Su (i) = t, a j, že Hw (j) = x, k := i
if w 6= u a w 6= NIL then Hw (j) := Hu (ρ (u)− 1) endif
while k < ρ (u)− 1 do

Hu (k) := Hu (k + 1), Su (k) := Su (k + 1), k := k + 1
enddo

if i 6= ρ (u) then Su (ρ (u)− 1) := Su (ρ (u)) endif
ρ (u) := ρ (u)− 1, odstraň t, t := u
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while ρ (t) < a a t neńı kořen do

y je bezprostředńı bratr t
if ρ (y) = a then Spojeńı(t, y) else Přesun(t, y) endif

enddo

endif

Spojeńı(t, y)
u := otec (t), najdi i, že Su (i) = t, j := 1
if Su (i− 1) = y then vyměň t a y, i := i− 1 endif

while j < ρ (y) do
St (ρ (t) + j) := Sy (j), Ht (ρ (t) + j) := Hy (j), j := j + 1

enddo

Ht (ρ (t)) := Hu (i), St (ρ (t) + ρ (y)) := Sy (ρ (y)), ρ (t) := ρ (t) + ρ (y), odstraň y
while i < ρ (u)− 1 do

Su (i+ 1) := Su (i+ 2), Hu (i) := Hu (i+ 1), i := i+ 1
enddo

ρ (u) := ρ (u)− 1
if u je kořen a ρ (u) = 1 then

odstraň u
else

t := u
endif

Přesun(t, y)
u := otec (t), najdi i takové, že Su (i) = t
if Su (i+ 1) = y then

St (ρ (t) + 1) := Sy (1), Ht (ρ (t)) := Hu (i),
Hu (i) := Hy (1), j := 1
while j < ρ (y)− 1 do

Sy (j) := Sy (j + 1), Hy (j) := Hy (j + 1), j := j + 1
enddo

Sy (ρ (y)− 1) := Sy (ρ (y)), ρ (t) := ρ (t) + 1, ρ (y) := ρ (y)− 1
else

St (ρ (t) + 1) := St (ρ (t)), j := ρ (t)− 1
while j > 0 do

St (j + 1) := St (j), Ht (j + 1) := Ht (j), j := j − 1
enddo

ρ (t) := ρ (t) + 1, St (1) := Sy (ρ (y)), Ht (1) := Hu (i− 1),
Hu (i− 1) := Hy (ρ (y)− 1), ρ (y) := ρ (y)− 1

endif

MIN

t :=kořen stromu
while t neńı list do t := St (1) enddo
key (t) je nejmenš́ı prvek S

MAX

t :=kořen stromu
while t neńı list do t := St (ρ (t)) enddo
key (t) je největš́ı prvek S
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JOIN2(T1, T2)
Předpoklad Ti je (a, b)-strom reprezentuj́ıćı množinu Si pro i = 1, 2, které splňuj́ı maxS1 <
minS2 (tento předpoklad je silněǰśı než požadavek, že S1 a S2 jsou disjunktńı, ale algorit-
mus nekontroluje jeho splněńı)
if výška T1 je větš́ı nebo rovna výšce T2 then

t :=kořen T1, k := v (T1)− v (T2)
while k > 0 do t := St (ρ (t)), k := k − 1 enddo

Spojeńı(t, kořen T2), t := otec (t)
while ρ (t) > b do Štěpeńı(t) enddo

else

t :=kořen T2, k := v (T2)− v (T1)
while k > 0 do t := St (1), k := k − 1 enddo

Spojeńı(t, kořen T1), t := otec (t)
while ρ (t) > b do Štěpeńı(t) enddo

endif

SPLIT(T, x)
Z1, Z2 prázdné zásobńıky, t :=kořen T
while t neńı list do

i := 1
while Ht (i) < x a i < ρ (t) do i := i+ 1 enddo

t := St (i)
if i = 2 then vlož podstrom vrcholu St (1) do Z1 endif

if i > 2 then

vytvoř nový vrchol t1, ρ (t1) = i− 1,
for every j = 1, 2, . . . , i− 2 do

St1 (j) := St (j), Ht1 (j) := Ht (j)
enddo

St1 (i− 1) := St (i− 1), vlož podstrom vrcholu t1 do Z1

endif

if i = ρ (t)− 1 then

vlož podstrom St (ρ (t)) do Z2

endif

if i < ρ (t)− 1 then

vytvoř nový vrchol t2, ρ (t2) := ρ (t)− i
for every j = 1, 2, . . . , ρ (t)− i− 1 do

St2 (j) := St (i+ j), Ht2 (j) := Ht (i+ j)
enddo

St2 (ρ (t)− i) := St (ρ (t)), vlož podstrom t2 do Z2

endif

enddo

if key (t) = x then

Výstup: x ∈ S
else

Výstup: x /∈ S
if key (t) < x then

vlož podstrom vrcholu t do Z1

else

vlož podstrom vrcholu t do Z2
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endif

endif

T1 := vrchol Z1, odstraň T1 ze Z1

while Z1 6= ∅ do

T ′ :=vrchol Z1, odstraň T ′ ze Z1, T1 :=JOIN(T ′, T1)
enddo

T2 := vrchol Z2, odstraň T2 ze Z2

while Z2 6= ∅ do

T ′ := vrchol Z2, odstraň T ′ ze Z2, T2 :=JOIN(T2, T
′)

enddo

Poznámky k algoritmům.
Odkaz na otce vrcholu: buď je v každém vrcholu v stromu T př́ımo odkaz na otec (v), nebo
se v proceduře Vyhledej vkládaj́ı vrcholy do zásobńıku a otec (v) je vrchol v zásobńıku
před vrcholem v.

Při operaci SPLIT se zásobńıky použ́ıvaj́ı jednopr̊uchodově – nejprve se naplńı a v této
části algoritmu se nepoužije operace pop, pak se vyprázdńı a v této fázi se nepouž́ıvá
operace push. V okamžiku, když jsou zásobńıky naplněné, plat́ı:

v zásobńıćıch jsou uloženy (a, b)-stromy reprezentuj́ıćı podmnožiny S;
když (a, b)-stromy Ti a Ti+1 reprezentuj́ı množiny Si a Si+1 a jsou v zásobńıku Z1

(nebo Z2) a strom Ti+1 následuje po stromu Ti, pak plat́ı maxSi < minSi+1 < x
(nebo minSi > maxSi+1 > x) a výška Ti je větš́ı nebo rovna výšce Ti+1;
když Ti a Ti+1 jsou dva po sobě následuj́ıćı (a, b)-stromy v zásobńıku Zj pro j =
1, 2, které maj́ı stejnou výšku, pak následuj́ıćı strom v zásobńıku Zj má ostře menš́ı
výšku.

Toto plyne z prvńı fáze algoritmu operace SPLIT a zajǐštuje korektnost druhé fáze algo-
ritmu.

Dále si všimněme, že podprocedury Štěpeńı, Spojeńı a Přesun vyžaduj́ı čas O (1), a
proto algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2

a pro prvńı fázi algoritmu SPLIT vyžaduj́ı čas O (1) pro práci v dané hladině. Protože
hladin je nejvýše loga |S|, můžeme shrnout:

Věta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2

a SPLIT v (a, b)-stromech vyžaduj́ı v nejhorš́ım př́ıpadě čas O (loga |S|), kde S je repre-
zentovaná množina.

Je třeba ještě odhadnout spotřebovaný čas ve druhé fázi algoritmu pro operaci SPLIT.
Nejprve si všimněme, že algoritmus JOIN2(T1, T2) vyžaduje ve skutečnosti jen čas rovný
O (rozd́ıl výšek stromů T1 a T2). Když po naplněńı zásobńık Zj pro j = 1, 2 obsahuje
stromy U1, U2, . . . , Uk v tomto pořad́ı, pak k ≤ 2 loga |S| a vyprázdněńı zásobńıku Zj

vyžaduje čas O
(

∑k−1
i=1 (ui − ui+1 + 1)

)

= O (u1 + k), kde ui je výška stromu Ui pro i =

1, 2, . . . , k. Protože výška stromu U1 je nejvýše rovna výšce stromu T , dostáváme, že druhá
fáze algoritmu SPLIT vyžaduje čas O (loga |S|) a d̊ukaz je kompletńı.

Nyńı poṕı̌seme algoritmus pro operaci ord(k). Tato operace se často nazývá k-tá pořádko-
vá statistika Tato operace neńı podporována navrženou strukturou, pro jej́ı efektivńı im-
plementaci muśıme rozš́ı̌rit strukturu vnitřńıho vrcholu v o pole
Pv (1..ρ (v)− 1), kde Pv (i) je počet prvk̊u S reprezentovaných v podstromu i-tého syna
vrcholu v.
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Udržovat pole Pv v aktuálńım stavu znamená při úspěšném provedeńı aktualizačńı operace
proj́ıt cestu z vrcholu do kořene a aktualizovat pole P . Uvedeme algoritmus pro nalezeńı
k-té pořádkové statistiky.

ord(k)
if k > |S| then neexistuje k-tý nejmenš́ı prvek, konec endif

t :=kořen stromu
while t neńı list do

i := 1
while k > Pt (i) a i < ρ (t) do
k := k − Pt (i), i := i+ 1

enddo

t := St (i)
enddo

key (t) je hledaný k-tý nejmenš́ı prvek

Invariant algoritmu: V každém okamžiku plat́ı, že p̊uvodńı k se rovná aktuálńı k+počet
prvk̊u z S, které jsou v podstromech vrchol̊u stromu, které v lexikografickém uspořádáńı
předcházej́ı i-tému synu vrcholu t. Korektnost algoritmu plyne z tohoto invariantu.

Věta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, SPLIT,
JOIN2 a ord(k) pro všechna k v rozš́ıřené struktuře (a, b)-stromu vyžaduj́ı v nejhorš́ım
př́ıpadě čas O (log |S|), kde S je reprezentovaná množina.

(a, b)-stromy se použ́ıvaj́ı jak v interńı tak v exterńı paměti. Jaké hodnoty a a b je vhodné
použ́ıvat?
Pro interńı paměť jsou doporučené hodnoty a = 2, b = 4 nebo a = 3 a b = 6.
Pro exterńı paměť jsou doporučené hodnoty a ≈ 100, b = 2a.

Když je množina reprezentovaná (a, b)-stromem uložena na serveru a má k ńı př́ıstup v́ıce
uživatel̊u, vzniká problém s aktualizačńımi operacemi. Tyto operace měńı strukturu (a, b)-
stromu a v d̊usledku toho se v něm jiný uživatel může ztratit. Tento problém se dá řešit
tak, že při aktualizačńıch operaćıch se uzavře celý strom.

Nevýhoda: ostatńı uživatelé do něho nemaj́ı př́ıstup a nemohou pracovat. Tzv. paralelńı
implementace operaćı INSERT a DELETE nab́ıźı jiné, efektivněǰśı řešeńı.

Předpoklad: b ≥ 2a.
Při operaci INSERT jsou ve vyhledávaćı fázi vždy uzavřeny vrcholy t, otec (t) a synové
vrcholu t. Algoritmus zjist́ı, ve kterém synu vrcholu t má pokračovat, a pak, když ρ (t) = b,
provede Štěpeńı (proto je nutně b ≥ 2a, abychom po této operaci měli zase (a, b)-strom).
V algoritmu pak odpadne vyvažovaćı část (tj. Štěpeńı při cestě vzh̊uru ke kořeni).

Při operaci DELETE jsou ve vyhledávaćı fázi uzavřeny vrcholy t, otec (t), bezprostředńı
bratr y vrcholu t a jejich synové. Když ρ (t) = a, pak po najiti vrcholu, kde se bude
pokračovat, se provede buď Přesun (když ρ (y) > a) nebo Spojeńı (když ρ (y) = a).
Stejně jako při operaci INSERT se vynechá vyvažovaćı část uzav́ıraj́ıćı p̊uvodńı algorit-
mus.

Tato úprava vyžaduje sice v́ıce Štěpeńı, Spojeńı a Přesun̊u, ale asymptoticky vycháźı
čas stejný (jen je větš́ı multiplikativńı konstanta). Doporučené hodnoty a a b jsou a ≈ 100
a b = 2a+2 při uložeńı na serveru v exterńı paměti, ve vnitřńı paměti se doporučuje a = 2,
b = 6.
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Operace JOIN2 lze také paralelizovat, ale operaci SPLIT paralelizovat nelze.

(a, b)-stromy dávaj́ı také zaj́ımavé aplikace pro tř́ıdićı algoritmy. Použit́ı (a, b)-stromů pro
setř́ıděńı náhodné posloupnosti neńı vhodné, režie na udržováńı struktury (a, b)-stromu
vede k tomu, že multiplikativńı konstanta by byla o hodně větš́ı než u klasických tř́ıdićıch
algoritmů. Také uložeńı (a, b)-stromu vyžaduje v́ıce paměti než je potřeba pro klasické
algoritmy. Situace se podstatně změńı, když vstupńı posloupnost je předtř́ıděná a je ji
třeba jen dotř́ıdit. Klasické algoritmy většinou nejsou schopné využ́ıt faktu, že posloupnost
je předtř́ıděná, a jejich časová náročnost je prakticky stejná (někdy i horš́ı) jako u náhodné
posloupnosti. Na rozd́ıl od nich algoritmus A-sort založený na (a, b)-stromech je schopen
předtř́ıděnost využ́ıt a má na předtř́ıděných posloupnostech lepš́ı výsledky než klasické
algoritmy.

Modifikace (a, b)-stromů pro algoritmus A-sort. Máme (a, b)-strom reprezentuj́ıćı vstupńı
posloupnost, je dán ukazatel Prv na prvńı list, listy (a, b)-stromu jsou propojeny do sez-
namu v rostoućım lexikografickém pořad́ı (ukazatel na následuj́ıćı prvek je Nasl) a je dána
cesta z prvńıho listu do kořene (to znamená, že na cestě z prvńıho listu do kořene známe
pro každý vrchol v jeho otce). Nyńı uvedeme algoritmus A-sort.

A-sort(x1, x2, . . . , xn)
i := n− 1, vytvoř jednoprvkovy strom s vrcholem t
key (t) := xn, Prv := t
while i ≥ 1 do A-Insert(xi), i := i− 1 enddo

y1 := key (Prv)
while i ≤ n do

yi := key (t), i := i+ 1, t := Nasl (t)
enddo

Výstup: (y1, y2, . . . , yn) setř́ıděná posloupnost (x1, x2, . . . , xn)

A-Insert(x)
t := Prv
while t 6= kořen T a Ht (1) < x do t := otec (t) enddo

while t 6= list do
i := 1
while Ht (i) < x a i < ρ (t) do i := i+ 1 enddo

if i > 1 then v := St (i− 1) else v := St (ρ (t)) endif
t := St (i)

enddo

if key (t) 6= x then

vytvoř nový list t′, key (t′) = x,
if t je kořen then

vytvoř nový kořen u, ρ (u) := 2
if key (t) > x then

Hu (1) := x, Su (1) := t′, Su (2) := t,
Prv := t′, Nasl (t′) := t, Nasl (t) := NIL

else

Hu (1) := key (t), Su (1) := t, Su (2) := t′

Prv := t, Nasl (t) := t′, Nasl (t′) := NIL
endif

else

u := otec (t)
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if key (t) < x then

(komentář: x > maxS)
Su (ρ (u) + 1) := t′, Hu (ρ (u)) := key (t), ρ (u) := ρ (u) + 1
Nasl (t) := t′, Nasl (t′) := NIL

else

najdi i, že Su (i) = t, Su (ρ (u) + 1) := S (ρ (u)),
j := ρ (u)− 1, Nasl (v) := t′, Nasl (t′) := t
while j ≥ i do

Su (j + 1) := Su (j), Hu (j + 1) := Hu (j), j := j − 1
enddo

Su (i) := t′, Hu (i) := x, ρ (u) := ρ (u) + 1,
if t = Prv then Prv := t′ endif

endif

t := u
while ρ (t) > b do Štěpeńı(t) enddo

endif

endif

Korektnost algoritmu plyne z faktu, že key je izomorfismus uspořádáńı a seznam list̊u je
v rostoućım pořad́ı. Protože v je vždy bezprostředńı předch̊udce t, je seznam korektně
definován. Ukazatel otec (t) je dán na cestě z vrcholu Prv do kořene, pro ostatńı vrcholy
se řeš́ı stejným zp̊usobem jako pro (a, b)-stromy.

Složitost algoritmu: Algoritmus A-sort vyžaduje v́ıce času i v́ıce paměti než klasické tř́ıdićı
algoritmy, ale jejich asymptotická složitost je stejná. Jeho výhoda je v použit́ı na před-
tř́ıděné posloupnosti. Mějme posloupnost (x1, x2, . . . , xn) prvk̊u z totálně uspořádaného
univerza U a definujme

F = | {(i, j) | i < j, xj < xi} |.

Zřejmě F = 0, právě když posloupnost (x1, x2, . . . , xn) je setř́ıděná. Dále 0 ≤ F ≤
(

n
2

)

a

F =
(

n
2

)

, právě když je posloupnost (x1, x2, . . . , xn) klesaj́ıćı. To vede k tomu brát F jako
mı́ru předtř́ıděnosti posloupnosti. Spoč́ıtáme složitost algoritmu A-sort v závislosti na n
a F

Zřejmě algoritmus A-sort v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas, který potřebuje A-Insert,
plus O (n). Algoritmus A-Insert(x) vyžaduje čas potřebný na nalezeńı mı́sta, kam vložit
x, plus O

(

počet voláńı Štěpeńı
)

. Protože každý běh procedury Štěpeńı vytvořil jeden
vnitřńı vrchol (a, b)-stromu a protože a ≥ 2 a (a, b)-strom po skončeńı voláńı A-Insert má
n list̊u, je vnitřńıch vrchol̊u (a, b)-stromu < n. Proto všechny běhy procedury A-Insert
vyžaduj́ı čas na nalezeńı mı́st jednotlivých prvk̊u plus O (n). Když procedura A-Insert(x)
při hledáńı mı́sta pro prvek x skončila ve výšce h (tj. prvńı cyklus se h-krát opakoval), pak
nalezeńı mı́sta pro prvek x vyžadovalo čas O (h). Všechny prvky reprezentované (a, b)-
stromem pod prvńım vrcholem ve výšce h − 1 jsou menš́ı než x a je jich alespoň ah−1.
Když x = xi, pak počet prvk̊u reprezentovaných (a, b)-stromem při běhu procedury A-
Insert(x), které jsou menš́ı než x, je počet j takových, že i < j a xj < xi. Označme fi
tento počet. Pak plat́ı

ah−1 ≤ fi =⇒ h− 1 ≤ loga fi =⇒ h ∈ O (log fi) .

Proto v nejhorš́ım př́ıpadě čas potřebný pro nalezeńı pozice xi je O (log fi). Odtud plyne,
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že čas algoritmu potřebný k běhu algoritmu A-sort je

O

((

n
∑

i=1

log fi

)

+ n

)

.

Zřejmě
∑n

i=1 fi = F a nyńı využijeme toho, že geometrický pr̊uměr je vždy menš́ı nebo
roven aritmetickému pr̊uměru, a odtud dostáváme

n
∑

i=1

log fi = log
n
∏

i=1

fi = n log

(

n
∏

i=1

fi

)
1
n

≤

n log

∑n

i=1 fi
n

= n log
F

n
.

Věta. Algoritmus A-sort na setř́ıděńı n-členné posloupnosti vyžaduje v nejhorš́ım př́ıpadě
čas O

(

n+ n log F
n

)

, kde F je mı́ra setř́ıděnosti vstupńı posloupnosti.

Zhodnoceńı: Protože A-sort nepouž́ıvá operaci DELETE, doporučuje se použ́ıt (2, 3)-
stromy. Když se budou tř́ıdit posloupnosti s mı́rou F ≤ n logn, pak algoritmus A-sort
bude potřebovat v nejhorš́ım př́ıpadě čas O (n log logn). Mehlhorn a Tsakalidis dokázali,
že když F ≤ 0.02n1.57, pak algoritmus A-sort je rychleǰśı než algoritmus Quicksort.

Propojené stromy s prstem.

Hladinově propojený (a, b)-strom s prstem je (a, b)-strom, kde struktura vnitřńıho vrcholu
r̊uzného od kořene je rozš́ı̌rena (proti klasickému (a, b)-stromu) o ukazatele:
otec (v), levy (v), pravy (v), kde
levy (v) ukazuje na největš́ı vrchol (v lexikografickém uspořádáńı) ve stejné hladině jako
v, který je menš́ı než v (když neexistuje, tak je to NIL),
pravy (v) ukazuje na nejmenš́ı vrchol (v lexikografickém uspořádáńı) ve stejné hladině jako
v, který je větš́ı než v (když neexistuje, tak je to NIL).
Nav́ıc je dán ukazatel Prst na některý list.

Zde se lǐśı hlavně vyhledáváńı, které je zobecněńım postupu A-sortu. Zač́ınáme od listu
p, na který ukazuje Prst. Když x je menš́ı než prvek reprezentovaný t́ımto listem, pak se
pokračuje v jeho otci v, a když p byl i-tý syn v, tak se pomoćı pole Hv zjǐštuje, zda x
nemá být reprezentován v podstromu jeho j-tého syna pro j < i. Když ne, pokračuje se
ukazatelem levy (v). Když x neńı reprezentován ani v jeho podstromu, tak se celý postup
opakuje o hladinu výš (zkoumá se otec vrcholu). Když x je větš́ı než prvek reprezentovaný
listem p, je postup zrcadlově obrácený. Když se nalezne vrchol, v jehož podstromu má x
ležet, pak se aplikuje od tohoto vrcholu (mı́sto od kořene) procedura Vyhledej.
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Struktura kromě operaćı uspořádaného slovńıkového problému ještě použ́ıvá přidanou ope-
raci PRST(x), která nastav́ı ukazatel Prst na list, který reprezentuje nejmenš́ı prvek větš́ı
nebo rovný x (pokud x > maxS, tak ukazatel Prst bude ukazovat na největš́ı list). Operace
provedou vyhledáńı a pak pokračuj́ı klasickým zp̊usobem.

Použit́ı: Tato struktura je velmi výhodná pro úlohy, kde vždy skupina po sobě jdoućıch
operaćı pracuje v bĺızkém okoĺı nějakého x ∈ U . Pak vyhledáńı prvku je rychleǰśı než v
klasickém (a, b)-stromu, viz A-sort.

Vyvažovaćı operace Štěpeńı, Spojováńı, Přesun vyžaduj́ı čas O (1), ale ve skutečnosti
jsou nejpomaleǰśı část́ı algoritmů pro operace INSERT aDELETE. Omezeńı jejich počtu
vedlo k menš́ı složitosti algoritmu A-sort. To motivovalo analýzu jejich použit́ı.
Libovolný běh algoritmu INSERT volá podproceduru Štěpeńı nejvýše log (|S|)-krát
a libovolný běh algoritmu DELETE může nejvýše log (|S|)-krát zavolat podproceduru
Spojeńı a nejvýše jednou podproceduru Přesun. V obecném př́ıpadě tyto odhady
nejdou zlepšit. Pro vhodný typ (a, b)-stromu však amortizovaný počet vyvažovaćıch ope-
raćı (zač́ınáme-li s p̊uvodně prázdným stromem) je konstantńı.

Pro pevné a a b označme

c = min

{

min

{

2a− 1,

⌈

b+ 1

2

⌉}

− a, b−max

{

2a− 1, bb+ 1

2
c
}}

.

Připomı́náme, že výška vrcholu v kořenovém stromě je maximálńı délka cesty z něho do
některého listu.

Věta. Nechť b ≥ 2a a a ≥ 2. Nechť P je posloupnost n operaćı INSERT a DELETE,
aplikujme ji na prázdný (a, b)-strom. Označme
Sth – počet Štěpeńı ve výšce h při aplikaci P, St =

∑

h Sth;
Sph– počet Spojeńı ve výšce h při aplikaci P, Sp =

∑

h Sph;
Ph – počet Přesun̊u ve výšce h při aplikaci P, P =

∑

h Ph.
Pak plat́ı

(1)

P ≤ n a (2c− 1)St+ cSp ≤ n+ c+
c (n− 2)

a+ c− 1
;

(2)

Sth + Sph + Ph ≤ 2 (c+ 2)n

(c+ 1)
h

.

Z definice plyne, že c ≥ 1, a protože a ≥ 2, z 1) dostaneme

St+ Sp ≤ n

c
+ 1 +

n− 2

a
≤ n+ 1 +

n− 2

2
≤ 3n

2
.

Amortizovaný počet vyvažovaćıch operaćı splňuje tedy

P + St+ Sp

n
≤ 5

2
.

Důkaz je založen na bankovńım principu – navrhneme kvantitativńı ohodnoceńı (a, b)-
stromu, nalezneme jeho horńı odhad a poṕı̌seme, jak toto ohodnoceńı mohou změnit
vyvažovaćı operace. Srovnáńı těchto odhad̊u dá požadovaný výsledek.
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Mějme (a, b)-strom T , pro vnitřńı vrchol v r̊uzný od kořene definujme

b (v) = min {ρ (v)− a, b− ρ (v) , c} ,

pro kořen r definujme
b (r) = min {ρ (r)− 2, b− ρ (r) , c} .

Pozorováńı. Pro vnitřńı vrchol stromu v r̊uzný od kořene plat́ı

(1) b (v) ≤ c;
(2) když ρ (v) = a nebo ρ (v) = b, pak b (v) = 0;
(3) když ρ (v) = a− 1 nebo ρ (v) = b+ 1, pak b (v) = −1;
(4) když ρ (v) = 2a− 1, pak b (v) = c;
(5) Když v′ a v′′ jsou dva r̊uzné vrcholy stromu r̊uzné od kořene takové, že ρ (v′) =

⌈

b+1
2

⌉

a ρ (v′′) = b b+1
2 c, pak b (v′) + b (v′′) ≥ 2c− 1;

(6) pro kořen r plat́ı b (r) ≤ c.

Strom (T, r) ohodnot́ıme

bh (T ) =
∑

{b (v) | v 6= r vnitřńı vrchol stromu ve výšce h}

b (T ) =

∞
∑

h=1

bh (T ) + b (r) .

Řekneme, že (T, r, v) je parciálńı (a, b)-strom, když r je kořen stromu, v je vnitřńı vrchol
T a plat́ı:

když v 6= r, pak a− 1 ≤ ρ (v) ≤ b+ 1 a 2 ≤ ρ (r) ≤ b;
když v = r, pak 2 ≤ ρ (r) ≤ b+ 1;
když t je vnitřńı vrchol T r̊uzný od v a r, pak

a ≤ ρ (t) ≤ b;

všechny cesty z kořene r do nějakého listu maj́ı stejnou délku.

Nyńı rozlož́ıme operace INSERT a DELETE do jednotlivých akćı se stromem a vyšetř́ı-
me vliv těchto akćı na jeho ohodnoceńı. Důkazy lemmat jsou založené na následuj́ıćım
pozorováńı

Pozorováńı. Mějme dva stromy T a T ′, které maj́ı stejnou množinu vrchol̊u ve výšce h.
Pak plat́ı:

(1) když každý vrchol ve výšce h má stejný počet syn̊u v obou stromech, pak bh (T ) =
bh (T

′);
(2) když všechny vrcholy ve výšce h až na jeden vrchol maj́ı stejný počet syn̊u v obou

stromech a počet syn̊u u zbylého vrcholu se ve stromech T a T ′ liš́ı nejvýše o 1, pak
bh (T ) ≥ bh (T

′)− 1.

Lemma 1. Když (T, r) je (a, b)-strom a když strom T ′ vznikne z T přidáńım/ubráńım
jednoho syna vrcholu v ve výšce 1 (tj. přidávaný/ub́ıraný syn je list), pak (T ′, r, v) je
parciálńı (a, b)-strom a plat́ı

b1 (T
′) ≥b1 (T )− 1 a bh (T

′) = bh (T ) pro h > 1;

b (T ′) ≥b (T )− 1.
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Lemma 2. Nechť (T, r, v) je parciálńı (a, b)-strom, ρ (v) = b + 1 a v je ve výšce l ≥ 1.
Když T ′ vznikne z T operaćı Štěpeńı(v), pak (T ′, r, otec (v)) je parciálńı (a, b)-strom a
plat́ı:

bl (T
′) ≥bl (T ) + 2c, bl+1 (T

′) ≥ bl+1 (T )− 1

bh (T
′) =bh (T ) pro h 6= l, l + 1; b (T ′) ≥ b (T ) + 2c− 1.

Lemma 3. Nechť (T, r, v) je parciálńı (a, b)-strom, ρ (v) = a− 1, v je ve výšce l ≥ 1 a y
je bezprostředńı bratr v takový že ρ (y) = a. Když T ′ vznikne z T operaćı Spojeńı(v, y),
pak (T ′, r, otec (v)) je parciálńı (a, b)-strom a plat́ı:

bl (T
′) ≥bl (T ) + c+ 1, bl+1 (T

′) ≥ bl+1 (T )− 1

bh (T
′) =bh (T ) pro h 6= l, l+ 1; b (T ′) ≥ b (T ) + c.

Lemma 4. Nechť (T, r, v) je parciálńı (a, b)-strom, ρ (v) = a− 1, v je výšce l ≥ 1 a y je
bezprostředńı bratr v takový, že ρ (y) > a. Když T ′ vznikne z T operaćı Přesun(v, y), pak
(T ′, r) je (a, b)-strom a plat́ı:

bl (T
′) ≥ bl (T ) a bh (T

′) = bh (T ) pro h 6= l; b (T ′) ≥ b (T ) .

Označme Tk (a, b)-strom vzniklý provedeńım posloupnosti P na prázdný (a, b)-strom.
Sečteńım předchoźıch výsledk̊u dostáváme

Důsledek 5. Když polož́ıme

St0 + Sp0 = počet list̊u v Tk ≤ n, pak

bh (Tk) ≥ 2cSth + (c+ 1)Sph − Sth−1 − Sph−1 pro h ≥ 1.

Dále b (Tk) ≥ (2c− 1)St+ cSp− n, kde n je délka posloupnosti P.

Prvńı výraz uprav́ıme (využ́ıváme, že c ≥ 1):

Sth + Sph ≤bh (Tk)

c+ 1
+

Sth−1 + Sph−1

c+ 1
≤

bh (Tk)

c+ 1
+

bh−1 (Tk)

(c+ 1)
2 +

Sth−2 + Sph−2

(c+ 1)
2 ≤ · · · ≤

h−1
∑

i=0

bh−i (Tk)

(c+ 1)
i+1

+
n

(c+ 1)
h
=

n

(c+ 1)
h
+

h
∑

l=1

bl (Tk)
(c+ 1)

l

(c+ 1)
h+1

.

Nyńı odhadneme shora b (Tk).
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Lemma 6. Když T je (a, b)-strom s m listy, pak 0 ≤ b (T ) ≤ c+ (m− 2) c
a+c−1 .

D̊ukaz. Pro 0 ≤ j < c označme mj počet vnitřńıch vrchol̊u r̊uzných od kořene, které maj́ı
přesně a + j syn̊u, a mc označme počet vnitřńıch vrchol̊u r̊uzných od kořene, které maj́ı
alespoň a+c syn̊u. Když vrchol v má a+j syn̊u, pak bT (v) ≤ j a pro každý vnitřńı vrchol
v plat́ı bT (v) ≤ c. Tedy b (T ) ≤ c+

∑c

j=0 jmj . Z vlastnost́ı stromů plyne

2 +

c
∑

j=0

(a+ j)mj ≤
∑

{ρ (v) | v je vnitřńı vrchol T} =

m+
c
∑

j=0

mj .

Odtud plyne
c
∑

j=0

(a+ j − 1)mj ≤ m− 2.

Protože j
a+j−1 ≤ c

a+c−1 pro každé j takové, že 0 ≤ j ≤ c, dostáváme

b (T ) ≤c+
c
∑

j=0

jmj = c+
c
∑

j=0

j

a+ j − 1
(a+ j − 1)mj ≤

c+
c

a+ c− 1
(m− 2)

a lemma je dokázáno. �

Nyńı dokážeme tvrzeńı (1) Věty. Protože každá operace DELETE použije nejvýše jednu
operaci Přesun (a operace INSERT operaci Přesun nepouž́ıvá) dostáváme, že

P ≤ počet operaćı DELETE ≤ n

a prvńı nerovnost plat́ı. Abychom dokázali druhou nerovnost, spoj́ıme druhé tvrzeńı v
Důsledku 5 a Lemma 6 (Tk má nejvýše n list̊u)

(2c− 1)St+ cSp− n ≤ b (Tk) ≤ c+ (n− 2)
c

a+ c− 1

Odtud plyne požadovaná nerovnost a (1) je dokázáno.

Důkaz (2) využije následuj́ıćı odhad.

Lemma 7. Pro každé h ≥ 1 a pro každý (a, b)-strom T s m listy plat́ı

h
∑

l=1

bl (T ) (c+ 1)
l ≤ (c+ 1)m.

D̊ukaz. Pro 0 ≤ j < c a pro libovolné h označme mj (h) počet vrchol̊u ve výšce h r̊uzných
od kořene, které maj́ı přesně a + j syn̊u, a mc (h) počet vrchol̊u ve výšce h r̊uzných od
kořene, které maj́ı alespoň a+ c syn̊u. Pak máme

bh (T ) ≤
c
∑

j=0

jmj (h) ,

c
∑

j=0

(a+ j)mj (h) ≤
c
∑

j=0

mj (h− 1) pro každé h ≥ 1,
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kde dodefinováváme
∑c

j=0 mj (0) = m. Tyto vztahy použijeme v následuj́ıćım odhadu.
Plat́ı

h
∑

l=1

bl (T ) (c+ 1)
l ≤

h
∑

l=1



(c+ 1)
l





c
∑

j=0

jmj (l)







 ≤

h
∑

l=1



(c+ 1)
l





c
∑

j=0

mj (l − 1)− a
c
∑

j=0

mj (l)







 =

(c+ 1)
c
∑

j=0

mj (0)− (c+ 1)
h
a

c
∑

j=0

mj (h)+

h−1
∑

l=1

(c+ 1)
l+1





c
∑

j=0

mj (l)−
a

c+ 1

c
∑

j=0

mj (l)



 ≤

(c+ 1)m,

kde rovnost jsme źıskali přerovnáńım sč́ıtanc̊u tak, aby výrazy
∑c

j=0 mj (l) byly u sebe,
a posledńı nerovnost plyne z toho, že a

c+1 ≥ 1, a tedy třet́ı sč́ıtanec v předchoźım výrazu
neńı kladný. �

Zkombinujeme odhad Sth + Sph s Lemmatem 7 a dostaneme

Sth + Sph ≤ n

(c+ 1)
h
+

h
∑

l=1

bl (Tk)
(c+ 1)

l

(c+ 1)
h+1

≤

n

(c+ 1)
h
+

n (c+ 1)

(c+ 1)
h+1

=
2n

(c+ 1)
h
.

Protože Ph ≤ Sph−1 − Sph ≤ Sth−1 + Sph−1 ≤ 2n
(c+1)h−1 dostáváme, že

Sth + Sph + Ph ≤ 2n

(c+ 1)
h
+

2n

(c+ 1)
h−1

=
2n+ 2n (c+ 1)

(c+ 1)
h

=

2n (c+ 2)

(c+ 1)
h

a d̊ukaz (2) ve Větě je hotov.

Věta vysvětluje, proč jsou doporučené hodnoty b ≥ 2a – pak je počet vyvažovaćıch ope-
raćı během posloupnosti operaćı INSERT a DELETE lineárńı vzhledem k délce této
posloupnosti. Pro b = 2a− 1 lze lehce nalézt posloupnost operaćı INSERT a DELETE

o délce n takovou, že jej́ı aplikace na prázdný (a, b)-strom vyžaduje počet vyvažovaćıch
operaćı úměrný n logn (pro každé dostatečně velké n). Podobná věta plat́ı i pro paralelńı
implementaci (a, b)-stromů, ale plat́ı za předpokladu b ≥ 2a+2. Pro b = 2a nebo b = 2a+1
lze nalézt posloupnost, která je protipř́ıkladem. Proto se doporučuje hodnota b = 2a + 2
pro paralelńı implementaci (a, b)-stromu. Pro propojené (a, b)-stromy plat́ı silněǰśı verze.

Věta. Předpokládejme, že b ≥ 2a a a ≥ 2. Mějme hladinově propojený (a, b)-strom s
prstem T , který reprezentuje n-prvkovou množinu. Pak posloupnost P operaćı MEM-

BER, INSERT, DELETE a PRST aplikovaná na T vyžaduje čas

O (log (n) + čas na vyhledáńı prvk̊u) .
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Vysvětleńı: Zač́ınáme v libovolném propojeném (a, b)-stromě T , proto jeho struktura může
být nevýhodná pro danou posloupnost operaćı P. Abychom se dostali do vhodného režimu,
může být třeba až log (n) vyvažovaćıch operaćı. Čas na vyhledáváńı nemůžeme ovlivnit,
ten muśı ovlivnit uživatel.

Aplikace: analýza hladinově propojených stromů s prstem umožnila návrh algoritmu,
který pro dvě množiny S1 a S2 reprezentované propojenými (a, b)-stromy, kde b ≥ 2a a
a ≥ 2, zkonstruuje propojený (a, b)-strom reprezentuj́ıćı množinu S1 ∪ S2 (nebo množinu
∆ (S1, S2) = (S1 \ S2) ∪ (S2 \ S1) nebo S1 ∩ S2 nebo S1 \ S2) v čase O

(

log
(

n+m
m

))

, kde
n = max {|S1|, |S2|} a m = min {|S1|, |S2|}. Detaily budou v letńım semestru.

Vyvažováńı při operaci INSERT lze provádět tak, že operace Štěpeńı(t) se provede, jen
když oba bratři vrcholu t maj́ı b syn̊u. Jinak se provád́ı operace Přesun. Nev́ım o žádném
seriózńım pokusu tyto alternativy porovnat.

Vyhledáváńı v uspořádaném poli

Zadáńı úlohy: Máme podmnožinu S lineárně uspořádaného univerza a S je uložena v poli
A [1..|S|] tak, že pro i < j je A (i) < A (j). Pro dané x ∈ U máme zjistit, zda x ∈ S
(operace MEMBER(x)).

Řešeńı: Pokud x < A (1) nebo A (|S|) < x, pak x neńı prvkem S. V opačném př́ıpadě buď
x = A (1) nebo x = A (|S|) nebo máme dvě hodnoty d a h takové, že 1 ≤ d < d+1 < h ≤
|S| a A (d) < x < A (h). Pak najdeme n takové, že d < n < h, a dotazem zjist́ıme, zda
x = A (n) (pak konč́ıme a x ∈ S) nebo x < A (n) (pak polož́ıme h = n) nebo x > A (n)
(pak polož́ıme d = n) a proces opakujeme. Konč́ıme, když d + 1 ≥ h, pak x /∈ S. Na
začátku polož́ıme d = 1 a h = |S|. Formálńı zápis algoritmu:

MEMBER(x)
if x = A (1) then

Výstup: x ∈ S stop
else

if x < A (1) then
Výstup: x /∈ S stop

else

d = 1
endif

endif

if x = A (|S|) then
Výstup: x ∈ S stop

else

if x > A (|S|) then
Výstup: x /∈ S stop

else

h = |S|
endif

endif

while d+ 1 < h do

n := next (d, h)
if x = A (n) then
Výstup: x ∈ S stop
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else

if x < A (n) then h := n else d := n endif

endif

enddo

Výstup: x /∈ S stop

V tomto metaalgoritmu je next(d, h) funkce, která nalezne hodnotu n takovou, že d < n <
h. Korektnost plyne z pozorováńı, že když d+ 1 = h, pak A (d) < x < A (h) implikuje, že
neexistuje i takové, že x = A (i), a tedy x /∈ S. Efektivita algoritmu zálež́ı na fukci next.
Zpracováńı dotazu vyžaduje čas O (1) a počet dotaz̊u je počet voláńı funkce next.

Unárńı vyhledáváńı: next(d, h) = d + 1, pak každý dotaz zvětš́ı d o 1, a tedy největš́ı
počet dotaz̊u je |S|. Algoritmus v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas O (|S|) a očekávaný

počet dotaz̊u při rovnoměrném rozložeńı množiny S a prvku x je |S|
2

(tedy očekávaný čas
je O (|S|)).
Poznámka: Duálńı př́ıstup je, když next(d, h) = h−1, výsledky se nezměńı. Při aplikaćıch
je někdy výhodné použ́ıt funkci next(d, h) = min {d+ c, h− 1}, kde c je nějaká konstanta
(pak krok neńı 1, ale c). Jak uvid́ıme později, jsou situace, kdy je výhodné takovéto unárńı
vyhledáváńı použ́ıt.

Binárńı vyhledáváńı: next(d, h) =
⌈

d+h
2

⌉

, pak každý dotaz zmenš́ı rozd́ıl h − d přibližně
na polovinu. Počet dotaz̊u je nejvýše 3+log (|S| − 2), algoritmus tedy v nejhorš́ım př́ıpadě
vyžaduje čas O (log |S|) a očekávaný čas při rovnoměrném rozložeńı množiny S a x ∈ U je
také O (log |S|).

Interpolačńı vyhledáváńı: next(d, h) = d +
⌈

x−A(d)
A(h)−A(d) (h− d)

⌉

. V nejhorš́ım př́ıpadě

muśıme položit v́ıce než |S|
2

dotaz̊u, a proto čas v nejhorš́ım př́ıpadě je O (|S|), ale při
rovnoměrném rozložeńı množiny S a x ∈ U je očekávaný čas O (log log |S|). To je založeno
na faktu, že hodnota next záviśı i na velikosti x. Když x je velké, tak hodnota next je
posunuta do větš́ıch hodnot, když x je malé, pak je posunuta do menš́ıch hodnot.

Poznámka: Když rozložeńı prvk̊u neńı rovnoměrné, ale je známé, pak podle toho můžeme
upravit funkci next a očekávaný čas algoritmu se nezměńı.

Pro následuj́ıćı funkci next bude jednodušš́ı spoč́ıtat očekávaný počet dotaz̊u než pro
interpolačńı vyhledáváńı, ale výsledek je asymptoticky stejný.

Zobecněné kvadratické vyhledáváńı.

Funkce next je zde definována složitěǰśı procedurou, jej́ıž výsledek záviśı i na předcho-
źıch situaćıch a na výsledku dotazu. Procedura zadává dotazy v bloćıch. Prvńı dotaz
v bloku je interpolačńı a procedura přitom zjist́ı velikost kroku a zda x je menš́ı nebo
větš́ı než prvńı dotaz v bloku. Pak stř́ıdá unárńı a binárńı vyhledáváńı. Blok konč́ı, když
rozd́ıl mezi h a d je nejvýše velikost kroku. Krok v následuj́ıćım bloku klesne přibližně na
odmocninu velikosti kroku v tomto bloku. Procedura použ́ıvá boolské proměnné blok, typ,
smer. Proměnná blok je inicializována hodnotou false a určuje, zda se dotaz zadává v
rámci stejného bloku nebo nikoliv. Proměnná typ určuje, zda př́ı̌st́ı dotaz je unárńı (když
typ = true) nebo binárńı. Proměnná smer určuje, zda dotazy jsou menš́ı než prvńı dotaz
v bloku (smer = true) nebo větš́ı. Dále procedura použ́ıvá proměnnou krok typu integer,
která obsahuje velikost kroku v rámci bloku. Hodnoty těchto proměnných se předávaj́ı
z jednoho voláńı procedury do daľśıho voláńı (tj. jsou to globálńı proměnné, které se
neinicializuj́ı voláńım procedury next).
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next(d, h)
if blok then

if typ then

if smer then

next(d, h) := h− krok
if A (next (d, h)) < x then

blok := false
endif

else

next(d, h) := d+ krok
if A (next (d, h)) > x then

blok := false
endif

endif

typ := false
else

next(d, h) :=
⌈

d+h
2

⌉

if A (next (d, h)) > x a d−h
2

< krok then

blok := false
else

typ := true
endif

endif

else

krok := b
√
h− dc, next(d, h) := d+

⌈

x−A(d)
A(h)−A(d) (h− d)

⌉

,

if A (next (d, h)) > x then

smer := true
else

smer := false
endif

typ := true, blok := true
endif

Po dvou dotazech klesne h−d buď pod
√
h− d nebo pod h+d

2 . Proto procedura v nejhorš́ım
př́ıpadě použije nejvýše 8+2 log (|S| − 1)+2 log log |S| dotaz̊u, a tedy v nejhorš́ım př́ıpadě
vyžaduje čas O (log |S|).

Nyńı spoč́ıtáme očekávaný počet dotaz̊u během jednoho bloku za předpokladu rovnoměr-
ného rozděleńı dat. Nechť pi je pravděpodobnost, že v rámci bloku se polož́ı alespoň i
dotaz̊u. Pak očekávaný počet dotaz̊u v rámci bloku je

E (C) =
∑

i≥1

i (pi − pi+1) =
∑

i≥1

pi.

Nyńı odhadneme pi. Označme n+ d argument prvńıho dotazu (interpolačńı vyhledávańı)
v rámci bloku a nechť krok = k v rámci bloku. Označme X = | {i | i > d, A (i) ≤ x} | na
začátku bloku, pak X je náhodná proměnná závislá na argumentu operace a bloku. Když
se v bloku polož́ı alespoň i dotaz̊u pro i > 2, pak |X − n| ≥ b i−2

2
ck, protože každý unárńı
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dotaz, jehož položeńı nezměńı blok, nalezne daľśıch k hodnot i v rozd́ılu |X − n|. Tedy

pi ≤ Prob

(

|X − n| ≥ b i− 2

2
ck
)

.

Použijeme Čebyševovu nerovnost pro náhodnou proměnnou X . Když Y je náhodná
proměnná s očekávanou (středńı) hodnotou µ a rozptylem σ2, pak Čebyševova nerovnost
ř́ıká, že

Prob (|Y − µ| ≥ t) ≤ σ2

t2
pro každé t > 0.

Uvažujme okamžik, kdy jsme na začátku nějakého bloku. Protože S je vybraná s rovno-

měrným rozděleńım, je pravděpodobnost, že A (i) < x pro d < i < h, rovna p = x−A(d)
A(h)−A(d) ,

a pak pravděpodobnost, že X = j, je
(

h−d
j

)

pj (1− p)
h−d−j

. To znamená, že X je náhodná

veličina s binomickým rozděleńım s rozsahem d − h a pravděpodobnost́ı p, a tedy jej́ı
očekávaná hodnota je

µ =
h−d
∑

j=0

j

(

h− d

j

)

pj (1− p)
h−d−j

= p (h− d)

a rozptyl má hodnotu

σ2 =
h−d
∑

j=0

(j − µ)
2

(

h− d

j

)

pj (1− p)
h−d−j

= p (1− p) (h− d) .

Když si uvědomı́me, že k = b
√
h− dc a n = p (h− d), pak dostáváme

pi, pi+1 ≤Prob

(

|X − n| ≥ b i− 2

2
ck
)

≤ 4p (1− p) (h− d)

(i− 2)
2
k2

≤

4p (1− p)

(i− 2)
2 ≤ 1

(i− 2)
2 ,

protože pro 0 ≤ p ≤ 1 je p (1− p) ≤ 1
4
. Když shrneme tato pozorováńı, dostáváme, že

E (C) =
∑

i≥1

pi ≤ 2 + 2
∑

i≥3

1

(i− 2)
2 = 2 + 2

∑

i≥1

1

i2
=

2 + 2
π2

6
= 2 +

π2

3
≈ 5.3

Závěr: očekávaný počet dotaz̊u v bloku je menš́ı než 6.

Když E (T (n)) je očekávaný počet dotaz̊u pro operaci MEMBER a když |S| = n, pak
plat́ı

E (T (n)) ≤ E (C) + E
(

T
(√

n
))

.

Protože E (T (1)) = 1 a E (T (2)) ≤ 2, dostáváme z rekurentńıho vzorce, že

E (T (n)) ≤ 2 +E (C) log logn pro n ≥ 2.

Věta. Čas operace MEMBER v uspořádaném poli délky n při zobecněném kvadratickém
vyhledáváńı je v nejhorš́ım př́ıpadě O (logn). Když rozděleńı vstupńıch dat je rovnoměrné,
pak očekávaný čas je O (log logn).

Nevýhoda této datové struktury spoč́ıvá v neexistenci přirozených efektivńıch implemen-
taćı operaćı INSERT, DELETE, SPLIT a JOIN. Přirozené implementace těchto ope-
raćı vyžaduj́ı čas O (|S|), zhruba řečeno muśıme pohybovat s téměř každým prvkem.
Pokusem o řešeńı tohoto problému byl návrh binárńıch vyhledávaćıch stromů.
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Binárńı vyhledávaćı stromy

Binárńı vyhledávaćı strom je struktura pro binárńı vyhledáváńı v uspořádaném poli rozta-
ženém do roviny a vyhledáváńı odpov́ıdá cestě ve stromě. Formálńı definice:
Předpokládáme, že U je lineárně uspořádané univerzum a S ⊆ U . Binárńı vyhledávaćı
strom T reprezentuj́ıćı množinu S je úplný binárńı strom (tj. každý vrchol je buď listem
nebo má dva syny, levého a pravého), kde existuje bijekce mezi množinou S a vnitřńımi
vrcholy stromu taková, že

když v je vnitřńı vrchol stromu T , kterému je přǐrazen prvek s ∈ S, pak každému
vnitřńımu vrcholu u v podstromu levého syna vrcholu v je přǐrazen prvek z S
menš́ı než s a každému vnitřńımu vrcholu w v podstromu pravého syna vrcholu v
je přǐrazen prvek z S větš́ı než s.

Strukura vnitřńıho vrcholu v:
ukazatel otec (v) na otce vrcholu v,
ukazatel levy (v) na levého syna vrcholu v,
ukazatel pravy (v) na pravého syna vrcholu v,
atribut key (v) – prvek z S přǐrazený vrcholu v. Když v je kořen stromu, pak hodnota
ukazatele otec (v) je NIL. List má ukazatele pouze na otce.

Každý list reprezentuje interval mezi dvěma sousedńımi prvky z S – přesně, když u je list
a je levým synem vrcholu v, nalezneme vrchol na cestě z u do kořene nejbĺıže u takový, že
je pravým synem vrcholu w. Pak u reprezentuje interval (key (w) , key (v)) a když vrchol w
neexistuje, pak u reprezentuje interval (−∞, key (v)) a prvek key (v) je nejmenš́ı prvek v S.
Když u je list a je pravým synem vrcholu v, nalezneme vrchol na cestě z u do kořene nejbĺıže
u takový, že je levým synem vrcholu w. Pak u reprezentuje interval (key (v) , key (w)) a
když takový vrchol w neexistuje, pak u reprezentuje interval (key (v) ,+∞) a prvek key (v)
je největš́ı prvek v S.

Při implementaci binárńıch vyhledáváćıch stromů je výhodné vynechat listy (mı́sto nich
bude ukazatel NIL). Při návrhu algoritmů je však naopak výhodné pracovat s listy
(vyhĺıž́ı to logičtěǰśı). Proto při návrhu algoritmů budeme předpokládat, že stromy maj́ı
listy reprezentuj́ıćı intervaly.

Navrhneme algoritmy pro binárńı vyhledávaćı stromy realizuj́ıćı operace z uspořádaného
slovńıkového problému.

Vyhledej(x)
t :=kořen stromu
while t neńı list a key (t) 6= x do

if key (t) > x then t := levy (t) else t := pravy (t) endif
enddo

MEMBER(x)
Vyhledej(x)
if t neńı list then Výstup: x ∈ S else Výstup: x /∈ S endif

INSERT(x)
Vyhledej(x)
if t je list then

t se změńı na vnitřńı vrchol, key (t) := x,
levy (t) a pravy (t) jsou nové listy, jejichž otcem je t

endif
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DELETE(x)
Vyhledej(x)
if t neńı list then

if levy (t) je list then
odstrańıme vrchol levy (t), otec (pravy (t)) := otec (t)
if t = levy (otec (t)) then

levy (otec (t)) := pravy (t)
else

pravy (otec (t)) := pravy (t)
endif

odstrańıme vrchol t
else

u := levy (t)
while pravy (u) neńı list do

u := pravy (u)
enddo

key (t) := key (u), odstrańıme vrchol pravy (u),
otec (levy (u)) := otec (u)
if u = levy (otec (u)) then

levy (otec (u)) := levy (u)
else

pravy (otec (u)) := levy (u)
endif

odstrańıme vrchol u
endif

endif

MIN

t :=kořen stromu
while levý syn t neńı list do t := levy (t) enddo
Výstup: prvek reprezentovaný t je nejmenš́ı prvek v S

MAX

t :=kořen stromu
while pravý syn t neńı list do t := pravy (t) enddo
Výstup: prvek reprezentovaný t je největš́ı prvek v S

SPLIT(x):
T1 a T2 jsou prázdné stromy
u1 := u2 := NIL
t := kořen stromu T
while t neńı list a key (t) 6= x do

if key (t) > x then

u := levy (t), levy (t) := NIL, otec (u) := NIL
if T2 je prázdný strom then

T2 := podstrom vrcholu t
else

levy (u2) := t, otec (t) := u2

endif

u2 := t
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else

u := pravy (t), pravy (t) := NIL, otec (u) := NIL
if T1 je prázdný strom then

T1 := podstrom vrcholu t
else

pravy (u1) := t, otec (t) := u1

endif

u1 := t
endif

t := u
enddo

if key (t) = x then

otec (levy (t)) := u1, pravy (u1) := levy (t)
otec (pravy (t)) := u2, levy (u2) := pravy (t)
otec (u1) := NIL, otec (u2) := NIL, Výstup: x ∈ S

else

Výstup: x /∈ S
endif

Komentář: T1 je binárńı vyhledávaćı strom reprezentuj́ıćı množinu {s ∈ S | s < x} a T2 je
binárńı vyhledávaćı strom reprezentuj́ıćı množinu {s ∈ S | s > x}.

JOIN3(T1, x, T2) – předpokládáme, že když Ti reprezentuje množinu Si pro i = 1, 2,
pak maxS1 < x < minS2

vytvořme nový vrchol u, key (u) = x, otec (u) := NIL,
otec (kořene T1) := u, otec (kořene T2) := u,
levy (u) :=kořen T1, pravy (u) :=kořen T2.

Abych dokázali korektnost algoritmu Vyhledej – jedná se o modifikaci vyhledáváńı v
uspořádaném poli – poṕı̌seme podrobněji vlastnosti binárńıho vyhledávaćıho stromu. Nej-
prve rozš́ı̌ŕıme universum o dva nové prvky, o nový nejmenš́ı prvek −∞ a o nový největš́ı
prvek +∞. Mějme binárńı vyhledávaćı strom T reprezentuj́ıćı množinu S, pak pro vrchol
t stromu T definujeme indukćı hodnoty λ (t) a π (t). Když r je kořen, pak λ (r) = −∞
a π (r) = +∞. Když hodnoty λ (t) a π (t) jsou pro vrchol t definovány, pak pro levého
syna u vrcholu t definujeme λ (u) = λ (t) a π (u) = key (y) a pro pravého syna w vrcholu
t definujeme λ (w) = key (t) a π (w) = π (t). Nyńı dokážeme

Lemma. Je-li T ′ podstrom binárńıho vyhledávaćıho stromu T určený vrcholem t, pak T ′

reprezentuje množinu S ∩ (λ (t) , π (t)). Nav́ıc interval (λ (t) , π (t)) je nejvěťśı interval,
který obsahuje jenom prvky z S, které jsou reprezentovány vrcholy podstromu T ′. Nav́ıc,
když t je list, pak < λ (t) , π (t) > je interval reprezentovaný listem t.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme indukćı. Zřejmě plat́ı, když t je kořen stromu T . Předpokládej-
me, že plat́ı pro vrchol t a dokážeme ho pro syny vrcholu t. Označme tl levého syna vrcholu
t, tp pravého syna vrcholu t. Z definice binárńıho vyhledávaćıho stromu stromu plyne, že
když u je vnitřńı vrchol v podstromu T určeném vrcholem tl a když v je vnitřńı vrchol v
podstromu T určeném vrcholem tp, pak key (u) < key (t) < key (v). Nyńı platnost tvrzeńı
pro t implikuje platnost tvrzeńı i pro vrcholy tl a tp. �

Korektnost podprocedury Vyhledej plyne z následuj́ıćıho invariantu:

Když při vyhledáváńı x vyšetřujeme vrchol t, pak

λ (t) < x < π (t) .
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Toto tvrzeńı se lehce dokáže indukćı z popisu algoritmu Vyhledej. Tedy operace Vy-

hledej je korektńı a korektnost operaćı MEMBER a INSERT je teď zřejmá. V operaci
DELETE, když levy (t) je list, pak korektnost je zřejmá. Když levy (t) neńı list, pak
algoritmus nalezne list v takový, že π (v) = x. Pak pro u = otec (v) plat́ı v = pravy (u)
a λ (v) = key (u) a (λ (v) , π (v)) ∩ S = ∅. Když y = key (u), pak odstraněńı vrchol̊u u
a v dává binárńı vyhledávaćı strom reprezentuj́ıćı S \ {y}. Protože (y, x) ∩ S = ∅, tak
př́ıkaz key (t) := y dává binárńı vyhledávaćı strom reprezentuj́ıćı S \ {x} a proto operace
DELETE je korektńı.

Korektnost operaćı MIN, MAX a JOIN3 plyne z definice binárńıho vyhledavaćıho
stromu. Korektnost operace SPLIT plyne z korektnosti algoritmu Vyhledej a z faktu,
že u1 je otec nejpravěǰśıho listu stromu T1 a u2 je otec nejlevěǰśıho listu stromu T2. Protože
ke stromu T1 se přidává část stromu T reprezentuj́ıćı prvky, které jsou větš́ı než prvky
reprezentované v T1, a ke stromu T2 se přidává část stromu T reprezentuj́ıćı prvky, které
jsou menš́ı než prvky reprezentované v T2, korektnost algoritmu pro operaci SPLIT je
jasná.

Zpracováńı jednoho vrcholu vyžaduje čas O (1) a algoritmus se pohybuje po jedné cestě z
kořene do nějakého listu. Označme hloubka (T ) délku nejdeľśı cesty z kořene do nějakého
listu. Pak dostáváme

Věta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3

a SPLIT v binárńım vyhledávaćım stromě T vyžaduj́ı čas O (hloubka (T )).

Bohužel ani struktura binárńıch vyhledávaćıch stromů nepodporuje efektivńı implementaci
operace ord(k). Pro jej́ı efektivńı implentaci je vhodné rozš́ı̌rit datovou strukturu tak, že u
každého vrcholu t je deklarován také údaj p (t) – počet list̊u v podstromu určeném vrcholem
t. Po provedeńı operaćı INSERT,DELETE, JOIN3 a SPLIT je pak nutné aktualizovat
tuto položku na cestě z vrcholu do kořene. Následuj́ıćı algoritmus pak realizuje operaci
ord(k).

ord(k)
t :=kořen stromu
if k ≥ p (t) then k-tý prvek neexistuje, stop endif

while true do

if k > p (levy (t)) then
k := k − p (levy (t)), t := pravy (t)

else

if k < p (levy (t)) then
t := levy (t)

else

key (t) je k-tý prvek reprezentované množiny, stop
endif

endif

enddo

Korektnost algoritmu plyne z následuj́ıćıho invariantu: Když algoritmus má v daném
okamžiku v proměnné t vrchol v a hodnota proměnné k je k′, pak k-tý prvek v S se rovná
k′-tému prvku v intervalu reprezentovaném v podstromu stromu T určeném vrcholem v.
Protože na počátku algoritmu je v kořen stromu a interval je S (a k′ = k), tak na počátku
běhu algoritmu invariant plat́ı. Předpokládejme, že plat́ı v některém kroku. Nechť u
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je levý syn v, w je pravý syn v a Ia je interval reprezentovaný podstromem T určeným
vrcholem a. Pak |Iu| = p (u) − 1, max Iu < key (v) < min Iw a Iv = Iu ∪ {key (v)} ∪ Iw.
Odtud plyne, že když k′ < p (u), pak k′-tý prvek v intervalu Iv je k′-tý prvek v intervalu
Iu, když k′ > p (u), pak k′-tý prvek v intervalu Iv je (k′ − p (u))-tý prvek v intervalu
Iw, a když k′ = p (u), pak k′-tý prvek v intervalu Iv je key (v). Odtud plyne invariant a
korektnost algoritmu. Podle stejných argument̊u jako v předchoźım př́ıpadě dostaneme,
že časová složitost algoritmu je O (hloubka (T )). Tedy můžeme tato fakta shrnout.

Věta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3,
SPLIT a ord (k) pro všechna k v rozš́ıřených binárńıch vyhledávaćıch stromech vyžaduj́ı
čas O (hloubka (T )), kde T je strom reprezentuj́ıćı danou množinu.

Tento výsledek motivuje použ́ıváńı binárńıch vyhledávaćıch stromů, které splňuj́ı daľśı
podmı́nku, která má zajistit, že hloubka (T ) = O (log |S|). V takovémto př́ıpadě mluv́ıme o
vyvážených binárńıch vyhledávaćıch stromech. Je však nutné přidat k operaćım INSERT,
DELETE, JOIN3 a SPLIT daľśı kroky, které zaruč́ı, že po jejich provedeńı strom opět
splňuje požadované podmı́nky. To vede k požadavku, aby vyvažovaćı operace byly rychlé
a provádělo se jich málo.

Při náhodné posloupnosti operaćı INSERT a DELETE je velká pravděpodobnost, že
dostaneme náhodný binárńı vyhledávaćı strom. Je známo, že očekávaná hodnota proměn-
né hloubka (T ) je O (log |S|). Protože se nepouž́ıvaj́ı vyvažovaćı operace, můžeme dostat
lepš́ı výsledek (časově) než pro vyvážené binárńı vyhledávaćı stromy. Tento problém se
teď intenzivně studuje. Velká pozornost je věnována pravděpodobnostńım modifikaćım
binárńıch vyhledávaćıch stromů. Hledaj́ı se však i daľśı možnosti.

Studuj́ı se tzv. samoupravuj́ıćı struktury. Zde se pracuje s datovou strukturou bez do-
datečných informaćı, ale operace nad touto strukturou provád́ı vyvažováńı v závislosti na
argumentu operace. Dokázalo se, že existuje strategie vyvažováńı, která zajǐštuje dobré
chováńı bez ohledu na vstupńı data. Daľśı strategie je, že se jen zjǐštuje, zda datová
struktura nemá výrazně špatné chováńı, a pokud ho má nebo po dlouhé řadě úspěšných
aktualizačńıch operaćı se vybuduje nová datová struktura (s optimálńım chováńım). Třet́ı,
poměrně stará, strategie je založena na předpokladu, že známe rozděleńı vstupńıch dat.
Zde se datová struktura předem upravuje pro toto rozděleńı. Ukazuje se, že tyto strategie
maj́ı úspěch. Daľśı podrobnosti v letńım semestru.

Nyńı si ukážme dvě operace se stromy, na nichž jsou založeny vyvažovaćı operace pro
binárńı vyhledávaćı stromy. Obě operace vyžaduj́ı čas O (1).

Mějme vrchol v binárńıho vyhledávaćıho stromu T a jeho syna u, který je vnitřńı vrchol.
Pak Rotace(v, u) je znázorněna na obrázku a provád́ı ji následuj́ıćı algoritmus.

Rotace(v, u)
otec (u) := otec (v),
if v = levy (otec (v)) then

levy (otec (v)) := u
else

pravy (otec (v)) := u
endif

otec (v) := u
if u = levy (v) then
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Obr. 1

otec (pravy (u)) := v, levy (v) := pravy (u), pravy (u) := v
else

otec (levy (u)) := v, pravy (v) := levy (u), levy (u) := v
endif

Všimněme si, že při Rotace můžeme aktualizovat i funkci p. Pro vrchol w 6= u, v se jej́ı
hodnota neměńı, nová hodnota p (u) je rovná p̊uvodńı hodnotě p (v) a novou hodnotu p (v)
dostaneme jako p (levy (v)) + p (pravy (v)).

Mějme vrchol u stromu T , jeho syna v a jeho syna w takového, že w neńı list a v je
pravý syn vrcholu u, právě když w je levý syn vrcholu v. Pak Dvojita-rotace(u, v, w) je
znázorněna na obrázku a provád́ı ji následuj́ıćı algoritmus.

B C
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o

A B C D

v u
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Obr. 2

Dvojita-rotace(u, v, w)
otec (w) := otec (u)
if u = levy (otec (u)) then

levy (otec (w)) := w
else

pravy (otec (w)) := w
endif

otec (v) := w, otec (u) := w
if v = levy (u) then
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levy (u) := pravy (w), otec (pravy (w)) := u, pravy (v) := levy (w)
otec (levy (w)) := v, levy (w) := v, pravy (w) := u

else

pravy (u) := levy (w), otec (levy (w)) := u, levy (v) := pravy (w)
otec (pravy (w)) := v, levy (w) := u, pravy (w) := v

endif

Také zde můžeme v čase O (1) spoč́ıtat nové hodnoty p. Pro vrchol x 6= u, v, w se hodnota
neměńı, nová hodnota p (w) je rovná p̊uvodńı hodnotě p (u) a nové hodnoty p (u) a p (v)
źıskáme podle stejného vzorce jako v Rotace.

AVL-stromy

Binárńı vyhledávaćı strom je AVL-strom, když pro každý vnitřńı vrchol v se délka nejdeľśı
cesty z jeho levého syna do listu a délka nejdeľśı cesty z jeho pravého syna do listu lǐśı
nejvýše o 1.

Pro vnitřńı vrchol v stromu T označme η (v) délku nejdeľśı cesty z vrcholu v do listu.

Struktura vnitřńıch vrchol̊u v AVL-stromech je rozš́ı̌rena o hodnotu ω:
ω (v) = −1, když

η (levý syn vrcholu v) = η (pravý syn vrcholu v) + 1;

ω (v) = 0, když
η (levý syn vrcholu v) = η (pravý syn vrcholu v) ;

ω (v) = +1, když

η (levý syn vrcholu v) + 1 = η (pravý syn vrcholu v) .

Všimněme si, že hodnota η (v) pro vnitřńı vrcholy v stromu T neńı nikde uložena. Hodnoty
η jsme schopni spoč́ıtat z hodnot ω, ale neńı to třeba. Stač́ı, když po aktualizačńıch
operaćıch budeme umět aktualizovat hodnoty ω a upravit binárńı vyhledávaćı strom tak,
aby byl opět AVL-strom.

Odhad velikosti η (kořen T ) v závislosti na velikosti reprezentované množiny S.
Když T je AVL-strom a v je vnitřńı vrchol T , pak podstrom T určený vrcholem v je opět
AVL-strom. Označme
mn (i) velikost nejmenš́ı množiny reprezentované AVL-stromem T takovým, že

η (kořen T ) = i,

mx (i) velikost největš́ı množiny reprezentované AVL-stromem T takovým, že

η (kořen T ) = i.

Z definice AVL-stromu plynou rekurze

mn (i) = mn (i− 1) +mn (i− 2) + 1, mx (i) = 2mx (i− 1) + 1,

a mn (1) = mx (1) = 1, mn (2) = 2, mx (2) = 3.
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Nejprve spoč́ıtáme mx.

Dokážeme, že mx (i) = 2i − 1. Tento vzorec je splněn pro i = 1, 2. Dále

mx (i+ 1) = 2mx (i) + 1 = 2
(

2i − 1
)

+ 1 = 2i+1 − 1.

T́ım je vzorec dokázán.

Abychom spoč́ıtali mn, připomeneme si definici Fibonacciho č́ısel. Fibonacciho č́ıslo Fi je
definováno rekurenćı

F1 = F2 = 1 a Fi+2 = Fi + Fi+1 pro všechna i ≥ 3.

Pak plat́ı vzorec Fi =

(

1+
√

5

2

)

i

−
(

1−
√

5

2

)

i

√
5

pro všechna i ≥ 1 (dokážeme si ho v části o

haldách).

Protože −1 < 1−
√
5

2 < 0 a 1+
√
5

2 > 1, dostáváme, že

lim
n7→∞

Fn

√
5

(

1 +
√
5

2

)−n

= 1.

Proto existuj́ı konstanty 0 < c1 < c2 takové, že

c1

(

1 +
√
5

2

)i

<
√
5Fi < c2

(

1 +
√
5

2

)i

.

Dokážeme, že mn (i) = Fi+2 − 1. Protože F3 = 2 a F4 = 3, tvrzeńı plat́ı pro i = 1 a i = 2.
Dále

mn (i+ 2) =mn (i+ 1) +mn (i) + 1 =

Fi+3 − 1 + Fi+2 − 1 + 1 = Fi+4 − 1.

Z toho indukćı plyne požadovaný vztah.

Když AVL-strom T o výšce i reprezentuje množinu S o velikosti n, pak plat́ı

c1√
5

(

1 +
√
5

2

)i+2

− 1 < Fi+2 − 1 ≤ n ≤ 2i − 1.

Po zlogaritmováńı z toho okamžitě dostáváme

log

(

c1√
5

)

+ (i+ 2) log

(

1 +
√
5

2

)

< log (n+ 1) < i.

Protože log
(

1+
√
5

2

)

≈ 0.69 ≈ 1
1.44 dostáváme, že pro dostatečně velká n plat́ı, že 0.69i <

log (n+ 1) ≤ i. Odtud plyne, že log (n+ 1) ≤ i ≤ 1.44 log (n), a tedy i = Θ(log (n)).
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Operace MEMBER(x) pro AVL-stromy je stejná jako operace MEMBER(x) pro nevy-
vážené binárńı vyhledávaćı stromy. Aktualizačńı operace pro AVL-stromy nejprve prove-
dou př́ıslušnou operaci pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy a pak následuje jejich
vyvažovaćı část. Při úspěšně provedené operaci INSERT(x) v nevyvážených binárńıch
stromech změńıme vhodný list t na vnitřńı vrchol stromu reprezentuj́ıćı x a přidáme k
t dva syny, kteř́ı budou listy. Důsledkem je, že definujeme ω (t) = 0. Protože se však
zvětšila hodnota η (t) (bylo η (t) = 0 a teď je η (t) = 1), zavoláme proceduru Kontrola-

INSERT(t), která zajist́ı správnou hodnotu funkce ω pro otce t. Nav́ıc, když zjist́ı, že
se zvětšila hodnota η vrcholu otce t, pak zavolá sama sebe na vrchol otec t. Nejprve
provedeme analýzu situace.

Mějme vrchol t, jeho η (t) = a (ale a neznáme), na začátku operace INSERT bylo η (t) =
a− 1. V podstromu určeném vrcholem t máme už správné hodnoty ω. Vrchol v je otcem
t, t = levy (v) a ω (v) má ještě p̊uvodńı hodnotu.

Lemma. Když se hodnota η (t) při operaci INSERT zvěťsila a t nebyl listem před op-
eraci, pak po operaci neplat́ı ω (t) = 0.

Označme u = bratr (t) = pravy (v) a uvažme př́ıpady:
A) ω (v) = 1, pak η (u) = a a η (v) = a+ 1 se nezměnilo, tedy stač́ı položit ω (v) = 0.
B) ω (v) = 0, pak η (u) = a−1 a η (v) = a+1 se změnilo, tedy muśıme položit ω (v) = −1
a zavolat proceduru Kontrola-INSERT na vrchol v.
C) ω (v) = −1, pak η (u) = a − 2 a η (v) = a + 1 se změnilo. Nyńı ω (v) = −2 a to je
zakázané. Označme t1 = levy (t), t2 = pravy (t) (ω (t) = 0 nenastane, viz Lemma).
C1) ω (t) = −1, pak η (t1) = a − 1, η (t2) = a − 2 a provedeme Rotace(v, t). Pak t2 je
druhý syn v a stač́ı položit ω (v) = ω (t) = 0.
C2) ω (t) = 1, pak η (t1) = a−2, η (t2) = a−1 a provedeme Dvojita-rotace(v, t, t2). Pro
t3 = levy (t2) a t4 = pravy (t2) plat́ı:
C2i) ω (t2) = 1 =⇒ η (t3) = a − 3 a η (t4) = a − 2 a stač́ı položit ω (t) = −1, ω (v) =
ω (t2) = 0, protože η (t2) = a.
C2ii) ω (t2) = 0 =⇒ η (t3) = η (t4) = a − 2 a stač́ı položit ω (t2) = ω (v) = ω (t) = 0,
protože η (t2) = a.
C2iii) ω (t2) = −1 =⇒ η (t3) = a − 2 a η (t4) = a − 3 a stač́ı položit ω (v) = 1,
ω (t2) = ω (t) = 0, protože η (t2) = a.
Když t je pravý syn v, pak situace je symetrická.
Poṕı̌seme proceduru Kontrola-INSERT.

Kontrola-INSERT(t)
v := otec (t)
if t = levy (v) then

if ω (v) = 1 then

ω (v) := 0
else

if ω (v) = 0 then

ω (v) := −1, t := v, Kontrola-INSERT(t)
else

if ω (t) = −1 then

Rotace(v, t), ω (v) := 0, ω (t) := 0
else

t2 := pravy (t), Dvojita-rotace(v, t, t2),
if ω (t2) = 0 then
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ω (t) := 0, ω (v) := 0
else

if ω (t2) = 1 then

ω (v) := 0, ω (t) := −1
else

ω (v) := 1, ω (t) := 0
endif

endif

ω (t2) := 0
endif

endif

endif

else

if ω (v) = −1 then

ω (v) := 0
else

if ω (v) = 0 then

ω (v) := 1, t := v, Kontrola-INSERT(t)
else

if ω (t) = 1 then

Rotace(v, t), ω (v) := 0, ω (t) := 0
else

t1 := levy (t), Dvojita-rotace(v, t, t1),
if ω (t1) = 0 then

ω (t) := 0, ω (v) := 0
else

if ω (t1) = 1 then

ω (v) := 0, ω (t) := −1
else

ω (v) := 1, ω (t) := 0
endif

endif

ω (t1) := 0
endif

endif

endif

endif

Všimněme si, že po provedeńı Rotace nebo Dvojita-rotace vyvažováńı v operaci IN-

SERT konč́ı. Tedy operace INSERT provád́ı nejvýše jednu proceduru Rotace nebo
Dvojita-rotace. Korektnost vyvažovaćı operace je založena na faktu, že když se zvětš́ı
hodnota η (t), pak nemůže být ω (t) = 0. Tento fakt se využ́ıvá v if-př́ıkazu na 5-tém a
6-tém řádku a na 13-tém a 14-tém řádku programu.

Poṕı̌seme vyvažovaćı operaci pro operaci DELETE. Předpokládejme, že t je vrchol, jehož
otec se odstranil (tj. bratr t byl list) a hodnota η (t) je menš́ı než byla hodnota η (otec (t)).
Proto zavoláme proceduru Kontrola-DELETE(t). Tato procedura zajist́ı správnou hod-
notu funkce ω pro otce t. Nav́ıc, když zjist́ı, že se zmenšila hodnota η vrcholu otce t, pak
zavolá sama sebe na vrchol otec t. Poṕı̌seme analýzu situace, na ńıž je založena korektnost
procedury Kontrola-DELETE(t).
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V analýze je d̊uležité, že když procedura Kontrola-DELETE přesune vrchol x na mı́sto
vrcholu y, pak skutečná hodnota η (x) je buď p̊uvodńı hodnota η (y) nebo je přesně o 1
menš́ı. Všimněte si, že to plat́ı.

Dán vrchol t, jehož hodnota η (t) se zmenšila (o 1). V podstromu určeném vrcholem t jsou
hodnoty ω aktualizovány, v = otec (t) a ω (v) je p̊uvodńı. Předpokládejme t = levy (v),
u = bratr (t) = pravy (v) a η (t) = a (a je neznámé). Nastávaj́ı př́ıpady:
A) když ω (v) = 1, pak η (u) = a+2 a η (v) = a+3 (p̊uvodně bylo η (t) = a+1). Označme
u1 = levy (u), u2 = pravy (u).
A1) ω (u) = 1 =⇒ η (u1) = a, η (u2) = a + 1. Provedeme Rotace(v, u). Vrchol u1 je
druhým synem v a plat́ı η (t) = η (u1) = a, η (v) = η (u2) = a + 1 a η (u) = a + 2. Tedy
položme ω (v) = ω (u) = 0 a zavolejme Kontrola-DELETE na vrchol u.
A2) ω (u) = 0 =⇒ η (u1) = η (u2) = a + 1. Provedeme Rotace(v, u). Vrchol u1 je
druhým synem v a plat́ı η (t) = a, η (u1) = a + 1 = η (u2), η (v) = a + 2, η (u) = a + 3.
Položme ω (v) = 1, ω (u) = −1 a konč́ıme.
A3) ω (u) = −1 =⇒ η (u1) = a + 1, η (u2) = a. Provedeme Dvojita-rotace(v, u, u1).
Pro u3 = levy (u1), u4 = pravy (u1) nastanou př́ıpady:
A3i) ω (u1) = −1 =⇒ η (u3) = a, η (u4) = a − 1 a tedy η (v) = η (u) = a + 1 a
η (u1) = a + 2. Proto polož́ıme ω (v) = ω (u1) = 0, ω (u) = 1 a zavoláme proceduru
Kontrola-DELETE na vrchol u1.
A3ii) ω (u1) = 0 =⇒ η (u3) = η (u4) = a a tedy η (v) = η (u) = a + 1 a η (u1) = a + 2.
Proto polož́ıme ω (v) = ω (u1) = ω (u) = 0 a zavoláme proceduru Kontrola-DELETE

na vrchol u1.
A3iii) ω (u1) = 1 =⇒ η (u3) = a − 1, η (u4) = a a tedy η (v) = η (u) = a + 1 a
η (u1) = a + 2. Proto polož́ıme ω (u) = ω (u1) = 0, ω (v) = −1 a zavoláme proceduru
Kontrola-DELETE na vrchol u1.
B) když ω (v) = 0, pak η (u) = a+ 1 a η (v) = a+ 2. Stač́ı položit ω (v) = 1 a skončit.
C) když ω (v) = −1, pak η (u) = a a η (v) = a + 2. Nyńı polož́ıme ω (v) = 0 a zavoláme
proceduru Kontrola-DELETE na vrchol v.

Kontrola-DELETE(t)
v := otec (t), u := bratr (t)
if t = levy (v) then

if ω (v) = 1 then

if ω (u) ≥ 0 then

Rotace(v, u)
if ω (v) = 0 then

ω (v) := 1, ω (u) := −1
else

ω (u) := ω (v) := 0, t := u, Kontrola-DELETE(t)
endif

else

u1 := levy (u), Dvojita-rotace(v, u, u1)
if ω (u1) = 1 then

ω (u) := 0, ω (v) := −1
else

if ω (u1) := 0 then

ω (u) := 0, ω (v) := 0
else

ω (u) := 1, ω (v) := 0
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endif

endif

ω (u1) := 0, t := u1, Kontrola-Delete(t)
endif

else

if ω (v) = 0 then

ω (v) := 1
else

ω (v) := 0, t := v, Kontrola-DELETE(t)
endif

endif
else

if ω (v) = −1 then

if ω (u) ≤ 0 then

Rotace(v, u)
if ω (u) = 0 then

ω (v) := −1, ω (u) := 1
else

ω (u) := ω (v) := 0, t := u, Kontrola-DELETE(t)
endif

else

u2 := pravy (u), Dvojita-rotace(v, u, u2)
if ω (u2) = 1 then

ω (u) := −1, ω (v) := 0
else

if ω (u2) := 0 then

ω (u) := 0, ω (v) := 0
else

ω (u) := 0, ω (v) := 1
endif

endif

ω (u2) := 0, t := u2, Kontrola-Delete(t)
endif

else

if ω (v) = 0 then

ω (v) := −1
else

ω (v) := 0, t := v, Kontrola-DELETE(t)
endif

endif

endif

V operaciDELETE se může stát, že proceduryRotace neboDvojita-rotace jsou volány
až log (|S|)-krát. To je výrazný rozd́ıl proti operaci INSERT. Proto operace DELETE

je pomaleǰśı než operace INSERT, i když asymptoticky jsou stejně rychlé. Korektnost se
ověř́ı př́ımo.

Věta. Datová struktura AVL-strom umožňuje implementaci operaćı MEMBER, IN-

SERT a DELETE, které vyžaduj́ı čas O (log (|S|)) (kde S je reprezentovaná množina).
Operace INSERT zavolá nejvýše jednu proceduru Rotace nebo Dvojita-rotace.
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Červeno-černé stromy

Binárńı vyhledávaćı strom T reprezentuj́ıćı množinu S, jehož vrcholy jsou obarveny červeně
nebo černě (každý vrchol má právě jednu barvu) tak, že jsou splněny podmı́nky:

listy jsou obarveny černě,
když v je vrchol obarvený červeně, pak je buď kořen stromu nebo jeho otec je
obarven černě,
všechny cesty z kořene do list̊u maj́ı stejný počet černých vrchol̊u

se nazývá červeno-černý strom.

Nejprve ukážeme, že červeno-černé stromy jsou vyvážené stromy, tj.

hloubka (T ) = O (log (|S|)) .
Předpokládejme, že T je červeno-černý strom, který má na cestě z kořene do listu právě
k černých vrchol̊u. Pak pro počet vrchol̊u #T stromu T plat́ı

2k − 1 ≤ #T ≤ 22k − 1.

Nejmenš́ı takový strom má všechny vrcholy černě obarvené a je to úplný pravidelný binárńı
strom o výšce k − 1, což dává dolńı odhad. Největš́ı takový strom má všechny vrcholy
v sudých hladinách obarveny červeně a v lichých hladinách černě, je to úplný pravidelný
binárńı strom o výšce 2k − 1 a t́ım je dán horńı odhad. Tedy k ≤ log (1 +#T ) ≤ 2k.
Protože velikost S je počet vnitřńıch vrchol̊u, dostáváme, že #T = 2|S|+ 1. Z vlastnost́ı
červeno-černých stromů plyne, že

k ≤ hloubka (T ) ≤ 2k.

Tedy

Tvrzeńı. Když červeno-černý strom T reprezentuje množinu S, pak

hloubka (T ) ≤ 2 log (2|S|+ 2) = 2 (1 + log (|S|+ 1)) .

Pro červeno-černé stromy navrhneme algoritmy realizuj́ıćı operace z uspořádaného slovńı-
kového problému. Operace MEMBER pro červeno-černé stromy je stejná jako pro
nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy. Operace INSERT a DELETE maj́ı dvě části:
nejprve se provede operace INSERT nebo DELETE pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı
stromy a pak následuj́ı vyvažovaćı operace, které zajist́ı, že výsledný strom splňuje pod-
mı́nky pro červeno-černé stromy (stejné schéma jako pro AVL-stromy). Schéma operaćı
JOIN a SPLIT bude vycházet z jejich realizaćı v (a, b)-stromech. V operaci JOIN

prohledáváńım nalezneme mı́sto, kde se stromy daj́ı spojit (a aplikujeme operaci JOIN

pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy), a pak použijeme vyvažovaćı operace. Al-
goritmus operace SPLIT rozděĺı červeno-černý strom do několika menš́ıch podle cesty
vyhledávaj́ıćı x (podobně jako v (a, b)-stromech) a na tyto stromy pak aplikuje operaci
JOIN a zkonstruuje hledané červeno-černé stromy. Algoritmy pro operace MIN a MAX

jsou stejné jako pro nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy.

Nejprve poṕı̌seme vyvažovaćı operace. Dvojice (T, v) se nazývá 2-parciálńı červeno-černý
strom, když T je binárńı vyhledávaćı strom, každý vrchol je obarven červeně nebo černě,
v je vnitřńı vrchol stromu T obarvený červeně a plat́ı:

listy jsou obarveny černě,
když t je vrchol obarvený červeně, pak je buď kořen stromu nebo t = v nebo jeho
otec je obarven černě,
všechny cesty z kořene do list̊u maj́ı stejný počet černých vrchol̊u.
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Vyvažováńı 2-parciálńıho červeno-černého stromu (T ′, v) provád́ı procedura Vyvaz-IN-

SERT(v). Po jej́ım provedeńı buď dostaneme červeno-černý strom nebo je procedura
Vyvaz-INSERT zavolána na vrchol v′ takový, že (T ′, v′) je 2-parciálńı červeno-černý
strom a v′ je děd v (tj. je o dvě hladiny bĺıž ke kořeni než vrchol v).

Obarveńı je realizováno rozš́ı̌reńım struktury vrcholu v o boolskou proměnnou b (v), kde
b (v) = 0 znamená, že v je obarven červeně, a b (v) = 1 znamená, že v je obarven černě.

Poṕı̌seme proceduru Vyvaz-INSERT(v) (předpokládáme, že v je obarven červeně). Pro
zjednodušeńı s(v) = levy, když v = levy(otec(v)), a s(v) = pravy pro v = pravy (otec (v)).

Vyvaz-INSERT(v).
if v neńı kořen T ′ a b (otec (v)) = 0 then

if otec (v) je kořen then

b (otec (v)) := 1
else

w := otec (v), u := bratr (w)
if b (u) = 0 then

t := otec (w), b (w) := 1, b (u) := 1
b (t) := 0, Vyvaz-INSERT(t) (Viz Obr. 1)

else

t := otec (w)
if s (w) = s (v) then

Rotace(t, w), b (t) := 0, b (w) := 1 (Viz Obr. 2)
else

Dvojita-rotace(t, w, v), b (t) := 0, b (v) := 1 (Viz Obr. 3)
endif

endif

endif

endif

Na obrázku b znač́ı černou barvu a r znač́ı červenou barvu. Otec vrcholu w je označen t.
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Obr. 3

2-parciálńı červeno-černé stromy vznikaj́ı při operaćıch INSERT a JOIN. Při operaci
DELETE se poruš́ı struktura červeno-černých stromů jiným zp̊usobem a vznikne 3-
parciálńı červeno-černý strom.

Řekneme, že dvojice (T, v) je 3-parciálńı červeno-černý strom, když T je binárńı vy-
hledávaćı strom, každému vrcholu je přǐrazena právě jedna z dvojice barev červená –
černá, v je vrchol ve stromu T a plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

listy a vrchol v jsou obarveny černě,
když t je vrchol obarvený červeně, pak je buď kořen stromu nebo jeho otec je
obarven černě,
existuje č́ıslo k takové, že všechny cesty z kořene do list̊u, které neobsahuj́ı vrchol
v, obsahuj́ı právě k černých vrchol̊u, a všechny cesty z kořene do list̊u procházej́ıćı
vrcholem v obsahuj́ı k − 1 černých vrchol̊u.

Poṕı̌seme proceduru Vyvaz-DELETE(v), která se použije na 3-parciálńı červeno-černý
strom (T, v), když v neńı jeho kořen. Výsledkem procedury bude buď červeno-černý strom
nebo zavoláńı procedury Vyvaz-DELETE(v′), kde v′ je otcem vrcholu v. Z faktu, že
když (T, v) je 3-parciálńı červeno-černý strom a v je jeho kořen, pak T je červeno-černý
strom, plyne, že aplikaćı Vyvaz-DELETE(v) na 3-parciálńı červeno-černý strom (T, v)
dostaneme pomoćıpř́ıpadně několika voláńı procedury Vyvaz-DELETE červeno-černý
strom.

Vyvaz-DELETE(v)
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u := bratr (v), t := otec (v)
if b (u) = 0 then

Rotace(t, u), b (u) := 1, b (t) := 0, u := bratr (v)
endif

(Viz Obr. 4, Komentář: nyńı b (u) = 1 a b (t) = 0)
w1 je syn u takový, že s (v) = s (w1), w2 := bratr (w1)
if b (w1) = b (w2) = 1 then

b (u) := 0
if b (t) := 0 then

b (t) := 1
else

if t neńı kořen stromu then

v := t, Vyvaz-DELETE(v)
endif

endif (Viz Obr. 5)
else

if b (w1) = 1 then

(Komentář: b (w2) = 0)
Rotace(t, u), b (w2) := 1, b (u) := b (t), b (t) := 1 (Viz Obr. 6)

else

Dvojita-rotace(t, u, w1), b (w1) := b (t), b (t) := 1 (Viz Obr. 7)
endif

endif

V následuj́ıćıch obrázćıch jsou vrcholy, které nemaj́ı specifikovanou barvu (mohou být jak
červené tak černé). Tyto barvy budeme označovat a, a′. Důvod je, že se tato barva může
přenést do ćılového stromu, ale i na jiný vrchol. V tomto smyslu jsou tyto barvy určeny
vstupńım stromem a specifikuj́ı tyto barvy v ćılovém stromě. V Obr. 5 se barva a v
ćılovém stromě neobjevuje.
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Nyńı poṕı̌seme algoritmy realizuj́ıćı operace INSERT, DELETE, JOIN3 a SPLIT

pro červeno-černé stromy. Předpokládejme, že T je červeno-černý strom reprezentuj́ıćı
množinu S a provád́ıme operaci INSERT(x) pro x /∈ S. Když operace INSERT(x) pro
nevyvážené binárńı vyhledávaćı stromy vytvoř́ı strom T ′, kde vrchol v reprezentuje x,
pak v obarv́ıme červeně a syny v (jsou to listy) obarv́ıme černě. Dostáváme, že (T ′, v) je
2-parciálńı červeno-černý strom, a pak aplikujeme proceduru Vyvaz-INSERT.

Operace INSERT v červeno-černých stromech volá nejvýše 2 + log (|S|)-krát proceduru
Vyvaz-INSERT a provede nejvýše jednu rotaci nebo dvojitou rotaci.
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Operace DELETE je řešena stejným zp̊usobem jako operace INSERT, ale při operaci
DELETE je porušena třet́ı podmı́nka v definici červeno-černých stromů a vyvažováńı je
technicky náročněǰśı. Předpokádejme, že T je červeno-černý strom. Když chceme provést
operaci DELETE, pak nejprve provedeme algoritmus DELETE pro nevyvážené binárńı
vyhledávaćı stromy. Při prováděńı jsme odstranili vrchol u a jeho syna w, který je list.
Na mı́sto vrcholu u se dostal jeho druhý syn v, který obarv́ıme černě. Pak jsou splněny
prvńı dvě podmı́nky v definici červeno-černých stromů a pokud vrchol u nebo vrchol v
byl obarven červeně, pak je splněna i třet́ı podmı́nka. Pokud vrchol u i vrchol v byly
obarveny černě, pak každá cesta z kořene do listu obsahuj́ıćı vrchol v má o jeden černý
vrchol méně než cesta z kořene do listu neobsahuj́ıćı vrchol v (chyb́ı černý vrchol u), a tedy
(T, v) je 3-parciálńı červeno-černý strom. Nyńı aplikujeme proceduru Vyvaz-DELETE.
Analýza poskytuje rychlý test na to, zda vznikne červeno-černý strom nebo 3-parciálńı
červeno-černý strom (pak v je list).

Mějme červeno-černé stromy T1 a T2 reprezentuj́ıćı množiny S1 a S2 a mějme prvek x ∈ U
takový, že maxS1 < x < minS2. Nejprve zajist́ıme, že kořeny T1 i T2 jsou obarveny černě.
Předpokládejme, že ki je počet černých vrchol̊u na cestě z kořene do list̊u ve stromě Ti

pro i = 1, 2. Když k1 = k2, pak stač́ı provést JOIN3(T1, x, T2) pro nevyvážené binárńı
vyhledávaćı stromy (kořen obarv́ıme červeně). Problém je, když k1 6= k2. Např́ıklad
předpokládejme, že k1 > k2. Pak začneme v kořeni stromu T1 a jdeme po pravých synech
dol̊u tak dlouho, až nalezneme černý vrchol v takový, že všechny cesty z v do list̊u v T1

obsahuj́ı právě k2 černých vrchol̊u. Pak provedeme JOIN3 pro nevyvážené binárńı vyhle-
davaćı stromy na podstrom T1 určený vrcholem v, na x a na T2. Kořen w vzniklého stromu
obarv́ıme červeně a tento strom vlož́ıme do T1 mı́sto podstromu určeného vrcholem v.
Pak (T1, w) je 2-parciálńı červeno-černý strom a aplikujeme proceduru Vyvaz-INSERT.
Př́ıpad k2 > k1 se řeš́ı symetricky.

Algoritmus pro operaci SPLIT je velmi podobný algoritmu pro (a, b)-stromy. Vyhledává-
me vrchol reprezentuj́ıćı x. Když jsme ve vrcholu t a pokračujme akćı t := levy (t),
pak dvojici key (t) a podstrom T určený pravým synem t vlož́ıme do zásobńıku Z2, když
pokračujeme akćı t := pravy (t), pak do zásobńıku Z1 vlož́ıme dvojici podstrom T určený
levým synem T a key (t). Když key (t) = x, pak do Z1 vlož́ıme podstrom určený levým
synem t a do Z2 podstrom určený pravým synem t. Když t je list, pak do Z1 i Z2 vlož́ıme
jednoprvkové stromy. Ze zásobńıku Z1 pomoćı operace JOIN3 vytvoř́ıme strom T1 a ze
zásobńıku Z2 pomoćı operace JOIN3 dostaneme strom T2.

Nyńı poṕı̌seme algoritmy pro tyto operace.

INSERT(x)
Vyhledej(x)
if t je list then

t se změńı na vnitřńı vrchol, key (t) := x
pro vrchol t vytvořme syny levy (t) a pravy (t)
b (t) := 0, b (levy (t)) := 1, b (pravy (t)) := 1, Vyvaz-INSERT(t)

endif

DELETE(x)
Vyhledej(x)
if t neńı list then

vyv := false
if levy (t) je list then
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v := pravy (t)
if b (t) = 1 a b (v) = 1 then

vyv := true
endif

odstrańıme vrchol levy (t), otec (v) := otec (t)
if t = levy (otec (t)) then

levy (otec (t)) := v
else

pravy (otec (t)) := v
endif

b (v) := 1, odstrańıme vrchol t
else

u := levy (t)
while pravy (u) neńı list do u := pravy (u) enddo
key (t) := key (u), v := levy (u)
if b (u) = 1 a b (v) = 1 then

vyv := true
endif

odstrańıme vrchol pravy (u), otec (v) := otec (u)
if u = levy (otec (u)) then

levy (otec (u)) := v
else

pravy (otec (u)) := v
endif

b (v) := 1, odstrańıme vrchol u
endif

if vyv then Vyvaz-DELETE(v) endif

endif

JOIN3(T1, x, T2)
if b (kořen T1) = 0 then b (kořen T1) := 1 endif

if b (kořen T2) = 0 then b (kořen T2) := 1 endif

k1 je počet černých vrchol̊u v T1 z kořene do list̊u
k2 je počet černých vrchol̊u v T2 z kořene do list̊u
if k1 ≥ k2 then

t := kořen T1, i := k1 − k2
while i > 0 do

t := pravy (t)
if b (t) = 1 then i := i− 1 endif

enddo

vytvoř vrchol u, b (u) := 0, key (u) := x
if t neńı kořen T1 then

otec (u) := otec (t), pravy (otec (t)) := u
endif

otec (t) := u, otec (kořen T2) := u
pravy (u) := kořen T2, levy (u) := t, Vyvaz-INSERT(T1, u)

else

t := kořen T2, i := k2 − k1
while i > 0 do
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t := levy (t)
if b (t) = 1 then i := i− 1 endif

enddo

vytvoř vrchol u, b (u) := 0, key (u) := x
otec (u) := otec (t), levy (otec (t)) := u, otec (t) := u
otec (kořen T1) := u, levy (u) := kořen T1

pravy (u) := t, Vyvaz-INSERT(T2, u)
endif

SPLIT(x)
Z1 a Z2 jsou prázdné zásobńıky, t := kořen T
while key (t) 6= x a t neńı list do

if key (t) > x then

vlož (key (t) , pravy (t)) do Z2, t := levy (t)
else

vlož (levy (t) , key (t)) do Z1, t := pravy (t)
endif

enddo

if key (t) = x then

Výstup: x ∈ S, T1 je podstrom T určený levy (t)
T2 je podstrom T určený pravy (t)

else

Výstup: x /∈ S, T1 a T2 jsou jednoprvkové stromy
endif

while Z1 6= ∅ do

(t, x) je na vrcholu Z1, odstraň (t, x) ze Z1

T ′ je podstrom T určený t, T1 :=JOIN3(T ′, x, T1)
enddo

while Z2 6= ∅ do

(x, t) je na vrcholu Z2, odstraň (x, t) ze Z1

T ′ je podstrom T určený t, T2 :=JOIN3(T2, x, T
′)

enddo

Korektnost algoritmů je vidět z obrázk̊u. Všimněme si při operaci DELETE, že když u je
obarven červeně, pak po provedeńı Rotace(t, u) bude (T, v) opět 3-parciálńı červeno-černý
strom a vrchol t bude obarven červeně. Pak z Obr. 5 je vidět, že dostaneme červeno-černý
strom. Tedy můžeme shrnout:

Věta. Algoritmy operaćı MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3 a
SPLIT pro červeno-černé stromy vyžaduj́ı v nejhorš́ım př́ıpadě čas O (log (|S|)), kde S
je reprezentovaná množina. Operace INSERT a JOIN3 zavolaj́ı nejvýše jednou buď
Rotace nebo Dvojita-rotace a operace DELETE zavolá nejvýše dvakrát Rotace nebo
Rotace a Dvojita-rotace.

Všimněte si, že operace JOIN3 ve skutečnosti vyžaduje čas O (|k1 − k2|+ 1). Protože
Z1 a Z2 obsahuj́ı nejvýše log (|S|) položek, tak se odhad časové složitosti operace SPLIT

provede stejným zp̊usobem jako v (a, b)-stromech. V ostatńıch př́ıpadech je odhad časové
složitosti vidět z toho, že hloubka (T ) = O (log (|S|)) a akce na každé hladině vyžaduj́ı jen
O (1) času.

Pokud chceme mı́t i algoritmus pro operaci ord(k), pak muśıme rozš́ı̌rit strukturu o funkci
p. Pak lze použ́ıt př́ımo algoritmus pro ord(k) v nevyvážených binárńıch vyhledávaćıch
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stromech. Připomeňme si, že procedury Rotace a Dvojita-rotace mohou aktualizovat
funkci p v čase O (1). Proto dostáváme

Věta. Algoritmy operaćı MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3,
SPLIT a ord(k) pro rozš́ıřenou strukturu červeno-černých strom̊u vyžaduje v nejhorš́ım
př́ıpadě čas O (log (|S|)), kde S je reprezentovaná množina. Operace INSERT a JOIN3

zavolaj́ı nejvýše jednou buď Rotace nebo Dvojita-rotace a operace DELETE zavolá
nejvýše dvakrát Rotace nebo jednou Rotace a Dvojita-rotace.

Vzniká otázka, proč se tolik pozornosti věnuje procedurám Rotace a Dvojita-rotace.
Sice vyžaduj́ı čas O (1), ale jsou to nejsložitěǰśı akce vyžaduj́ıćı nejv́ıce času. V mnoha
aplikaćıch (použ́ıvaj́ı se hlavně ve výpočetńı geometrii), tvar stromu spolu s parametry
nesou ještě daľśı zakódované informace. Při změně tvaru stromu je třeba je přepoč́ıtat.
Rotace a Dvojita-rotace měńı tvar stromu, kdežto posun směrem ke kořeni pouze měńı
obarveńı. V tomto př́ıpadě pak Rotace nebo Dvojita-rotace vyžaduje čas O (|S|)
(obvykle je třeba prohlédnout celý strom) a nikoliv O (1).

Váhově vyvážené stromy

V osmdesátých letech se ve výpočetńı geometrii hodně použ́ıvaly BB (α)-stromy, proto se

o nich alespoň orientačně zmı́ńıme. Mějme reálné č́ıslo α takové, že 1
4
< α ≤

√
2
2
. Pro

strom T označme p (T ) počet list̊u ve stromu T . Binárńı vyhledávaćı strom T reprezentuj́ıćı
množinu S se nazývá BB (α)-strom, když pro každý vnitřńı vrchol v plat́ı:

α ≤ p (Tl)

p (Tv)
= 1− p (Tr)

p (Tv)
≤ 1− α

kde Tv je podstrom T určený vrcholem v, Tl je podstrom T určený levým synem vrcholu
v, Tr je podstrom T určený pravým synem vrcholu v. Plat́ı

Tvrzeńı. Když T je BB (α)-strom reprezentuj́ıćı n-prvkovou množinu, pak

hloubka (T ) ≤ 1 +
log (n+ 1)− 1

log 1
1−α

.

Důsledek je, že BB (α)-stromy patř́ı do skupiny vyvážených binárńıch vyhledávaćıch stro-
mů. Vyvažováńı se provad́ı opět pomoćı Rotace a Dvojita-rotace a popisuje ho následu-
j́ıćı technické tvrzeńı.

Tvrzeńı. Pro každé α existuje konstanta d taková, že α < d < 1− α a pro každý binárńı
vyhledávaćı strom T s kořenem t splňuj́ıćı podmı́nky

(1) podstromy Tl a Tr stromu T určené levým a pravým synem t jsou BB (α)-stromy;

(2) p(Tl)
p(T ) < α, ale α ≤ p(Tl)

p(T )−1 ≤ 1− α nebo α ≤ p(Tl)+1
p(T )+1 ≤ 1− α

plat́ı:
když ρ ≤ d a provedeme Rotace(t, pravy (t)), nebo když ρ > d a provedeme proce-
duru Dvojita-rotace(t, pravy (t) , levy (pravy (t))), pak dostaneme BB (α)-strom (zde ρ =
p(T ′)
p(Tr)

a T ′ je určen levým synem pravého syna kořene t).

Toto tvrzeńı a jeho symetrické verze jednoznačně ukazuj́ı, jak vyvažovat BB (α)-stromy
při aktualizačńıch operaćıch (podstrom BB (α)-stromu je BB (α)-strom). Pak dostáváme:
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Věta. Implementace operaćı MEMBER, INSERT a DELETE v BB (α)-stromech
vyžaduje v nejhorš́ım př́ıpadě čas O (log (|S|)), kde S je reprezentovaná množina.

Obliba BB (α)-stromů byla zapř́ıčiněna platnost́ı následuj́ıćı věty, která je analogíı věty o
vyvažovaćıch operaćıch pro (a, b)-stromy.

Věta. Když α je reálné č́ıslo takové, že 1
4 < α < 1 −

√
2
2 , pak existuje konstanta c > 0

závislá jen na α taková, že každá posloupnost operaćı INSERT a DELETE o délce m
aplikovaná na prázdný BB (α)-strom volá nejvýše cm procedur Rotace a Dvojita-rotace.

Historický přehled:

(a, b)-stromy zavedli Bayer a McGreght (1972),
věty o počtu vyvažovaćıch operaćı pro (a, b)-stromy dokázali Huddleston a Mehlhorn
(1982).
A-sort analyzovali Guibas, McGreight, Plass a Roberts (1977).

Analýza interpolačńıho vyhledáváńı pocháźı od Perla, Itai a Avniho (1978),
kvadratické vyhledáváńı analyzovali Perl a Reingold (1977).

Adelson-Velskij a Landis (1962) definovali AVL-stromy,
červeno-černé stromy definovali Guibas a Sedgewick (1978),
verze algoritmu DELETE pocháźı od Tarjana (1983). BB (α)-stromy zavedli Nievergelt
a Reingold (1973),
věty o jejich vyvažováńı dokázali Blum a Mehlhorn (1980).
Řada uživatel̊u použ́ıvá AVL-stromy, což je d̊usledkem jejich dobré efektivity a faktu, že
po dlouhou dobu to byla jediná efektivńı datová struktura. Zdá se však, že červeno-
černé stromy jsou efektivněǰśı a v současné době jsou nejpouž́ıvaněǰśım typem binárńıch
vyhledávaćıch stromů.
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