DATOVE STRUKTURY

Uvod.

Zéakladni problém: Reprezentace mnozin a operace s nimi. V fadé uloh a algoritmu je tento
podproblém rozhodujici pro slozitost feSeni, protoze tyto operace se mnohokrat opakuji.
Proto je tfeba navrhnout pro tyto tlohy co nejefektivnéjsi algoritmy (kazdy uSetfeny cas
mnohonasobnym opakovanim za¢ne hrat dulezitou roli). To vede k detailni analyze slozitosti
v zavislosti na vnéjsich okolnostech. Nelze Tict, ze néktery algoritmus je nejlepsi, protoze za
urcitych okolnosti muze byt ‘méné efektivni’ algoritmus vyhodnéjsi.

Resime tzv. slovnikovy problém: Déno univerzum U, méme reprezentovat S C U a
navrhnout algoritmy pro nasledujici operace

MEMBER(x) — zjisti, zda « € S, a nalezne jeho ulozeni

INSERT(z) — kdyz « ¢ S, pak vlozi = do struktury reprezentujici S

DELETE(z) — kdyz « € S, pak odstrani x ze struktury reprezentujici S.

Efektivita algoritmu: casova slozitost, prostorova slozitost;

vysetfené bud v nejhorsim piipadé nebo v pramérném pifpadé nebo amortizované.

Literatura:
K. Mehlhorn: Data Structures and Algorithms 1: Sorting and Searching, Springer 1984
http://www.mpi-sb.mpg.de/~mehlhorn/Dat Algbooks.html

J. S. Vitter, W.-Ch. Chen: Design and Analysis of Coalesced Hashing, Oxford Univ. Press,

1987 =
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HASOVANT

Pomoci bitového pole muzeme rychle implementovat operace MEMBER, INSERT a
DELETE.

Nevyhoda: kdyz je velké univerzum, pak je prostorova slozitost v nejlepsim ptipadé ohrom-
na, ve Spatném piipadé nelze pole zadat do pocitace.

Hasovéani chce zachovat rychlost operaci, ale odstranit pamétovou ndrocnost. Prvni pub-
likovany ¢lanek o hasovani je od Dumney z roku 1956, prvni analyza hasovani pochézi od
Petersona z roku 1957, ale existuje technicka zprava od IBM o hasovéani z roku 1953.

Zékladni idea: Déno univerzum U a mnozina S C U tak, ze |S| << |U|. Mame funkci
h:U —{0,1,...,m — 1} a mnozinu S reprezentujeme tabulkou (polem) s m Fadky tak, ze
s € S je ulozen na tadku h (s).

Nevyhoda: mohou existovat ruznd s,t € S takova, ze h(s) = h(t) - tento jev se nazyva
kolize.

Hlavni problém: teseni kolizi.

Zakladni feSeni: pouzijeme pole o velikosti [0..m — 1] a i-t4 polozka pole bude spojovy
seznam obsahujici véechny prvky s € S takové, ze h (s) = i. Toto FeSeni se nazyva hasovan{
se separovanymi retézci.

Pifklad: U = {1,2,...,1000}, S = {1,7,11,53,73, 141,161} a funkee je & (z) = = mod 10.
Pak

P0)=P(2)=P4)=P(5)=P(6) =P8
P(7T)=<T7>, P(3)=<53,73>, P(1) =<

)= P(9) =0,
1,141,11,161 > .

Seznamy nemusi byt usporadané.

Algoritmy operaci.
MEMBER(z):
Spocitdme i := h(x), t := NIL
if i-ty seznam je neprazdny then

t :=prvni prvek i-tého seznamu

while t # x a t #posledni prvek i-tého seznamu do

t :=naésledujici prvek i-tého seznamu

enddo
endif
if t = x then Vystup: = € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT (x):
Spocitame i := h (z), t := NIL
if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while t # x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=nésledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t # x then vlozime x do i-tého seznamu endif
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Pfedpoklad:

Slozitost v
nejhorsim
ptipadé:

Predpoklady
analyzy
ocek. délky
fetézcu:

Znaceni:

Disledky

pfedpokladi

DELETE(z):
Spocitdme i := h (x), t := NIL
if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while t # x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=nésledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t = x then odstranime x z i-tého seznamu endif

V nésledujici analyze predpokladdme, ze hodnota funkce h (x) je spocitatelnd v ¢ase O (1).
V nejhorsim piipadé operace vyzaduji ¢as O (|S|) (vSechny prvky jsou v jednom seznamu).
Pozadovand pamétova ndrocnost O (m + |S]) (pfedpokldddme, Ze reprezentace prvku s € S
vyzaduje pamét O (1))

pamét neni efektivné vyuzita X

Spocitame ocekavanou délku fetézcu za predpokladu

(1) h je rychle spocitatelnd (tj. O (1)) a neménnd béhem vypoctu;

(2) h rozdéluje univerzum U rovnomérné (tj. —1 < |h~1 (i) | =|h~ 1 (§)| < 1 proi,j €
{0,1,...,m —1});

(3) S je ndhodné vybrana z univerza U (tj. pro dané n = |S| jsou vSechny podmnoziny
U o velikosti n reprezentovanou mnozinou S se stejnou pravdépodobnosti);

(4) kazdy prvek z U ma stejnou pravdépodobnost byt argumentem operace; @

(5) velikost reprezentované mnoziny je vyrazné mensi nez velikost univerza.

NARNRRNRAANAS

Pouzité znacenf: |S| = n, m =pocet fetézch, |U| = N,
¢ (i) =délka i-tého fetézce, o = == faktor naplnéni (load factor)

Disledky predpokladi:

Prob (h(z) =1i) = % pro vSechna x € U a vSechna i = 0,1,...,m — 1; @

]
Prob (£ (i) = 1) = pny = () ()" (1= 2)""" pro véechna i = 0,1,...,m — 1.

Vysvétleni: i-ty fetézec ma délku [, pravé kdyz existuje podmnozina A C S takova, ze

RAANRAR,

|A| = [ (téchto moznost{ je (7)), pro kazdé = € A plati h (z) =i (pravdépodobnost tohoto
jevu je (%)l) a pro kazdé = € S\ A plati h(z) # i (pravdépodobnost tohoto jevu je

n—I T L 1e s 212 = ,
(1 — %) ). To znamen4, Ze jev ma binomidlni rozdéleni.
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Ocekavana délka fetézcu. E]
n n l n—I
n 1 1
=7 () () =
1=0 1=0
ilni! 1 l 1— 1 " _
I'(n—0'\m m B

n—
n (1 1 n

— [ — + 1 — — =1 . [Tj. faktor naplnéni \alpha]
m

Toto je standardni elementarni vypocet ocekavané hodnoty binomidlniho rozdéleni.

Vypocet druhého momentu.

E(I?)=E( (l 1)+ E(),

l n—I
1 1
I(l1-1)) I(I1—-1) 1—— =
n o 1 n . l72 ( 1 (n—2)—(1—-2)
- _) _
& m

s m <%>l<1—%>’“=

n (?’L — 1) Sedte se na 1 podle binomické véty.
m2
nn-—1 n n n—1
p@) ="l n = ()

Vypocet rozptylu. @
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Shrneme vysledky:

Ocekdvana délka fetézcu je -~ a rozptyl délky Tetézcu je - (1 — %) Toto jsou standardni
elementarni odvozeni druhého momentu a rozptylu binomialniho rozdéleni.

Ocekavany nejhorsi pripad.

Spocitame E (N P) o¢ekdvanou délku maximélniho fetézce. @

Oznac¢me £ (i) délku i-tého fetézce. Pak

Prob (mzaxé (1) = j) = Prob (mzaxé (1) > j) — Prob <mgx€ (1) >4+ 1) . (#1)

Pak muzeme pocitat:

E(NP)=)jProb (m?xe (i) = j) i

Zj (PI‘Ob <maX€ (2) Z j) — PI'Ob <max€ (Z) Z j + 1)) = [Roztrhnu na dvé sumy]
j K3

3

ZjProb (mgxﬁ(i) > j) — Zj Prob <miax€(i) > j+ 1) —

J J

Zj Prob (max€ (1) > j) - Z (j —1)Prob (max€ (i) > j) = [Pfeindexoval jsem]
J

(i j+ 1) Prob (max( (i) > j) =

J

Z Prob <mZaX€ (1) > j) :

Vysvétleni: Pri ¢tvrté rovnosti se v druhé sumé zvétsil index, pres ktery séitdme, o 1, v paté
rovnosti se k sobé daly koeficienty pfi stejnych pravdépodobnostech ve dvou suméach.
Odtud

Prob(max (£ (i) > j) =

Vysvétleni: Prvni nerovnost plyne z toho, ze pravdépodobnost disjunkce jevi je mensi
nez soucet pravdépodobnosti jevili, druha nerovnost plyne z toho, ze i-ty fetézec ma délku
alespon j, jakmile existuje podmnozina A C S takovéd, ze |A| = j (téchto moznosti je (?))

a pro kazdé x € A plati h (z) =i (pravdépodobnost tohoto jevu je (i)J).

m
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Vlevo tedy mame soucet pravdepodobnosti, ze i-ty retezec ma delku >= j a vpravo mame pst, ze vsechny retezce jsou >= j.


6

Dusledek.
—1
Prob <ma,x (£(i)) > j) < min {1,n <E)J l} . (#2)

i m !

< 1. Ukazeme, ze pro dostatecné velka n pro

, Ny n\Ji-t1
jO:mm{j]n<—> fgl}
m j!

, . 1 N -
plati jo < lfgcl’fg”n. Z2<laz(%)?<j! plyne

Predpoklad: o =

n
m

N[

J

i1 1 V__ i 2
min< j | n ﬁ) — <1 <min j|£§1 <ming j|n < J
m ! 4! 2

Vyraz zanedbavame, protoZe <= 1. (#3)

pro kazdé n > 1, kde j probiha ptirozena c¢isla. Pro pevné n oznactme

k+1:min{j|n§ %) },
k2 k1)
i <21 -

(5) =[5

Nyni toto dvakrat zlogaritmujeme a protoze logaritmus je rostouci funkce, dostavame

k k kE+1 kE+1
— — < -
<2>log<2) < logn|< 5 log( 5 )

k k k+1 k+1
— — < - — ]
log<2>+loglog<2> <loglogn_log( 5 >+loglog< 5 ) @

Za predpokladu, ze k > 3, tak dostavame, ze loglogn < 2log (%), a odtud plyne

pak
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Toto pouZijeme pf‘l odhadu F (NP) [Pocitéme stédle ocekavanou délku nejdelsSiho fetézce]

E(NP) =) Prob (m?x (€ (i) > j) _%]
zm{l (2)" 5 )=
Eﬁ;H i (n(%)g1 1) 2o +

j!

OOTL
> -

=1 et j=got1
i I J—Jo
.on Jo! _ . 1
ot > M T () F
0% jjora I j=da+1[ MO

jo}H @ 1

o+ —F——=Jo+—=0(Jo) -
@o T 0 o (jo)

Vysvétleni: PFi druhé nerovnosti jsme pouzili, Ze == /< 1, pri treti nerovnosti jsme pouzili,

RAANRA;

7e 2 <1a
Jo:

S ol _ 1 1?( Ly
ST =\ :
.7' k:j0+1k ]0+1

Shrneme ziskany vysledek

Veéta. Za predpokladu o = - < 1 je pri hasovdni se separovanymi retézci horni odhad

ocekdvané délky mazimdlniho vetézce O (—28n_ ).
loglogn

Kdyz 0.5 < a <1, je to zdroven i dolni odhad. [Bez dikazu]

Ocekavany pocet testi.

Def: Test je porovnani argumentu operace s prvkem na daném misté fetézce nebo zjisténi, ze

\\\\\\\

vySetfovany fetézec je prazdny.

Budeme rozlisovat dva piipady:
uspésné vyhleddvani — argument operace je mezi prvky reprezentované mnoziny,
neuspésné vyhledavani — argument operace neni mezi prvky reprezentované mnoziny.

Neuspésné vyhledavani.

Ocekavany pocet testu:

E(T) =Prob{€(i) = 0) + ) IProb (¢ (i) =1) =

l
pn,O"’Zlgn,l -
l
(-5)
1- =] +
m

S

~e “+a.

3s
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Vysvétleni: Zjisténi, zda Fetézec je prazdny, vyzaduje jeden test, tj. Prob (£ (i) = 0) nenf s
koeficientem 0, ale 1. Protoze pravdépodobnosti jsou stejné pro vSechny fetézce, nemusime
specifikovat fetézec, ktery vysSetiujeme, staci psat obecné i. ), Ip,; jsme spocitali pfi
vypoctu ocekavané délky tetézce.

Uspésné vyhledavani.

Zvolme jeden fetézec prvku o délce [. Pocet testu pii vyhledani vSech prvku v tomto fetézci

je
[+1

1+2+~-~+l:( ) ) S

0 Ocekavany pocet testu pti vyhledani vSech prvku v néjakém tetézci je
[+1 . [+1
zl: ( ) )Prob(é(z) =)= zl: ( ) )pn,,.

0 Ocekany pocet testil pfi vyhleddni vech prvki v tabulce je m ), (121) Dnl- @

0 Oc¢ekavany pocet testu pro vyhledani jednoho prvku je
m = (1+1 _m = = B
223 ("5 =t (zz pn,l+zzpn,l) _
1=0 @ 1=0 1=0
(Z L= 1) pua+2) lpn,l> =
1=1 1=1

SME

m [(n(n—1 2n n—1
2n m m 2m
1+ 2 1

2

Jiny postup: Pocet testii pii dspésném vyhledavani prvku xz € S je (14+pocet porovnani
kli¢i pii neuspésném vyhleddvani @ v operaci INSERT (). Pocet porovnani klicu je délka
Fetézce, a proto otekavany pocet porovnani klicu je ocekavand délka fetézce. Tedy ocekavany
pocet testu pti uspésném vyhledavani x je 1+ocekavana délka fetézce v okamziku vkladani

x, neboli
1§ L P
n m) 2m X

Veéta. Pri haSovdni se separovanymi retézci je ocekdvany pocet testi pri neuspesném vyh-
leddvant priblizné e™ + « a pri uspésném vyhleddvdni priblizné 1 + 5.

Nésledujici tabulka dava prehled o¢ekavaného poctu testu pro ruzné hodnoty «

o 0]01 [02 [03 |04 |05 |06
nedsp. vyh. |1 | 1.005 |1.019 | 1.041 |1.07 | 1.107 [1.149
Gspes. vyh. |1 | 1.056 | 1.1 | 1.15 |12 | 125 |13

o 07 108 |09 1 2 3
netsp. vyh. |1.196 | 1.249 |1.307 | 1.368 | 2.135 3.05
Gspes. vyh. | 1.35 | 1.4 | 145 | 1.5 | 2 |25
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Priklad:

Volba \alpha:

Vsimnéte si, ze otekdavany pocet testu pii neuspésném vyhledavani je mensi nez ocekavany
pocet testu pfi dspésném vyhledavani, kdyz o < 1. Na prvni pohled vypada tento vysledek
nesmyslné, ale duvod je, ze pocet testu pii uspésném vyhleddavani prumeérujeme proti n,
kdezto pfi neispésném vyhledavani proti m. Ilustrujeme to na nasledujicim piikladu:
Necht n = T a necht polovina neprazdnych fetézcti méa délku 1 a polovina mé délku 2.
Ocekavany pocet testu pii neuspésném vyhledavani:

’ s~ ~ ~ ~ ’ ~ ~ 7 o . 5
1 test pro prazdné tetézce a retézce délky 1 — t(;,;i:hto ptipadu je =g

2 testy pro fetézce délky 2 — téchto pripadu je %

5 -
R ’ . o . 1 5 7

Ocekavany pocet teStlol je o (1% + 2%) =5

Ocekavany pocet testu pii uspésném vyhledavani:

z ’ v > ~ ~ ~ 7 o . 2
1 test pro prvky na prvnim misté fetézce — téchto pripadu je *

2 testy pro prvky, které jsou na druhém misté fetézce — téchto pifpadi je 3. @
—_ P oL 1 (12 _ 4
Ocekévany pocet testu je - (1?” + 2%) = 3. )
Velikost « je doporucovana mensi nez 1, ale nema byt hodné mald, protoze by pamét nebyla
efektivné vyuzita.

HASOVANT S USPORADANYMI SEPAROVANYMI RETEZCI

Vylepseni metody: haSovani s uspofdadanymi fetézci. Rozdil proti piivodni metodé — fetézce
jsou usporadané ve vzrustajicim poradi. Protoze fetézce obsahuji tytéz prvky, je pocet
ocekavanych testu pii uspéSném vyhledavéani stejny jako u neusporadanych fetézcu. Pri
neuspésném vyhledavani konc¢ime, kdyz argument operace je mensi nez vysSetiovany prvek
v Fetézci, tedy koncime difv. Nésledujici véta (bez dukazu) uvadi o¢ekavany pocet testu v
neuspésném piipadeé.

S

Véta. Ocekdavany pocet testu pri neuspésném vyhledavdni pro hasovdani s usporddanymi
S 77 « 1 _ . 7. , . o ..o, .o,
retézci je priblizné e”* + 1+ 5 — = (1 —e~%). Ocekdvany pocet testu pri uspésném vyh-
leddvdni pro haSovdni s usporddanymi Tetézci je priblizné 1+ 5. [bez dikazu]

Uvedeme algoritmy pro operace s usporadanymi retézci.

Algoritmy.
MEMBER(z):
Spocitame i := h (), t := NIL
if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while ¢t < x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=nésledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t =2 then = € S else z ¢ S endif

INSERT (x):

Spocitame i := h (z), t := NIL

if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
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while ¢ < x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=naésledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t # x then
if = < t then [MiZe se stat jen kdyz t je posledni prvek]
vlozime x do i-tého seznamu pred prvek ¢
else
vlozime = do i-tého seznamu za prvek t
endif
endif

DELETE(z):
Spocitame i := h (z), t := NIL(if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while ¢t < x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=naésledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t = x then odstranime x z i-tého seznamu endif

Nevyhody hasovani se separovanymi fetézci -
nevyuziti alokované paméti (nehospodarné)
pouzivani ukazatelu (cache). %}

Reseni: vyuzit pro fetézce ptivodni tabulku.

Polozky tabulky:
key,
odkaz na ulozena data,
polozky pro praci s tabulkou.

Pfedpoklad ol Piedpokladdame, ze data jsou velkd, v tom piipadé se uklddaji mimo tabuIku. V tabulce je

datech: . S - . . . . .
jen odkaz na ulozena data. PTi popisu préce s tabulkou tuto ¢dst budeme vynechévat (t;j.
data budou pouze kli¢).

bran Podle feseni kolize délime dal hasovani:
ruhy _
hasovani: O hasovani s premistovanim, hasovani s dvéma ukazateli,

osrustajici hasovani,
odvojité hasovani a haSovani s linedarnim pridavanim.

HASOVANI S PREMISTOVANIM
Polozky pro préci s tabulkou: next, previous

o polozka next — ¢islo fadku tabulky obsahujici nasledujici polozku seznamu
o polozka previous — ¢islo Tadku tabulky obsahujici predchézeji polozku seznamu.

ANARNANNRNRNRS

Priklad: U = {1,2,...,1000}, h (z) = = mod 10,

AARRNANRARNIRN

ulozend mnozina S = {1,7,11,53, 73,141, 161},
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Fetezees P (1) = (1,141,11,161), P (3) = (73,53), P (7) = @. [Jednotlivé seznamy]
HasSovaci tabulka:

rfadek |key |next previous
P(0)

P(1) |1 9

P(2)

P(3) |73 6

P(4)

P(5) |161 8
P(6) |53 3
P(7) | @

P®) |11 5 9
P9) (141 | 8 1

Tabulka vznikla nasledujici posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53),
INSERT(7), INSERT(161).

Algoritmy.

MEMBER(z):
Spocitame i := h (z)
i.previous #prézdné nebo i.key =prazdné then Vystup: x ¢ S, stop endif
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

DELETE(z):
Spocitame i := h (z)
if i.previous #prazdné nebo i.key =prazdné then stop endif (vejsem na zacatku seznamu]
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo [Hledan prvek x]
if Zl{}ey =X then [Nalezl jsem prvek x]
if i.previous #prazdné then
@ (i.prem'ous) .next := i.next [Mij pfedchtidce musi ukazovat na mého naslednika]
if i.next #prazdné then (i.next) .previous := i.previous endif [mij naslednik musi ukazovat
ikey ‘= i.next ‘= i.previous ‘= prazdné [Prvek x po sobé smaze na mého predchidce]
REY = 1. =vp =P svij #adek v tabulce]
else [Pfedchlidce prvku x neni, takzZe x je prvni prvek v seznamu]
if 1.next #prazdné then
i.key := (i.next) .key, i.next := (i.next) .next (zkopiruju nislednika na fadek, kde je nyni x]
if ((i.next) .next) #prazdné then ((i.next) .next) .previous := i endif [Po presunuti
. . . . , , naslednika na
(i.next) .key := (i.next) .next := (i.next) .previous := prazdné pozici x by mohl
else mit naslednik-
naslednika Spatnou

- e z Z - > o - Z z >~ Z x
Z,]{jey = prazdne [Prvek x nemd ani pfedchidce ani naslednika, mazu klig] hodnotu previous]

endif
endif
endif
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INSERT (x):
Spocitdme i := h (x)
if i.previous # NIL%O t.key = NIL then [Prazdny seznam nebo
if i.key = NIL then peprandny preder]
i,key := X [Do prazdného seznamu jen pfidam kli¢ a hotovo]
else [Bud mam jiZz néjaky prvek v seznamu nebo hif: do mého seznamu

prorostl jiny seznam]

if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek tabulky
j.key :=1.key, j.previous := i.previous, j.next := i.next
(j.previous) .next := j
if j.next # NIL then (j.next) .previous := j endif
i, key := x, i.next := i.previous :=prazdné
endif
endif
stop
endif
E]While i.next # NIL a i.key # x do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny rfadek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek tabulky
1.next ;= j, j.key := x, j.previous := i,-step
endif
endif
endif

V piikladu provedeme INSERT(28), novy rddek je 4. fadek
— vysledna hasovaci tabulka

fadek |key |next [previous
P(0)

P(1) | 1 9

P(2)

P(3) |73 6

P4) |11 5 9
P(5) |161 4
P(6) | 53 3
P(7) | 7

P(8) | 28

P9) [141 | 4 1 @

Prvni p¥ipad.

VSsimnéte si pr¥ikazu STOP,
tedy toto je jedna vétev
algritmu. Z néjakého duavodu
neni pouzito ELSE, coz by
bylo pfehlednéjsi.

[Pfemistujeme prvek i,
protoze patfi do jiného
seznamu, musime tedy udélat
misto pro prvek naseho
nového jednoprvkového
seznamu. ]

[Dojedu si na konec seznamu
/nebo najdu vkladany prvek
a koncéim.]
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ocekavany | (cekavany pocet testi je stejny jako pro hasovani se separovanymi fetézci: E}
pocet testil: PR s s 2. m—1 [e]
ouspésné vyhleddvani: 5= +1~1+ 3
onetspésné vyhleddvani: (1 — %)n + L xe "o,
kde m = velikost tabulky, n = velikost S tj. pocet ulozenych prvku, a = = = faktor
zaplnéni.
HASOVANT S:DVEMA UKAZATELI
Nevyhoda Nevyhoda hasovéan{ s pifemistovdnim je krok 5) v operaci INSERT. Vyzaduje vice ¢asu —

:i:;::zl ;e operace s premisténim polozky. Toto odstranuje dalsi implementace hasovani se separujicimi
pfemistovani: fetézcei.
-) Polozky pro praci s tabulkou — next, begin
Polozka next — ¢islo tadku tabulky obsahujici nasledujici polozku seznamu
Polozka begin — ¢islo fadku tabulky obsahujici prvni polozku seznamu s touto adresou
Pozn: Stejnd data jako v minulém ptipadé
Hasovaci tabulka:

fadek |key |next |begin
P(0)

P(1) |1 9 1
P(2)

P(3) |73 7 3
P(4)

P(5) |[161

P®6) |7

P(7) |53 6
P@®) |11 5

P9) |141 | 8

Tabulka vznikla nasledujici posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7),
INSERT(161).

Algoritmy.

MEMBER(z):

Spocitdme i := h (x)

if 1.begin = prazdné then
Vystup: = ¢ S, stop

else
1 :=1.begin

endif

while i.next # prazdné a i.key # x do
1 := i.next

enddo

if i.key = x then
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Vystup: z € S
else

Vystup: = ¢ S
endif

DELETE(z):

Spocitdme i := h (x)

if 1.begin =prazdné then stop else j := i, i := i.begin endif [J je jakysi predchozi prvek pro i]
while i.next #prazdné a i.key # x do j := i, i := i.next enddo [#ledan klic x)

if i.key = x then

if i = ]begln then [Chceme spravné nastavit hodnotu begin, pokud by byla smazanim
if i.next #prazdné then prvku i ovlivnéna]
j.begin := i.next
else
j.begin :=prazdné
endif
else
j.next := i.next
endif
i.key := i.next :=prazdné [Promazeme fadku i]
endif
INSERT (x):
Spocitame i := h (z)
if i.begin =prazdné then Pfidavame do prazdného seznamu.

if 1.key =prazdné then
i.key := x, 1.begin =1
else
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek tabulky
J.key = x, 1.begin := j
endif
endif
else
1 :=1.begin
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek tabulky, i.next := j, j.key := x, stop
endif
endif
endif
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priklad: | V piikladu provedeme INSERT(28), novy fadek je 4. fadek
— vysledna hasovaci tabulka

radek |key |next |begin
P(0)
P(L) |1 |9 |1
P(2)
P(3) |73 7 3
P4) |28
P(5) | 161
P®6) | 7
P(7) |53 6
P@®) |11 5 4
P(9) |141 | 8

Algoritmus pii praci s polozkami je rychlejsi nez pii haSovani s pfemistovanim, ale zacdtek
fetézce v jiném misté tabulky pridava jeden test. Vysledek bez odvozovani:
Ocekavany pocet testu:
Uuspésny pripad: 1+ W‘é}vgg—?) + 7;;11 ~1+ %2 + ¢
neuspésny pripad: &~ 1 + %2 +a+e *2+a)—2.
| —

SRUSTAJICT HASOVANT

Terminologie:| Sr{istajici hasovani se déli podle prace s paméti na standardni a na sristajici hasovani

s pomocnou paméti (které se nazyva jen srustajici hasovéni) a podle zpusobu pfiddvani
dalsitho prvku.

Popiseme metody:
Standardni srustajici hasovani: LISCH, EISCH,
Srustajici hasovani: LICH, VICH, EICH.

Vsechny metody pro praci s tabulkou pouzivaji jen polozku next — ¢islo fadku tabulky
obsahujici nasledujici polozku seznamu.

Zakladni idea: Tetézec zacina na svém misté, ale pokud uz tam byl ulozen néjaky idaj, pak
fetézec tohoto udaje sroste s fetézcem zacinajicim na tomto fadku. To znamend, zZe prvky
fetézce, ktery zacind na tomto misté budou ulozeny v fetézci, ktery uz je ulozen na tomto
misté, ale jen od tohoto mista dal.

Metody EISCH a LISCH.
EISCH - early-insertion standard coalesced hashing
LISCH - late-insertion standard coalesced hashing.
Organizace tabulky je stejnd jako v predchozich ptipadech.
Zakladni ideje: LISCH priddva novy prvek na konec fetézce,

ARARNRRNNANA

EISCH pfiddva novy prvek z do fetézce za fadkem h (x).

=
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Piiklad: U ={1,2,...,1000}, A (x) = = mod 10
mnozina S = {1,7,11,53,73,141,171} je ulozena v haSovaci tabulce

radek |key mext
P(0)

P(1) |1 9
P(2)

P3) |73 | 6
P(4)

P(B) | 7
P(6) | 53
P(7) |161 | 5
P(8) | 11 7
PO) |141 | 8

Tabulka pro metodu LISCH vznikla nésledujici posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53),
INSERT(161), INSERT(7).

Pro metodu EISCH tabulka vznikla nasledujici posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(161), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7),
INSERT|(141).

Provedeme INSERT(28), pridavame do (il ridku, vysledna tabulka vlevo je pro meto-
du LISCH, vpravo pro metodu EISCH.

radek |key mext radek |key mext
P(0) P(0)

P(1) 1 9 P(1) 1 9
P(2) P(2)

P(3) |73 6 P(3) |73 6
P(4) |28
P(5) 7 4 P(5) 7
P(6) |53 P(6) |53
P(7) 161 | 5 P(7) 161 | 5
P@®) |11 7 P@®) |11 4
P) (141 | 8 P9) [141 | 8

Algoritmy.

Algoritmus operace MEMBER je pro obé metody stejny.
MEMBER(z):

Spocitdme i := h (x)

while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo

if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif
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Metoda LISCH — INSERT (z):
Spocitdme i := h (x)
while i.next #prazdné a i.key # = do ¢ := i.next enddo [pojedu na konec seznamu] X
if i.key # x then
if neexistuje prazdny fadek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht 7 je prazdny tadek, j.key := x, i.next := j [Pfidam prvek na konec seznamu]
endif
endif

Metoda EISCH — INSERT (z):
Spocitame k := i := h (x)
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo [Dojedu na konec seznamu]
if 1.key # x then
if neexistuje prazdny fadek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek tabulky

j,negct = ]{;_next, k.next := j, jk’ey :— x [Poslednim prvkem je nyni druhy prvek a druhym
endif prvkem je vkladany prvek x]

endif

Operace Efektivni operace DELETE neni zndmé, ale i primitivni algoritmy pro operaci DELETE

DELETE: s > , - v
maji rozumnou ocekavanou ¢asovou slozitost.
Analyza slozitosti téchto algoritmii..
Popis situace: Ulozena mnozina S = {s1, Sa,..., S, } do tabulky velikosti m, je ddn prvek
Sp+1 & mame zjistit, zda s,+1 € S. Oznaéme a; = h(s;) proi = 1,2,...,n+ 1, kde h je
pouzita hasovaci funkce.
Predpoklad: vSechny posloupnosti ai,as,...,a,41 jsou stejné pravdépodobné. Vybér
prazdného tadku je pevné dany, to znamena, ze pii stejné obsazenych fadcich dostaneme
vzdy stejny prazdny radek.
Netspésné vyhledavani (s,1 ¢ 5)..
Oznaceni: C (a1,as,...,an;0,+1) Oznacuje pocet testu pro zjisténi, ze s,11 ¢ S. Plati:
ocekdavany pocet testu pii neispésném vyhleddvani v mnoziné S je
Z C (ala az,...,0n; anJrl)
/ mn+1 )
kde se s¢itd pies vSechny posloupnosti a1, as, ..., a,41 — a téch je mntL,
pef: | Retézec délky | v mnoziné S je maximalni posloupnost adres (b, bo,...,b;) takovd, ze
b;mext = b;yq prot =1,2,...,1 — 1. Kdyz adresa a,+1 je i-ty prvek v fetézci, pak pocet
@es’cﬁ je I —i+ 1. Proto tetézec délky [ prispél k souctu >  C (ay,as,...,ay;a,+1) celkem
poétem test 1 =+ 2 + .- —|—l =1 + (é) [Soudet aritmetické posloupnosti: L/2 (1+L) = (L over 2) + L]

@ Pozn: 1 = L, jen rozdil mezi 1 a 1 neni vidét, tak pouzivam L.
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Def: ¢n, (1) = pocet vSech fetézcu délky [ ve vSech reprezentacich n-prvkovych mnozin (ztotozinuje-

Vgposet pro || e dvé mnoziny, které mély stejnou posloupnost adres pii ukladani prvku), pak

podet testd E}
Vv neusp. pft.
E C’(al, ag,...,0n,; CLn+1 = C’n + E (l + ( )) (l) [Rozdélim na dvé sumy]

0) + Z lcn (l) + Z (2) Cn (l) ’ \ Pocet testl pro retézec
=1 =1

délky 1.

kde ¢, (0) je pocet prazdnych fadku ve vSech reprezentacich.
3 — 3 4 74 ¥ [NemiZu mit n > m prvkld, protoZe by se mi do tabulky nevesly]
eprezentace S méa m — n prazdnych fadku,
vsech posloupnosti n-adres je m”™, proto [m*n je pocet moZnosti, jak se mohou prvky S
zahasSovat do tabulky, kazda takova tabulka ma
n m-n prazdnych fadkld; to Ze se prazdné radky
Cp, (0) — (m - n) m-. opakuji nam nevadi, protozZe pocitame stale
n soucet (SUMU) a ne prumér.]
Y =1 len (1) je celkova délka vsech fetézcu ve vsech tabulkdch reprezentujicich vsechny n-

prvkové mnoziny a proto
n
Zlcn (1) = nm". ;
=1

Spocitdme S, = Y., (é) ¢n (1). Nejprve rekurentni vztah pro ¢, (I). Pridavame prvek s
adresou a, 1. Pak fetézec délky [ v reprezentaci S zustal stejny, kdyz adresa a,,41 nelezela
v tomto Fetézci, v opacném piipadé se délka tetézce zvétsila na [+ 1. Proto pridani jednoho
prvku vytvorilo z fetézce délky [ celkem m — [ fetézcu délky [ a [ fetézcu délky [ + 1.
Vyscitanim pies vSechny n-prvkové posloupnosti adres dostavame @

it (D=m—-Dec, )+ (1 —1)c, (I—1).

Odtud

l l
(2> (m — l) Cn—1 (l) + <2) (l — 1) Cn—1 (l — 1)) = [Pouzili jsme rekurentni vztah]

n n—1
) I+1
( (2) (m—1)cp—1( ) + ( ( )lcn_l (l)) = [Rozd&lili jsme na dvé sumy]
=1 =0

(n) (m —n) Cn_é n )|+ /prvni Glen druhé sumy
Ci;l ((;) - ( )l> nt { ) (;) Ocn—1(0) =

;) (m +2)|cr—1 ( +Z

l 1

Posledni élen prvni sumy
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kde jsme pouzili, ze ¢,—1 (n) = 0, a identitu
1\ 1
(m—1) (é) +l<l; ) =5 (P —m =P+ P14+ 17) =
1
3 (Pm —Im+21%) =
1
—(Pm—Im+2(*-1))+1=

m+ 2) (;) +

2
(

Rekurence pro 5,, dava

Sp=(m+2)S, 1 +|(n—-1)m" =
(m+2)° S+ m+2)(n—2)m" 2 +(n—1)m" =
(m+2)%Sn_s+ (m+2)7%(n—3)m" 3+
(m+2)(n—2)m" 2 +|(n—-1)m" =
n—1
o [(m+2)"" S+ > (m+2) (n—1—i)m" " =
i=0
n—1 m n—1—1
n-l ] —_— = j o zda suma pojede o
(m + 2) Z (n B 1 B Z) (m + 2) B ['{:agzc:,iu” 2i "od kgnie(‘:‘i.] °

kde jsme vyuzili, Ze S % Spocitdme soucet T = > " ic" pron=1,2,... ac# 1. Z
I =>"" ic"™! plyne

n—+1 n
(c=D)TP=cTP —TP =Y (i—1)c =) ic' =
1=2 =1

i o Secetl jsem par &lenu
§ —C —Cc= geom. Fady
1=2
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Tedy plati

" =
’ (c—1)"
Protoze miﬁ # 1, dostavame, ze
) m e m " m
n=1)(7) —n(@h) +b
Sy =(m+2)""" - s il
_m_
<m+2 ) [Zistalo stejné]
1 m it m " m
- 9)ntl S —n — ||=
4(m+ ) [(n )(m+2> n(m+2) +m+2
1
1 [(n=1)m"™ —n(m+2)m” +m(m+2)"] =
1
1 (m (m+2)" —m"*t! —2nm").
Vysledny | Qcekdvany pocet testu pii nedspésném vyhledavani je
odhad pocétu
testd pfi 1 n 1
netspésném (m—n)m™+nm™ + 1 (m(m+2)" —m"* — 2nm")
vyhledavéani: @ mn+1 =
mntt i (m (m+2)" —mntt — Qnm”) B
mn+1 -
1 2\" 2n 1
I+ ((1+=2) —1—-=)~14+=(**—-1-2a).
+4<(+m) m) +4(€ a)
Tento odhad je stejny pro obé metody — LISCH i EISCH, protoze maji stejné posloupnosti
adres (1isf se jen pofadim prvku v jednotlivych fetézcich).

Uspésny piipad (s,41 € S).

Ocekavany pocet testt pri uspésném vyhledavani v modelu LISCH spocitame stejnou meto-
dou jako pro hasovéani se separujicimi fetézci. Pro vyhledani prvku s, 11 € S je pocet testu
roven 14pocet porovnani klica pii operaci INSERT (s,,41). Kdyz s,,4+1 je vloZzen na misto
h ($p+1), nebyl porovnavan zadny kli¢ a test bude 1, kdyz h (s,4+1) byl na na i-tém misté
v Fetézci délky [, pak bylo pii operaci INSERT(s,41) pouzito [ — i + 1 porovnani kli¢u a
ted se pouzije | — i + 2 testil. Podle predchozi ¢dsti analyzy dostaneme, ze ocekdvany pocet
porovnani klicu pii nedspésném vyhleddavani je

e (3 (4 (5)) 0] -

! (nm” + ! (m(m+2)" —m"* — 2nm”)> =

mntl 4

1 2\" 2n
_((1+_) _1+_).
4 m m
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Tedy ocekavany pocet testu pii uspésném vyhledavani v n-prvkové mnoziné je podle pred-
chozi analyzy roven 1 + n-tina souctu ocekdavaného poctu porovnani klicu pii neuspésném
vyhledavani v i-prvkové mnoziné, kde ¢ probiha cisla 0,1,...,n — 1. Podle pfedchozich
vysledku je hledany soucet

m 4 1+%— 4  2m
2\" 2 2_

M1+ 2) c1-) 278

8 m m 4dm

Tedy ocekavany pocet testu v uspésném piipadé pro n-prvkovou mnozinu je

m 2\" 2n n—1 1 o
1+—(l1+—) —1—— ~l— (2 —1-2 —.
+8n((+m) )+4m +8a(e a)+4

nli[( 2)i1+%]1<1%3)nln+®g]

14+ = = -
m

Pro metodu EISCH je ocekdavany pocet testt v uspésném piipadé

%((L+%)é—0nvé@a—n.

vvvvvv

prvek hned za misto, kde mé byt ulozen). Chyba aproximace pro tyto odhady je O (%)
Metody LICH, EICH, VICH.

LICH - late-insertion coalesced hashing
EICH - early-insertion coalesced hashing
VICH - varied-insertion coalesced hashing.

Zskladn{ idea: Metody pouzivaji pomocnou pamét. Tabulka je rozdélens na adresovaci ¢ast
a na pomocnou pamét, kterd neni dostupna pomoci hagovaci funkce, ale pom&hé pii feseni
kolizi. Metody se lisi operaci INSERT. VsSechny metody pfi kolizi nejprve pouziji fadek
tabulky z pomocné ¢asti a teprve, kdyz je pomocna ¢ast zaplnéna, pouzivaji adresovaci ¢ast.
Metoda LICH: pti INSERTu vklada prvek vzdy na konec fetézce.

Metoda EICH: pii INSERTu vklada prvek z do fetézce vzdy na misto hned za fadkem
h(z).

Metoda VICH: Pii INSERTu, kdyz novy fadek je z pomocné ¢ésti, tak je vlozen s novym
prvkem na konec fetézce, kdyz je pomocna ¢ast paméti vycerpana, tak se fadek s novym
prvkem vkladé do fetézce za posledni fadek z pomocné c¢éasti tabulky. Kdyz fetézec neob-
sahuje zadny fadek z pomocné paméti, tak se fadek s novym prvkem z vklada hned za fadek

h(z).
Idea: pomocné ¢ast mé zabranit rychlému srustani fetézcu.

Tyto metody nepodporuji piirozené efektivni algoritmy pro operaci DELETE.
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Piiklad: U ={1,2,...,1000}, h () = z mod 10,
S ={1,7,11,53,73,141,161}. Tabulka ma 12 fadkt a m4 tvar

radek |key mext
P(0)

P(1) | L |10
P(2)

P(3) |73 |11
P(4)

P(5) | 7

P(6)

P(7) 161 | 5
P() |11 | 7
P(9)

P(10) | 141 | 8 I Nepfistupna oblast pro hashovaci fci: x mod 10
P(11) | 53

Hasovaci tabulka vznikla posloupnostmi operaci:

Pro metodu LICH:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(161), INSERT(7).

Pro metodu EICH:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(161), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(141), INSERT(7),

ale nedodrzovalo se, ze se nejdiiv zaplnuji fadky z pomocné ¢asti. Pti dodrzovani tohoto
pravidla takovato tabulka nemuze vzniknout.

Pro metodu VICH:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(161),
INSERT(11), INSERT(7).

Aplikujeme operace INSERT(28) a INSERT(31), nové fadky budou fadky cislo 4 a 9.
Tabulka vytvofend pomoci metody LICH je na levé strané, metodou VICH je v prostiedku
a metodou EICH je na pravé strané.
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LICH VICH EICH
radek |key mext radek |key mext radek |key mext
P(0) P(0) P(0)

P(1) 1 10 P(1) 1 10 P(1) 1 9
P(2) P(2) P(2)

P@3) |73 |11 P@3) |73 |11 P@3) |73 |11
P4) |28 |9 P4) |28 |7 P4) |28 | 7
P(B) | 7 4 P(B) | 7 P(B) | 7
P(6) P(6) P(6)

P(7) |161 | 5 P(7) |161 | 5 P(7) 161 | 5
P8) |11 7 P@®) |11 | 4 P@®) |11 | 4
P9) |31 P9) |31 8 P |31 |10
P(10) | 141 | 8 P(10) (141 | 9 P(10) | 141 | 8
P(11) | 53 P(11) | 53 P(11) | 53

Algoritmy.

Algoritmus operace MEMBER je pro tyto metody stejny jako pro LISCH a EISCH

MEMBER(z):
Spocitdme i := h (x)

while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key = x then Vystup: = € S else Vystup: = ¢ S endif

23

Algoritmus operace INSERT je pro metodu LICH stejny jako pro metodu LISCH a pro
metodu EICH je stejny jako pro metodu EISCH s jedinym dopliikem, pokud existuje prazdny
Tento predpoklad je i pro

radek v pomocné c¢asti, tak j-ty radek je z pomocné casti.

algoritmus INSERT pro metodu VICH.

Metoda LICH — INSERT (x):
Spocitdme i := h (x)
if i.next = NIL then i.next = z, stop endif
while i.next # NIL a i.key # x do i := i.next enddo
if 1.key # x then
if neexistuje prazdny fadek tabulky then
preplnéni, stop
else
necht j je prézdny iadek, j.key := x, i.next := j
endif
endif

Metoda EICH — Insert(x):
Spocitame k := i := h (x)
if i.next = NIL then i.next = x, stop endif
while i.next # NIL a i.key # x do © := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny tadek tabulky then
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preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek tabulky
j.next := k.next, k.next := j, j.key :=x
endif
endif

Metoda VICH — INSERT(z):

Spocitame i := h (z)

if i.next = NIL then i.next = x, stop endif
while i.next # NIL a i.key # x do

[Zapamatuju si prvek, ktery neni v

if k neni definovéno a i.next < m then k := i endif onocne zasei. |
Poznadmka: Podminka pro £ je splnéna, kdyz jsme byli na zacdtku nebo v pomocné ¢asti,

AAAANARRINAR,

podminka na i.next je splnéna, kdyz i.next neni v pomocné ¢asti.
1 :=1.next
enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny fadek then
preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek, j.key := x

if k nenf deﬁnovéno then [Kdyz posledni prvek seznamu je v pomocné Casti]

1.next :=j
else
j.next := k.next, k.next :==j
endif
endif

endif

Slozitost algoritmu pro srustajici hasovéani.
Zmaceni: n — velikost ulozené mnoziny,
m — velikost adresovaci ¢asti tabulky,
m' — velikost tabulky,
o = 2 — faktor zaplnéni,
m
B = % — adresovaci faktor,
s 12 / T . — 1
A — jediné nezaporné feSeni rovnice e + \ = 5

Ocekavany pocet testu pro metodu LICH
neuspésny piipad:

6_% + %7 kdyz a < Aﬁ?

141 <e2(%—*> —1) (3—%+2)\> ~1 <% —A), kdyz a > A8
uaspésny piipad:

14 55, kdyz oo < AB,

1+ 2 (2B —1-2(5-0)) (3-2+20)+1 (5 +2) +3

( —%),kdyiaz)\ﬁ.
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Ocekavany pocet testu pro metodu EICH
neudspésny piipad:

e F+ %7 kdyz a < )‘57

FEN (343 - g)+et (1) + (- g+ ) kdyza > A8
uspésny piipad:

14 55, kdyz o < AB,

1+ 2 +£ <<e%_>‘—1> (1+A) — <%—)\>> (1+%+%)),kdy2azkﬁ-

Ocekavany pocet testu pro metodu VICH
neuspésny piipad:

e 7 +2 kdyz a < AB,

141 <62(%*A) —1) (3—%+2>\) ~1 (g —)\), kdy# o > A8
uspésny piipad:

1+ 2, kdyz a < \j,

28"
T+ 2 (B3 =1) a+ 0 - (5-2)) 143+ )+ 52 (5-r—eF+1),
kdyz a > A\g.
Chyba aproximace pro tyto odhady je O (log %)

—
HASOVANT S LINEARNIM PRIDAVANIM
Tabulka ma jedinou polozku — key

Zékladni idea: Pii operaci INSERT (z) vlozime x na fadek h(z), kdyz je prézdny, v
opatném piipadé nalezneme nejmensi i takové, ze tddek h(x) + i mod m je prazdny, a
tam vlozime z. Tato metoda byla motivovana snahou o co nejvétsi vyuziti paméti.

Komentai: Metoda vyzaduje minimdlni velikost paméti. V tabulce se vytvareji shluky
pouzitych Ffadku, a proto pti velkém zaplnéni metoda vyzaduje velké mnozstvi ¢asu. Metoda
nepodporuje efektivni implementaci operace DELETE. P#i vyhledavani je tfeba testovat,
zda nevySetiujeme podruhé prvni vySetfovany fadek a pro zjisténi preplnéni je vhodné mit
ulozen pocet vyplnénych fadku v tabulce. Pro standarni paméti neni vyhodna. Pti pouziti
cache-paméti se vyrazné méni jeji ohodnoceni, protoze minimalizuje pocet prechodu mezi
ruznymi typy paméti. Proto se tato metoda doporucuje pro pocitace s cache-paméti.

MEMBER(z):
Spocitdme i := h(x), h =1
if 1.key = x then Vystup x € S, stop endif
X if i.key =prézdny then Vystup: = ¢ S, stop endif
1:=1+4+1
while i.key #prazdny a i.key # x a i # h do i := i+ 1 mod m enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT (x):
Spocitdme i := h(x), 7:=0
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while i.key #préazdny a i.key #x aj<mdoi:=¢+1modm, j:=j+ 1 enddo
if j = m then Vystup: pfeplnéni, stop endif
if i.key =prazdny then i.key := x endif

Piiklad: Mdme universum U = {1,2,...,1000}, hasovaci funkci h () =  mod 10 a mnozinu
S ={1,7,11,53,73,141,161}. Tato mnozina je ulozena v levé tabulce. Provedeme operaci
INSERT(35). Vysledek je ulozen v pravé tabulce.

radek |key radek [key
P(0) P(0)

P(1) |1 P(1) |1
P(2) |11 P(2) |11
P(3) |73 P(3) |73
P(4) [141 P(4) |41
P(5) [161 P(5) (161
P(6) (53 P(6) (53
P(7) |7 P(7) |7
P(8) P(8) (35
P(9) P(9)

Tabulka vznikla posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT (53), INSERT(7).

Na zavér uvedeme slozitost této metody. Ocekavany pocet testi:

2
nedspésny piipad: ~ % (1 + ( ) ),
uspésny piipad: =~ % <1

DVOJITE HASOVANT

Zakladni nevyhoda piedchozi metody je zpusob vybéru dalsiho fadku. Je velmi determi-
novan a dusledkem je vznik shluku fadku, ktery vede k vyraznému zpomaleni metody.
Idea jak odstranit tuto nevyhodu: Pouzijeme dvé hasovaci funkce hy a hy a pri operaci
INSERT(z) nalezneme nejmensi i =0, 1,... takové, ze fadek (hy (z) + ih2 (x)) mod m je
prazdny, a tam ulozime prvek x.

Tabulka ma jedinou polozku — key.

Pozadavky na korektnost: Pro kazdé x musi byt hs (z) a m nesoudélné (jinak prvek z
nemuze byt ulozen na libovolném Féadku tabulky).

Predpoklad pro vypocet otekavaného poctu testi: posloupnost {hy (z) + ihs (2)}/1," je
nahodna permutace mnoziny fadku tabulky.

Nevyhoda: Uvedena metoda nepodporuje operaci DELETE.

Pteplnéni se fesi stejnym zpusobem jako v metodé hasovani s linearnim piidavanim.
Poznadmka: Metoda hasovéani s linedrnim pfidavanim je specialni pfipad dvojitého hasovéni,
kde hy (z) =1 pro kazdé z € U.
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Algoritmy.

MEMBER(z):

Spocitame i := hy (x), h:= hy (x), j ;=0

while i.key #prazdny a i.key #x a j <m do i :=1+ hmod m, j :=j + 1 enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT (x):

Spocitdme i := hy (z), h:= ho (z), j :==0

while i.key #prazdny a i.key #x a j<mdoi: =i+ hmodm, j:=j+1enddo
if j = m then Vystup: pfeplnéni, stop endif

if 1.key =prézdny then i.key := x endif

Piiklad: Méjme universum U = {1,2,...,1000}. Hasovaci funkce jsou hy (z) = 2 mod 10 a
ho () =1+ 2(z mod 4), kdyz x mod 4 € {0,1}, hs (x) = 3+ 2 (x mod 4), kdyz z mod 4 €
{2,3}. Mnozina je S = {1,7,11,53,73,141,161}. Tato mnozina je ulozena v levé tabulce.
Aplikujme INSERT(35). Pak hs (35) = 9, tedy posloupnost pro x = 35 je

(5,4,3,2,1,0,9,8,7,6).

Vysledek je ulozen v pravé tabulce?

radek |key radek [key
P(0) |11 P(0) |11
P(1) |1 P(1) |1
P(2) P2 @
P(3) |73 P(3) |73
P(4) [141 P(4) |41
P(5) |7 P() |7
P(6) (53 P(6) (53
P(7) (161 P(7) (161
P(8) P(8)

P(9) P(9)

Tabulka vznikla posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(73), INSERT (53), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT(11), INSERT(7).
Analyza vyhleddavani v dvojitém haSovani.
Netspésny pripad.

Znaceni: ¢; (n,m) — kdyz tabulka ma m fadku a je v ni obsazeno n fadku, tak je to
pravdépodobnost, ze pro kazdé j = 0,1,...,7 — 1 je taddek hy () + jho (z) obsazen. Pak

q0 (n7m> = 17 q1 (n7m> = %7 q2 (nv m) = mng;:ll)) a obecné

= [Tj=o (n = j).
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C (n,m) — otekavany pocet testu v neuspésném vyhledavéani, kdyz tabulka ma m tadku a
n jich je obsazeno. Podle definice plati:

n

(J+1) (g (n,%]— qj+1 (n,m))% qj (n,m).

C(n,m)= Z
§=0 §=0
Daéle plati C (0, m) = 1 pro kazdé m a q; (n,m) = 7=q;_1 (n — 1,m — 1) pro vSechna j,n > 0

am > 1. Odtud

m) = i:qj (n,m) —@-? 5

G
j=0
m—+1 m—+1

Indukei ukdzeme, ze C'(n,m) = =, Kdyz n =0, pak C (0,m) = -2
plati. Predpokladame, ze tvrzeni plati pro n — 1 > 0 a pro kazdé m > n — 1 a dokazeme
tvrzeni pro n a m > n. Plati

[q_{j-1}(n-1,m-1) ... néjak je zavorka uskoenda :-( ]

—1m-1)| =1+ 2Cn—-1,m—1).
m

=1 a tvrzeni

C (n,m) :1+%C(n—1,m—1)=

n((m-—1)+1)
1+ =
m((m—1)—(n—1)+1)
n m+1
1+ = .
m—-n+1 m-—-n+1
Ocekavany pocet dotazu pfi neuspésném vyhledavani v tabulce s m tadky, z nichz n je
obsazeno, je m"j:il.

ﬂspéény pripad.

Pouzijeme metodu ze separujicich fetézcu. Pocet dotazu pti vyhledavani x pro x € S je
stejny jako byl pocet dotazu pii vkladani x do tabulky. Tedy ocekavany pocet dotazu pti
uspésném vyhledavani v tabulce s m tadky, z nichz n je obsazeno, je

1 m 4+ 1
- C (i _
w2 Clm) = Z i
25" 257 X
1 m—+1 1
—In{ ———— |~ —1In
Q m-—n-+1 a 11—«

Nasledujici tabulka ukazuje tyto hodnoty v zavislosti na velikosti a.

hodnota o | 0.5 [ 0.7 | 0.9 ]0.95 |0.99 0.999
= 2 [33 ]10 [20 [100 |1000
LIn(+%;) [1.38 [1.70 |2.55 |3.15 [4.65 | 6.9
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POROVNANI EFEKTIVITY
Poradi metod haSovani podle o¢ekavaného poctu testu:

Neuspésné vyhledavani.
Hasovani s usporadanymi fetézci, @
Hasovani s Fetézci=HagSovani s piemistovanim,
HasSovani s dvéma ukazateli,
VICH=LICH,
EICH,
LISCH=EISCH,
Dvojité haSovani,
Hasovani s linearnim pridavanim.

ﬂspééné vyhledavani.
Hagovani s usporddanymi fetézci=Hagovani s fetézci=HaSovani s piemistovanim,
Hasovani s dvéma ukazateli,
VICH,
LICH,
EICH,
EISCH,
LISCH,
Dvojité hasovani,
Hasovéni s linedrnim pridavanim.

Poznamka: Metoda VICH pfi netspésném vyhleddvani pro a < 0.72 a pfi UspéSném vy-
hledavani pro a < 0.92 vyzaduje mensi ocekavany pocet testi nez metoda s dvéma ukazateli.
Pfi netspésném vyhleddvéani jsou metody VICH a LICH stejné a jsou o 8% lepsi nez EICH
a 0 15% nez metody LISCH a EISCH. Pii tspésném vyhledavani je VICH nepatrné lepsi
nez LICH a EICH o 3% lepsi nez EISCH a o 7% lepsi nez LISCH.

Ocekavany pocet testi pri uplné zaplnéné tabulce.
Metoda s piemistovdnim: neispésné vyhleddvani 1.5, ispésné vyhleddvani 1.4.
Metoda s dvéma ukazateli: ispésné i neuspésné vyhledavani 1.6.
VICH: netspésné vyhledavani 1.79, uspésné vyhledavani 1.67.
LICH: netuspésné vyhledavani 1.79, uspésné vyhledavani 1.69.
EICH: netspésné vyhledavani 1.93, tispésné vyhledavani 1.69.
EISCH: netspésné vyhledavani 2.1, uspésné vyhledavani 1.72.
LISCH: neuspésné vyhledavani 2.1, uspésné vyhledavani 1.8.

Metodu s linedarnim pridavanim je dobré pouzit jen pro a < 0.7, metodu s dvojitym
hasovanim pro a < 0.9, pak ¢as pro neuspésné vyhledavani rychle narusta.

Vliv 8 = 7 pii srustajicim hasovani.

P1i tuspésném vyhledavéani je optimalni hodnota § = 0.85, pii neuspésném vyhledavani je
optimélni hodnota § = 0.78. V praxi se doporucuje pouzit hodnotu f = 0.86 (uvedené
vysledky byly pro tuto hodnotu ).
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Komentaf: Metody se separujicimi fetézci a srustajici hasovani pouzivaji vice paméti (pii
srustajicim haSovani soucet adresovaci a pomocné ¢asti). Metoda s pfemistovanim a metoda
dvojitého hasovani vyzaduji vice casu — na piremisténi prvku a na vypocet druhé hasovaci
funkce.

DALST OTAZKY

Jak nalézt volny radek.

Za nejlepsi metodu se povazuje mit seznam (zdsobnik) volnych fadku a z jeho vrcholu
brat volny fadek a po tuspésné operaci DELETE tam zase tadek vlozit (pozor pii operaci
DELETE ve strukturdch které nepodporuji DELETE).

Jak Tesit pfeplnéni.

Standardni model: Déna zdkladni velikost tabulky m a pracuje se s tabulkami s 2‘m fadky
pro vhodné ¢ = 0,1,.... Vhodné i znamend, ze faktor zaplnéni « je v intervalu < %,1 >
(s vyjimkou ¢ = 0, kde se uvazuje pouze horni mez). Pfi pfekroc¢eni meze se zvétsi nebo
zmensi ¢ a vSechna data se prehasuji do nové tabulky.

Vyhoda: Po pfehasovani do nové tabulky, pocet operaci, které vedou k novému prehasova-
vani, je alespon polovina velikosti ulozené mnoziny.

Praktické pouziti: Nedrzet se striktné mezi, pouzivat malé pomocné tabulky pii preplnéni a
posunout velké prehasovani na dobu klidu (aby systém nenechal uzivatele v normélni dobé
Cekat).

Jak fesit DELETE v metodach, které ho nepodporuji.

Pouzit ideu tzv. ‘falesného DELETE’. Odstranit prvek, ale fadek neuvolnit (i v kli¢i nechat
néjakou hodnotu, kterd bude znamenat, ze tadek je prazdny, polozky podporujici praci s
tabulkami neménit). Radek nebude v seznamu volnych fadki, ale operace INSERT, kdyz
testuje tento fadek, tak tam muze vlozit novy prvek. Kdyz je alespon polovina pouzitych
radku takto blokovana, je vhodné celou strukturu prehasovat. Pravdépodobnostni analyzu
tohoto modelu neznam.

Oteviené problémy.

Jak vyuzit ideje z hasovani s uspofddanymi fetézci pro ostatni metody fFeseni kolizi (jmeno-
vité pro srustajici hasovéni).

Jakou metodu pouzit pro operaci DELETE ve srustajicim hasovani (problém je zachovat

nahodnost ulozené mnoziny a tim platnost odhadu na slozitost operaci).

Jak nalézt druhou hasovaci funkci pro metodu dvojitého hasovani, aby vzniklé posloupnosti
adres pii operaci INSERT se chovaly jako ndhodné?

Zaver.
Pripomenme si predpoklady pro predchozi uvedené vysledky o hasovani:

(1) Hasovaci funkce se rychle spocita (v ¢ase O (1));

(2) Hasovaci funkce rovnomérné rozdéluje univerzum (to znamend, ze pro dvé ruzné
hodnoty i a j hagovaci funkce plati —1 < |h=1 (i) | — |h71 (5)| < 1);

(3) Vstupni data jsou rovnomeérné rozdélena.
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Diskutujme splnitelnost téchto predpokladi.

Predpoklad 1) je jasny.

Predpoklad 2) — je vyhodné, kdyz rozdéleni univerza hasovaci funkei kopiruje znamé rozdéle-
ni vstupnich dat. Pouzilo se pfi navrhu prekladac¢e pro FORTRAN (Lum 1971). V nésledu-
jici tabulce jsou uvedené spocitané a namérené vysledky. Pouzila se metoda separovanych
fetézcu. Byly teoreticky spoéitané za nasich predpokladu. Experiment byl provadén pomoci
hasovaci funkce, ktera preferovala obvyklé nazvy identifikatorti. Vysledky byly méfeny, kdyz
se preklada¢ FORTRANu pouzil pro standardni vypocet. Porovnani vysledku:

hodnota « | 0.5 | 0.6 | 0.7 | 0.8 (0.9
experiment |1.19 |1.25 |1.28 |1.34 [1.38
teorie 1.25 |1.30 |1.35 |1.40 [1.45

Zaver: Podminky 1) a 2) muzeme splnit, kdyz zndme rozlozeni vstupnich dat, muzeme

NAAANANRAS

dosahnout jesté lepsich vysledku.

Nevyhoda: Rozlozeni vstupnich dat nemuzeme ovlivnit a obvykle ho ani nezndme. Je
realné, ze rozdéleni vstupnich dat bude nevhodné pro pouzitou hasovaci funkci. Dusledek —
na pocatku 70. let se zacalo ustupovat od hasovani. Hledal se postup, ktery by se vyhnul
uvedenému problému s bodem 3). Nalezenému feSeni je vénovén nasledujici text.

—
UNIVERZALNT HASOVANT

Resen{ navrhli Carter a Wegman (1977), kdyz piisli s metodou univerzalniho hasovani, kters
obchézi pozadavek 3). To vedlo k novému rozsahlému pouzivéni hasovani.

Zakladni idea: Misto jedné funkce mame mnozinu H funkci z univerza do tabulky velikosti
m takovych, ze pro kazdou mnozinu S C U, |S| < m se vétsina funkei chovd dobfe vuci
S (tj. S spliuje pozadavek 3)). HaSovaci funkci zvolime ndhodné z H (s rovnomérnym
rozdélenim) a hasujeme pomoci takto zvolené funkce.

Modifikace ideje. Ovéfovani vlastnosti vyzaduje znalost velikosti mnoziny H. Rychla
vycislitelnost h (z) vyzaduje analytické zadéni funkei v H, ale zjisténi rovnosti dvou analy-
ticky zadanych funkcf na univerzu U je problematické. ReSenim problému je pouziti in-
dexové mnoziny. To znamend, ze H = {h; | i € I} a dvé funkce jsou ruzné, kdyz maji ruzné
indexy. Pak velikost systému bude velikost indexové mnoziny. Misto zvoleni hasovaci funkce
budeme volit ndhodné index s rovnomérnym rozlozenim a kdyz zvolime index ¢, pak budeme
pracovat s hasovaci funkci h;. Ocekdvana hodnota ndhodné proménné f z mnoziny I do

realnych ¢isel bude prumeér ptes I, tj. M =

|
Pef:  Formalné: Necht U je univerzum. Soubor funkei H = {h; | i € I'} z univerza U do mnoziny
{0,1,...,m — 1} se nazyva c-univerzilni (c je kladné realné ¢islo), kdyz
g c/1|
Vo,y €U, #F y platl [ {i € '] hi(2) = hi (y)}| < ——.
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Jako ekvivalentni definici lze pouzit toto tvrzeni: systém funkci H z univerza U do mnoziny
{0,1,...,m — 1} je c-univerzélni, kdyz vybirdme funkci h € H s rovhomérnym rozdélenim,
pak pro kazdé dveé ruzna x,y € U, plati

Prob (h (z) = h(y)) <

C
nl.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

vlastnosti c-univerzélnich systému (zda spliuji pozadované ideje).

Existence univerzalnich systémai.

Univerzum U = {0,1,..., N — 1} pro prvocislo N,

H ={hgp| (a,b) €U x U},

kde hgp () = ((az + b) mod N) mod m

(tj. indexové mnozina je U x U a jeji velikost je N?).

Vyhoda: funkce z mnoziny H umime rychle vy¢islit.

Zvolme z,y € U takova, ze x # y. Chceme nalézt (a,b) € UxU takové, ze hgp () = hap ().

Musi existovat i € {0,1,...,m —1}ars€ {0, 1,..., [ﬂw — 1} tak, ze plati

(ax +b=1i+rm)mod N @
(ay+b=i+ sm)mod N

Kdyz z, y, 7, r a s jsou konstanty a a a b jsou proménné, je to systém linearnich rovnic v
télese Z/ mod N, kde Z jsou celd ¢isla. Matice soustavy

Dle Frobeniovy véty
z 1
@(y 1) /

je regularni, protoze x # y. Tedy existuje jediné feSeni této soustavy pro fixovand z, y, ¢, r
a s. Pro dana x a y, i nabyva m hodnot, r a s nabyvaji [%W hodnot.

Zaver: pro kazdd x,y € U takovd, ze x # vy, existuje m([%}f dvojic (a,b) € U x U
takovych, ze hop () = hap ().

Véta. MnozZina H je c-univerzalni pro

Skutecné, pro kazdé z,y € U, x # y, je pocet (a,b) € U x U takovych, ze hqp () = hap (y),
nejvyse roven
2 2
C(INTY Z UED N (D 1
m (ﬁ)2 m (ﬂ)2 m’

Zaver: Dokazali jsme existenci c-univerzédlnich systému pro ¢ blizké 1. Stac¢i si uvédomit,
ze kazdé univerzum muzeme povazovat za univerzum tvaru {0,1,..., N — 1} pro néjaké N
a ze mezi ¢isly N a 2N vzdy existuje néjaké prvocislo.
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Vlastnosti univerzalniho haSovani.

Predpoklad: H = {h; | i € I} je c-univerzalni systém funkei

Oznaceni: Pro ¢ € I a prvky z,y € U ozna¢me

NRANNANRNNNIRRIRNS

1 kdyZ T % ya hz (.I‘) — hz (y), [Na stejné hasovaci funkci

kolize mezi x a y]

i (-ray) = { 0 kdyZ 2 = y nebo h; (af) # h; (y)

Pro mnozinu S C U, z € U a1 € I definujme

yeSs

Pro fixovanou mnozinu S C U a pro fixované x € U se¢teme §; (z, S) pies vSechna i € I:

S0 ) =3 S () S () =

= i€l yes yes iel
> il hi@=h@)} <
yES,y#z
Z 1] (|S|_1)C% kdyz x € S,
C— =
yeSy#ta |5!C% kdyz = ¢ S.

Protoze 6; (x,S) davé odhad na velikost fetézce h; (x) pii reprezentaci mnoziny S pomoci
funkce h;, dostavame, ze oCekavanda délka fetézce pro fixovanou mnozinu S C U a fixované
x € U ptes © € I s rovhomérnym rozdélenim je nejvyse

1S|-1 §
1 cE— | kdyz =x€S5,
1| = B kdyz  x ¢ S,

Jen vydélim |I|

Véta. Ocekdavany cas operaci MEMBER, INSERT o DELETE pri c-univerzdlnim
hasovani je O (1 + ca), kde « je faktor naplnénd (tj. o = |mi|)
Ocekdvany ¢as pro pevnou posloupnost n operaci MEMBER, INSERT ¢ DELETE ap-

likovanych na prazdnou tabulku pro c-univerzdlni hasovani je O ((1 + goz) n), kde oo = -

Vyznam vysledku: Vzorec se jen o multiplikativni konstantu c 1is{ od vzorce pro hasovani se
separovanymi fetézci. Pfitom ¢ muze byt jen o mélo mens$i nez 1 a ve vSech znamych ptikla-
dech je ¢ > 1. Takze, co jsme dosahli? Rozdil je v predpokladech. Zde je predpoklad 3)
nahrazen predpokladem, ze index ¢ € I je vybran s rovnomérnym rozdélenim, a neni zadny
predpoklad na vstupni data. Vybér indexu ¢ mizeme ovlivnit, ale vybér vstupnich
dat nikoliv. Muzeme zajistit rovnomérné rozdéleni vybéru i z I nebo se k tomuto rozdéleni
hodné priblizit.
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Markovova nerovnost.

Predpoklady: Je ddna mnozina S C U, prvek x € U. Ocekavand velikost d; (z,.5) je u, a
t>1.

Ukédzeme pro t > 1, ze pravdépodobnost, ze §; (z,S) > tu pro i € I, je mensi nez %
(pfedpokladame, Ze i je z I vybrdno s rovnomérnym rozdélenim).
Oznaéme I' ={i € I | §; (x,S) > tu}. Pak plati

= Zie] 52 (33', S) > Zie][ 52 (x, S) Z Zie[, t'u = ﬂt,u Kratim p na

’I’ ‘I‘ ’I’ ‘I‘ obou stranach
rovnice.
Odtud s
|I'| < U
t

Zéveér: Pravdépodobnost, ze §; (z,S) > tu, je mensi nez %, a odtud plyne pozadované
tvrzeni.

Poznamka: Toto tvrzeni plati obecné a nazyva se Markovova nerovnost. Uvedeny dukaz
ilustruje jednoduché tvrzeni pro konec¢ny pripad.

Problémy.

Hlavni problém: Zajisténi rovnomérného rozdéleni vybéru i z I.

Provedeni vybéru: Zakdédovat indexy z mnoziny I do &isel 0,1,...,|I| — 1. Zvolit ndhodné
¢islo ¢ z tohoto intervalu s rovnomérnym rozdélenim a pak pouzit funkci s indexem, jehoz
kéd je i. Abychom vybrali i, nalezneme nejmensi j takové, ze 27 — 1 > |I| — 1. Pak
¢isla v intervalu {0, 1,...,27 — 1} jednoznacné koresponduji s posloupnostmi 0 a 1 délky

j. Budeme vybirat ndhodné posloupnost 0 a 1 délky 7. K vybéru posloupnosti pouzijeme
nahodny generator rovnomérného rozdéleni.

Zavada: Skutecny nahodny generator pro rovnomérné rozdéleni je prakticky nedosazitelny
(nékteré fyzikalni procesy). K dispozici je pouze pseudogenerator.

Jeho nevyhoda: Cim je j vétsi, tim je posloupnost pravidelnéjsf (tj. méné ndhodna).
Dusledky: Nalézt co nejmensi c-univerzalni systémy. Nalézt dolni odhady na jejich velikost.

Dolni odhady na velikost.

Predpoklady: Necht U je universum velikosti N a necht H = {h; |i € I} je c-univerzdln{
systém funkci hasujicich do tabulky velikosti m. Muzeme ptedpokladat, ze

1={0.1,...11-1}. &

Indukei definujme mnoziny Uy, Uy, ... tak, ze: Uy = U.

Necht U; je nejvétsi podmnozina Uy vzhledem k pocétu prvku takova, Ze hg (Uy) je jedno-
prvkova mnozina.

Necht U, je nejvétsi podmnozina U; vzhledem k poétu prvki takova, Ze hy (Us) je jedno-
prvkova mnozina.
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Necht Us je nejvétsi podmnozina Us vzhledem k pocétu prvku takova, Ze hs (Us) je jedno-
prvkova mnozina.

Obecné, necht U; je nejvétsi podmnozina U; 1 vzhledem k poctu prvki takova, ze h; 1 (U;)
je jednoprvkova mnozina. %

Protoze hasujeme do tabulky velikosti m, plati |U;| > MT./\lglrotoZe |Ug| = N, indukef

dostaneme 7e |U | > [&

= | pro kazde i Zvolme i = [log,, N|—1. Pak i je nejvétsi pfirozené
zvolme z,y € U; takova, ze x # y.

Pak h; (a:):hj (y) pro j =0, 1 .0 —1. Tedy

= @meuh }\@’” )

Véta. Kdyz H = {h; | i € I} je c-univerzdlni systém pro univerzum U o velikosti N haSujict
do tabulky s m rddky, pak

m
Il > —(]1 N|—1).
1122 (flog,, NT-1). &)
Posloupnosti 0 a 1 pri ndhodné volbé ¢ z I musi mit délku alespon
[(logm — log c + loglog N — loglogm)]| @
(zde viechny logaritmy jsou o zdkladu 2).

Maly univerzalni systém.

Zkonstruujeme c-univerzalni systém takovy, ze logaritmus z velikosti jeho indexové mnoziny
pro velkd univerza je az na aditivni konstantu mensi nez 4 (logm + loglog N), kde N je
velikost univerza a m je pocet fadku v tabulce.

Necht p1, pa,... je rostouci posloupnost vsech prvoéisel. Méjme velikost tabulky m a uni-
verzum U = {0,1,..., N — 1} pro né&jaké pfirozené ¢islo N (nemusi byt prvocislo). Necht ¢
je nejmensi c¢islo takové, ze tInp; > mIn N. Definujme

Def:
Hy ={gca(he) |t <€<2t c,de{0,1,...,por — 1}},
kde hy () = z mod py a gc.q (x) = ((cx + d) mod pa;) mod m.
Ukézeme, ze kdyz m (Inm + Inlnm) < N, pak H; je 3.25-univerzalni systém.
Pozn: Nejprve si pripomeneme zndmou vétu o velikosti prvoéisel (zde In je pfirozeny logaritmus,

tj. o zékladu e).

Véta. Pro kazdé i =1,2,... plati p; > ilni a proi > 6 plati p; <i(lni+Inlni). O

Tedy pro 7 > 6 plati p; < 2¢1nzq. @ (#2)
Velikost indexové mnoziny H;. Indexova mnozina H; je
I={(c,d,0) | c,de{0,1,...,pop — 1}t <€ < 2t}}.
#3) Tedy |I| = tp3,. Odtud plyne |I]| < 16t%In” 2t a tedy
log (]I]) < 4+ 3logt + 2loglogt.

Pro dostatecné velké t (takové, ze logt > 2loglogt, tj. t > 16) plati, ze log (|I|) < 4+4logt.
Z definice t plyne, ze t < mIn N, kdyz Inp; > 1 (tj. ps > 3).
Zaver: log (|I]) < 4+ 4 (logm + loglog N).

NAAANANRAN:
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Univerzalita malého systému.

Zvolme ruznd x a y z univerza U. Oznacime

G1={(c,d, 0) | ge,a (he (x)) = ge,a (he (y)) , he (x) # he (y)} @
Gy ={(c,d, 0) | ge,a (he (x)) = ge,a (he (y)), he (x) = he (y)}

a odhadneme velikost G; a Gs.

Odhad velikosti G;. Kdyz (c,d,¢) € Gy, pak existuji r,s € {0,1,..., (%W — 1} ai €
{0,1,...,m — 1} takové, ze

RN

(c(x mod py) + d =i + rm) mod pos
(¢ (y mod pg) +d =i+ sm) mod pyy.

Kdyz ¢ a d povazujeme za neznamé, pak je to soustava linearnich rovnic s regularni matici
(protoze x mod py # y mod py), a tedy pro kazdé ¢, i, r a s existuje nejvyse jedna dvojice

(c,d). Proto
S S
le S%J({@DQ < P (1+ ﬁf _ (1+ ﬁ>2.
m m DPat m P2t

Odhad velikosti G. Oznacme L = {{ |t < £ <2t, x mod py =y mod p;} a P = [],c; pe-
Protoze P déli |z — y|, dostavame, ze P < N. Protoze p; < py pro kazdé ¢ € L, dostavéame,

ze P > p' | Tedy |L| < % < % z definice t. Protoze (c,d,f) € Gy, pravé kdyz £ € L a
c,d €{0,1,...,py — 1}, shrneme, ze

2
Gol < |Lip2, < P2 ]
m m

2
Abychom odhadli 1 1+ ﬂ i , ukdzeme si nejdiiv pomocné lemma.

Lemma. Kdyzt>6 am(Inm+1Inlnm) < N, pak m < £%.

Diikaz. Predpokladejme, ze tvrzeni neplati. pak m > {t. Z Véty o velikosti prvocisel pak

Pt > tint

> SRE = t. Kdyz pouzijeme, Ze m (lnm —I— ln Inm) < N, tak dostaneme, ze

plyne m >
Inm+In(Inm+Inlnm) <In N,
a odtud plyne, ze
tInps %%n(t (Int+1Inlnt)) <m(nm+In(lnm +Inlnm)) < mln N

a to je spor s definicrw."Tedy m < {£&. [

Nyni zkombinujeme Vétu o odhadu velikosti prvocisel, predchozi Lemma a fakt, ze

In2t > Int > Inlnt pro vSechna t > 1
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Odhadujeme a dostaneme, ze
(1+m/p_{2t}) "2
m g}lp— (Int+Inlnt) 1 Inlnt
— nt < 1+ :
Dot 2tIn 2 2tIntln2¢ In 2¢ Int
zanedbame

@J e ziejmé, ze tento vyraz je mensi nez 5 a kdyz konverguje k 400 pak tento vyraz konverguje

2
Z toho plyne, ze (1 + z%) < 1.5%2 = 2.25 a tedy

{i € I'[hi(x)=hi(y)} =G+ |G| <

I I
u<1+ﬁ) L |(1+225) 3950
m Y21 m m

Shrnuti: Kdyz ¢ > 6 a mInmInlnm < N, pak H; je 3.25-univerzalni. Bez jakychkoliv
predpokladu lze ukazat, ze H; je 5-univerzalni.

Odhad na velikost ¢

Véta. Kdyz H je c-univerzalni systém univerza U o wvelikosti N haSujici do tabulky s m
radky, pak ¢ > 1 — ;. =

v

Nejprve dokazeme technické lemma.

Lemma. Méjme redlnd ¢isla b; proi=0,1,....,m —1 a necht b = Z?:Ol b;. Pak

mz_:lbi(bi—l)zb(%—l).

=0

Dikaz lemmatu. 7 Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

m—1 2 m—1 m—1
br2 i=0 i=0 i=0

nas¢itame m, protozZe kazdy ¢len je 1
2
plyne (Zﬁgl bi> = < m(gm 1b2>, staci polozit z; = b; a y; = 1, a tedy % <
S b b2, Odtud

m—1 — m—1 m—1 @2 b
;bzb—l z:: sz Zb sz—b:( )

=0 =

a lemma je dokazano. [J
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Dukaz Veéety. Méjme funkci f: U — S, kde U ma velikost N a S ma velikost m. Oznac¢me
A mnozinu uspofadanych dvojic u,v € U takovych, ze u # v a f(u) = f(v). Kdyz pro
s € S oznacime ks = |f~1 (s) |, pak |[A] = >, g ks (ks —1). Z lemmatu plyne, Ze

\A[:sezsks(ks—l)zjv(%—Q:N(%), S

protoze » . gks = N.
Kdyz H = {h; | i € I} je c-univerzalni systém funkci z univerza U o velikosti N do tabulky
o velikosti m, pak pomoci lemmatu dostavame

2 1 ()=

S {(zy) €U XU | hi(z) =hi(y), z#y}| =

> lielh@=hw}< S

(z,y)EUXU, z#y
I I
E cu:N(N—l)cu.
m -
(z,y)eUXU,x#y @

Odtud plyne, ze N —m <c (N - 1), a tedy Porovnavame pouze obe strany nerovnice
N — N —
c > LSS To1-2oo
N -1 N N

Problémy univerzalniho hasovani.

Pouzit jiné metody na TeSeni kolizi nez separované tetézce. Jak to ovlivni pouzitelnost
univerzalniho hasovani? Plati podobné vztahy jako pro pevné danou hasovaci funkci? Jaky
vliv na efektivnost ma nepiitomnost operace DELETE?

Existuje c-univerzalni hasovaci systém pro ¢ < 17 Jaky je vztah mezi velikosti c-univerzalni-
ho haSovaciho systému a velikosti ¢? Lze zkonstruovat maly c-univerzalni systém pro ¢ <
3.257 Zde hraje roli fakt, ze pii ¢ = 3.25 se ocekdavana délka Tetézce muze pohybovat az
kolem hodnoty 7.

Pouzit! Cebysevovy nerovnosti misto Markovovy nerovnosti davéa kvadraticky odhad prav-
dépodobnosti, ze délka fetézce je o t vétsi nez ocekavand hodnota. Za jakych okolnosti dava
lepsi odhad? Lze pouzit i vyssich momentu?

Jak pouzit Markovou nerovnost a ocekdvanou délku maximalniho fetézce pro odhad oceka-
vaného poctu voleb hasovaci funkce? Pro jaké parametry lze pouzit néasledujici model?

Je déana zékladni velikost tabulky m a déle pro j = 0,1, ... ¢isla (parametry) [; a c-univer-
zaln{ hasovaci systémy H; = {h; | i € I;} z univerza do tabulky s m2’ radky.

Mnozina 5 € U je reprezentovana nasledovne: je dano j takové, ze kdyz j > 0, pak

aval
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m2i=2 < |S| < m27, kdyz j = 0, pak |S| < m, a je zvolen index i € I;. Dale mame
prosté fetézce ro,r1,. .., "pm2i—1, jejichz délky jsou nejvyse l;, a fetézec 1, obsahuje prvky
{s€S|h;(s)=k}.

Operace INSERT (x) prohledd fetézec 7y, (,) a kdyz tento fetézec neobsahuje prvek x, pak
ho pridd. Kdyz m2772 < |S| < m2/ a délka Tetézce 7y, (x) je nejvyse l;, pak operace konéi.
Kdyz |S| > m27, tak se nejdiive zvéts{ j o 1. Pak se ndhodné zvoli i € I, a zkonstruujf
se Tetézce reprezentujici S. Kdyz néktery z nich md délku veétsi nez [;, tak se volba a
konstrukce fetézcu opakuje tak dlouho, dokud se nepovede zvolit 7 € I; takové, ze vSechny
zkonstruované fetézce maji délku nejvyse [;. Operace DELETE se fesi analogicky.
Problém: Jak volit parametry [;?

V pripadé feseni kolizi dvojitym hasovanim nebo hasovanim s linedrnim pridavanim je tieba
dat silnéjsi podminky na velikost |S|. V posledni dobé se této tématice vénuje pozornost a
byla dosazena tada zajimavych vysledku.
. _____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|]

PERFEKTNI HASOVANT

Jiné teSeni kolizi je perfektni hasovani. Idea je nalézt pro danou mnozinu hasovaci funkci,
ktera nevytvaii kolize.

Nevyhoda: Metoda neptipousti operaci INSERT (pro novy vstup nemuzeme zarucit, ze
nevznikne kolize). Metodu lze prakticky pouzit pro tlohy, kde lze oc¢ekdvat hodné operaci
MEMBER a operace INSERT se témér nevyskytuje (kolize se fe$i pomoci malé pomocné
tabulky, kam se uklddaji kolidujici data). Tato metoda se pouzivé pii navrhovani kom-
pilatoru.

Zadéani ulohy: Pro danou mnozinu S C U chceme nalézt hasovaci funkci A takovou, ze

(1) pro s,t € S takové, ze s # t, plati h(s) # h(t) (tj. h je perfektni hasovaci funkce
pro S);

(2) h hasuje do tabulky s m tadky, kde m je pfiblizné stejné velké jako |S| (neni prak-
tické hasovat do prilis velkych tabulek — ztraci se jeden ze zdkladnich duvodu pro
hasovéni);

(3) h musi byt rychle spocitatelnd — jinak hasovéni neni rychlé;

vev s

zadani h bude vyzadovat moc paméti, napi. kdyz by byla dana tabulkou, pak se
ztraci duvod k pouziti stejné jako v bodé 2).

Kompenzace: Nalezeni haSovaci funkce muze spotiebovat vice ¢asu. Provadi se jen na
zacatku ulohy.

Uvedené pozadavky motivuji zavedeni néasledujiciho pojmu.
pef:  [Méjme univerzum U = {0,1,..., N — 1}. Soubor funkci H z U do mnoziny {0,1,...,m — 1)
se nazyvéa (N, m,n)-perfektni, kdyz pro kazdou S C U takovou, ze |S| = n, existuje h € H
perfektni pro S (tj. h(s) # h(t) pro kazda dvé ruznd s,t € 5).
Protoze nevime, zda takova h existuji, nejprve vysSetfime mnoziny perfektnich hasovacich
funkci. VysSetiime vlastnosti (N, m, n)-perfektnich souboru funkci.
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Dolni odhady na velikost (N, m,n)-perfektniho souboru.
Piedpokladejme, ze H je (N, m,n)-perfektni systém pro U = {0,1,...,N — 1} a nejprve
nalezneme dolni odhady na velikost |H|.

Méjme funkci h z U do mnoziny {0, 1,...,m — 1}. Nalezneme poc¢et mnozin S C U takovych,
ze h je perfektni funkce pro S a |S| = n. Funkce h je perfektni pro S C U, préavé kdyz pro
kazdé i = 0,1,...,m — 1 je |h=1 (i) N S| < 1. Odtud pocet téchto mnozin je

éﬂ’h V0<ig<iyg < - <ip_1<my. @

Vysvetlent: h(S) = {i; [j =0,1,...,n -1}

Toto &fslo je maximalni, kdyz |h=t (4) | = % pro kazée i. Tedy h muze byt perfektni nejvyse
pro (’;’;) (%)n mnozin (&islo (’;’;) urcuje pocet posloupnosti 0 < ig < i3 < -+ < ip_1 < mM).
Protoze n-prvkovych podmnozin universa je (]T\Lf ), dostavame, ze

5
BICK

Jiny odhad velikosti (NN, m, n)-perfektniho souboru.

|H| >

Piedpokladejme, ze H = {hy,...,hi} je (IN,m,n)-perfektni soubor funkeci. Definujme in-
dukci soubor mnozin U;:

Up = U apro i > 0 je U; nejvétsi podmnozina U,_1, co do poc¢tu prvku, takova, ze h;
UL 1 pro véechna i > 0. Z |Up| = N plyne |U;| > &

me*

@ro kazdé i = 1,2,...,t je h; (U;) Jednobodova mnozina pro kazdé j < ¢. Proto zadna
t je pocet h

hashovacich
funkci.

j pro j < i neni perfektni pro mnozinu S C U takovou, ze |S N U;| > 2. Protoze H je
(N, m, n)-perfektni, musi byt |U;| <1, a tedy 2z < 1. Proto t > log NV —

logm* f—

V

Véta. Kdyz H je (N, m,n)-perfekini soubor funkci, pak

() 10gN}‘

(w) ()" logm

|H | Zmax{

Existence (N, m,n)-perfektniho souboru.

Méjme univerzum U = {0,1,..., N — 1} a soubor funkei H = {hy, ho,..., hs} z univerza

U do mnoziny {0,1,...,m — 1}. Reprezentujeme tento soubor pomoci matice M (H) typu

N x t s hodnotami {0,1,...,m — 1} tak, ze prox € U a i = 1,2,...,t je v z-tém Fadku

a i-tém sloupci matice M (H) hodnota h; (z). Pak zaddnd funkce z H neni perfektni pro
mnozinu S = {s1,82,...,5,} C U, pravé kdyz podmatice M (H) tvorend tadky si, Sa, az @
sp a vSemi sloupci nema prosty sloupec. Takovych matic je nejvyse

n—1 t t (pocet hash. fci)
(m" - H (m — z)) L
h i(x) prvky, kde
=0 N -
;ﬂ v;\ x \in U
i \in {1,..,t}

Doplneni matice na matici typu N x n
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Vysvétleni: m™ je pocet vsech funkei z S do {0,1,...,m — 1}, H;:Ol (m —1i) je pocet
prostych funkei z S do {0,1,...,m — 1}, a tedy pocet vSech podmatic s n fddky takovych,

t
ze zadny jejich sloupec neni prosty, je <m“ — H?:_Ol (m — z)) . Tyto podmatice muzeme

libovolné doplnit na matici typu N x n a pro kazdou matici je téchto doplnéni m N —")t,

Podmnozin U velikosti n je (JZ ), tedy pocet vSech matic, které nereprezentuji (N,m,n)-
perfektni systém, je mensi nebo rovno

(et

Vsech matic je m™V! a kdyz

() - Tima) mor

(*)

1=0

1=0

pak nutné existuje (N, m, n)-perfektni systém. Nasledujici vyrazy jsou ekvivalentni s nerov-

nosti ()

N
1 _
Vyraz (*) vydeleny m*{Nt} n

—1
1z,

—Tr(LT_i)> <let> In ()

Protoze [In (ZZ) < nln N|

—111(1—

I (e

a protoze —In (1 — z) > z pro x € (0,1) dostdvame

H?:_olw(;n— z)) Zﬁ (1 _ %) S (- )
i=0

ZE]

efo” In(1- £ )dz

kde integral muzeme odhadnout

(=) 0

—ln(l

-2 1)zml-2) 0 2) -]

dostavame, ze kdyzt >

n(In N)

n2 . . v
e , pak (*) plati, a tedy existuje (IV, m, n)-perfektni soubor

funkei.

Existence (N, m,n)-perfektniho souboru funkei ale nezarucuje splnéni pozadavku 2), 3) a
4). Abychom uspéli, pouzijeme ideu z metody univerzalniho hasovéni.

S
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Konstrukce perfektni hasovaci funkce.
Predpoklady: U = {0,1,...
Hash fee: |Budeme uvazovat funkce

,N —1}, kde N je prvocislo. Méjme S C U o velikosti n.

hi () = (kz mod N) mod m prok=1,2,...,N —1. (#1)

)
Hodnoty Proi=0,1,....m—1ak=1,2,..., N — 1 ozna¢me
b i*k:

b¥ =|{x €S| (kxr mod N) mod m =i} |.

h k(x) = i

Vyznam b¥: Hodnoty b¥ lze povazovat za veliciny, které ukazuji odchylku od perfektnosti.
Vsimnéme si, ze

kdyz bf > 2, pak (bF)" — bk > 2, S

protoze a® — a > 2, kdyz a > 2. Na druhou stranu
bF <1 implikuje (0))° ~0f =0. &

Tedy z Z;Z)l bk = n plyne

7

Véta. Funkce hy je perfekind, prdave kdyz 277:1 (bf)2 —n < 2. @

Nyn{ odhadneme vyraz Yo' ((Zylol (bF) ) — n) @

(5 ) -

=1 1=0

]V21(<2|{weswhk< >_¢}|2>_n> _

\{(w,y)m,yeS,x#y, hy () = hg (y)}%]
S k1 <k <N, fu (@) =h ()} .

z,YES, xAY

[

>
I
—

Rozebirame  Zvolme x,y € S takovd, ze © # y. Pak hy (x) = hy (y), praveé kdyz existujei = 0,1,...,m—1
hREI=R KW g g = 0,1, ..., | & takovd, ze kx = i+rm mod N a ky = i+sm mod N ai+rm,i+sm <
N. Odtud dostavame, ze hy (z) = hy (y) implikuje kz — ky = (r — s) m mod N. Protoze
0<k<naax#y, dostavame, ze kx — ky # 0, a tedy hy () = hi (y) implikuje existenci

qg= —L%j, —L%j +1,...,-1,1,2,..., L%j takového, ze kx—ky = gm mod N, a to je ekviva-
z z ~ — ~ A _ N N N
lentni s tim, ze k (z — y) = gm mod N pronéjaké ¢ = —| |, — [~ |+1,...,=1,1,2,..., [ ~].
Proxz > yaprojednoq =0,1,..., L%j existuje prave jedno k takové, ze k (x —y) = gm mod
N, protoze Zy je téleso (tato rovnice mé jediné feseni). Protoze pro q = —L%j, ...,—1,0
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je rovnice k (z —y) = gm mod N ekvivalentni s rovnici k(z —y) = N + gm mod N, tak

dostavame, ze pro z,y € S, r < y existuje nejvyse QL%J = QL%J ruznych k =1,2,...,N— @
1, ze hy (x) = hy (y) (neni pravda, ze kdyz k spliuje rovnici k (z —y) = gm mod N pro
néjaké ¢ = —| X000 -1,1,.0 [ 2], pak hy(z) = hi(y)). Stejny odhad analogicky

dostaneme, kdyz r < y (ale dostavdme jina teseni). Odtud

L&) ) 2 o)y

Pocet dvojic {x,y}, kde x =/=y

Tedy existuje k takové, ze Z?:Ol (b§)2 < 2% +n. (=) (#3)

Ukézeme, ze existuje vice nez % takovych k, ze plati

m—1
o) <a =Dy,
=0

1=

V opac¢ném piipadé dostavame, ze

(5 ) ) 2t

k=1 =0

9(N—-1)n(n—-1)
4m
2(N—-1)n(n-1)

Y

>

m

a to je spor s predchozim vysledkem. Tedy pii nahodném rovnomérném vybéru £ je

A~ =

=0

m—1
—1
Prob{z (bf)2<%+n|ke{l,2,...,]\f—l}} >

Tvrzeni. KdyZzn =m, pak

(a) existuje deterministicky algoritmus, jenzZ v éase O (nN) nalezne k takové, Ze

[ay

— 2
(bi-c ) < 3n;
i=0
(b) existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery nalezne takové k, Ze 22161 (bf)2 <4n
v ¢ase O (n) — oéekavany pocet iteract vipoctu je nejvyse 4.

(c) existuje deterministicky algoritmus, jenz v ¢ase O (nIN) prom = n (n — 1)+1 nalezne
takové k, Ze hy je perfektni;

(d) existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery prom = 2n (n — 1) v ¢ase O (n) nalezne
k takové, Ze hy je perfekini — ocekdvaniy pocet iteraci vypoctu je nejvyse 4.
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a) Dikaz. Méjme n = m. Protoze spocitani Zﬁgl (b?)2 pro pevné k vyzaduje cas O (n),
prohledanim vSech moznosti nalezneme k takové, ze

3

2n(n—1)

Viz #3 z min. str., navic n = m.

() < +n=3n—2<3n,

Il
o

i

v case O (nN). Tim je dokdzéno a). Pravdépodobnostni algoritmus dokazujici b) voli
b) | néhodné k a v case O (n) ovéit, zda 327" (bf)2 < 3% +n =4n — 3 < 4n. Tuto akci

7
opakuje dokud pozadavek neni splnén. Protoze pravdépodobnost, ze k splnuje pozadavek,

je alespon i, tak ocekavany pocet iteraci akce je nejvyse

> /3\"'1 11
2i\7) aTagaed
i=0 (1-3)

a odtud plyne b).

) Kdyz m = n (n — 1) + 1, pak prohleddanim vSech moznosti nalezneme k takové, ze

m—1

o 2 2n(n —1)
iz:;(bi) S—n(n—1)+1+n<n+2’

v ¢ase O (nN) ale) plyne z predchozi vety. Kdyz m = 2n (n — 1), pak pro ndhodné zvolené
k plati s pravdépodobnosti < i, ze

3
L

3n (n
2n (n

D

2
(bF)" < )

=0

+n<n+2.

Algoritmus spliiujici tvrzeni d) je stejny jako v piipadé b) (jen m =2n(n—1)). O

Pozn: | Takto zkonstruované perfektni hasovaci funkce nespliuji pozadavek 2) (plati m = © (n2))
Pouzijeme nésledujici postup.
1) Nalezneme k takové, ze pro m = n plati Z?;Bl (b§)2 < 3n (respektive 2;1_01 (bf)2 < 4n).
Pro:=0,1,...,m — 1 nalezneme mnoziny S; = {s € S| hy (s) = i};
2) Pro kazdé i = 0,1...,m — 1 takové, ze S; # (0, nalezneme pro m = 1+ |S;| (|S;| — 1)
Def c_i:

(respektive m = 1+ 2|S;| (|S;| — 1)) takové k;, ze hy, je perfektni na S;. Definujme ¢; =
1+ 1Si| (|Si| — 1) (respektive ¢; = 2[S;] (|S;] — 1)), kdyz S; # 0, a ¢; = 0, kdyz S; = 0.

3) Pro i = 0,1,...,m definujme d; = Z;;E c; a pro x € U oznacme hy (z) = [. Pak
polozime g (x) = d; + hg, ().

Véta. Zkonstruovand funkce g je perfektni, hodnota g(x) se pro kazdé x € U spocitd v
¢ase O (1), v deterministickém pripadé hasuje do tabulky velikosti < 3n a je nalezena v case
O (nN), v pravdépodobnostnim pripadé hasuje do tabulky velikosti < 6n a je nalezena v ¢ase
O (n). Pro jeji zakddovdni jsou treba hodnoty k a k; pro i = 0,1,...,m — 1. Tyto hodnoty
jsou v rozmezi 1,2,..., N — 1, a tedy vyZaduji O (nlog N) paméti.
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Dukaz. Protoze g (S;) proi=0,1,...,m—1 jsou navzdjem disjunktni a hy, je perfektni na
S;, dostavame, ze g je perfektni. Pro vypocet hodnoty g (x) jsou tieba dvé nasobeni, dvoji
vypocet zbytku pti déleni a jedno s¢itani (hodnoty d; jsou ulozeny v paméti). Proto vypocet
g (x) vyzaduje ¢as O (1). Dale d,, je horni odhad na pocet fadki v tabulce. Protoze pro
S # (Z) médme |S;| (|9;] — 1)+1 < |S;* = (bf)Q, dostavame v deterministickém piipadeé d,,, =
>, Lo < s ! (bk) < 3n a k nalezneme v ¢ase O (nN). Protoze k; nalezneme v ¢ase

O (]S;|N), 1ze g zkonstruovat v ¢ase O (nN+ > S, ]N) O <nN + Nzy:ol \SJ) =
O (2nN) = O (nN). V pravdépodobnostnim prlpade je

m—1 m—1 m— 1 m—1
dn = ¢ <Y (28> —2[Si]) =2 —2Zb§<8n—2n:6n
i=0 i=0 =0 =0
(protoze |S;| = bF a > it "bk =n). Protoze k nalezneme v ¢ase O (n) a k; v case O (|S;])

dostaneme, ze ze g nalezneme v case O (n). Zbytek je jasny. [

Pozn:

Tedy zkonstruovand hasovaci funkce spliiuje pozadavky 1), 2) a 3), ale pozadavek 4) neni
splnén. @

Méjme piirozené ¢islo m a necht ¢ je pocet vsech prvoéisel délicich m (py1, p2, ... je rostouct
posloupnost vsech prvocisel). Pak

q
m > Hpi > q! _ 623=11ni > eflq In xdx _ eqln(%)Jrl > <g)q )

=1

Proto existuje konstanta c, ze ¢ < ¢y rllrll:lm Plati tedy

Véta. Nechi § (m) =pocet prvocisel, kterd déli m. Pak 6 (m) = O <101g°1g()?m).

Méjme S = {s1 <sg <---<s,} CU. Oznatme d; ; = s; —s; pro 1l <i < j <n. Pak
i mod p # s; mod p, pravé kdyz d; ; # 0 mod p. Oznaéme D = [],o; e, dij < N(n @ (#1)

Pak pocet prvociselnych déliteli ¢isla D je nejvyse c; lrllD a tedy mezi prvnimi 1 + ¢5 rllrll nDD

prvocisly existuje prvocislo p takové, ze s; mod p # s; mod p pro kazdé 1 < i < j <n. To
pef ¢_p(x): znamend, ze funkce @y(&) = @ mod p je perfektni pro S. Podle véty o velikosti prvocisel
pr < 2tInt pro kazdé t > 6, tedy

p<2(1+c D )ln(l—i—c D )<

- Inln D InlnD /) —
4c In D In (20 InD ) <
Inln D InlnD /) —

InD InD InD
4c(In2¢) ———— + 4 1 =
¢ (In2c) Inln D - “Inln D n(lnlnD)

4elnD+o(lnD}=0(nD) =0 (R*InN).
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Véta. Pro kazZdou n-prvkovou mnozinu S C U existuje prvocislo p o velikosti O (n2 In N)
takové, Ze funkce ¢, (x) = x mod p je perfektni pro S.

Test, zda funkce ¢, () = x mod p je perfektni pro S, vyzaduje cas O (n 1(%1]). Tedy

systematické hleddnf nejmensiho p, zZe ¢, je perfektni pro S, vyzaduje ¢as O (n®lognlog N). @

Nejmensi p takové, ze ¢, je perfektni pro S, je prvocislo. (Navrhneme pravdépodobnostni
algoritmus pro nalezeni p. Pro dostatecné velké n mezi prvnimi 9¢ln D prvocisly je alespon
polovina takovych prvocisel p, ze ¢, je perfektni pro S. Algoritmus pak opakuje nésledujici
krok, dokud nenalezne perfektni funkci
vyberme ndhodné éislo p mezi prvnimi 9cn? In N &isly a otestujme, zda p je prvoéislo
a ¢, je perfektni

Odhad ocekavaného poctu netspésnych kroki.

Néhodné zvolené ¢islo p < 9en?In N je prvoéislo s pravdépodobnosti © <m> a
1

pro prvocislo p je ¢, perfektni s pravdépodobnosti > 5. Tedy ndhodné zvolené cislo

p < 9en?In N spliiuje test s pravdépodobnosti © <m>, a proto ocekavany pocet
neuspésnych testu je O (ln (9cn2 In N )) Tedy ocekavany cas algoritmu je

Ocekavan pocet neuspesnych testu -- ma byt log n#*2??

O (nlogn (logn + loglog NV)) .

Otestovani vybraneho p

Véta. Pro danou mnozinu S C U takovou, Ze |S| = n, deterministicky algoritmus nalezne
prvocislo p = O (n2 log N) takové, Ze ¢, (x) = x mod p je perfekini pro S, a pracuje v
case O (n3 log nlog N). Pravdépodobnostni algoritmus nalezne prvocislo p = O (n2 log N)
takové, Ze ¢, je perfektni, v ocekdvaném case O (nlogn (logn + loglog NV)).

Deterministicky algoritmus nalezne nejmensi prvocislo s pozadovanou vlastnosti. Pravdé-
podobnostni algoritmus nalezne prvocislo, které muze byt podstatné vétsi, ale jeho velikost
je omezena 9cn?log N.

Nyni navrhneme postup na konstrukci perfektni hasovaci funkce pro mnozinu S C U.

(1) Nalezneme prvocislo qg € O (n2 log N ) takové, ze ¢g, () = x mod gy je perfektni
funkce pro S. Polozme S; = {¢g, (s) | s € S}.

(2) Nalezneme prvocislo ¢; takové, ze n(n—1) < ¢1 < 2n(n —1). Pak existuje [ €
{1,2,...,q0 — 1} takové, ze h;(z) = ((lx) mod qp) mod ¢; je perfektni pro S; C
{0,1,...,90 — 1}. Polozme Sy = {h; (s) | s € S1}.

(3) Déle zkonstruujme perfektni hasovaci funkei g pro mnozinu S, C {0,1,...,¢; — 1}
do tabulky s méné nez 3n fadky. Polozme f(z) = g (h;(¢q, (z))). Konstruovana
hasovaci funkce je f.

Vysledek: f je perfektni hasovaci funkce pro S, protoze slozeni perfektnich hasovacich funkei
je zase perfektni funkce, a tedy pozadavek 1) je splnén.

f hasuje S do tabulky s méné nez 3n tadky, a tedy spliuje pozadavek 2).

Protoze kazdd z funkci g, hy, ¢q4, se vycisli v ¢ase O (1), i vycisleni funkce f vyzaduje Cas
O (1) a pozadavek 3) je splnén.

Funkce ¢4, je jednoznacné urcena cislem gy € O (n2 log N ) Funkce h; je urcena c¢isly

=
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q € O (nQ) al € O(q). Funkce g je uréena n + 1 ¢isly velikosti O (¢1). Tedy zadani f
vyzaduje pamét o velikosti

O (logn 4+ loglog N + nlogn) = O (nlogn + loglog N) .

Lze tict, ze pozadavek 4) je splnén.

Vypocet ¢4, vyzaduje cas O (n3 log nlog N). Vypocet h; vyzaduje cas O (n (n2 log N)) =
O (n*log N) (pouzité univerzum je {0,1,...,q0}). Vypocet g vyzaduje ¢as O (nn?) =
@) (n?’) (zde univerzum je {0,1,...,¢1}). Celkové, vypocet f vyzaduje cas O (n3 log n log N).

Lze pouzit i pravdépodobnostni algoritmy pro nalezeni g, h; a ¢4,. Pak hasujeme do tabulky
s méné nez 6n radky, ale ocekdvany ¢as pro nalezeni f je O (nlogn (logn + loglog N)).

Tuto metodu navrhli Fredman, Komlés a Szemerédi.

Dynamické perfektni hasovani.

Jedna z velkych nevyhod perfektniho hasovani je neznalost efektivnich aktualiza¢nich ope-
raci. Existuji sice obecné metody na dynamizaci deterministickych operaci — viz letni
prednéaska, ale tato metoda v tomto pfipadé neposkytuje efektivni dynamizacni operace,
protoze deterministicky algoritmus pro feseni perfektniho hasovani je pro aktualiza¢ni ope-
race prilis§ pomaly. To vedlo k navrhu, ktery kombinuje pravdépodobnostni algoritmus
pro perfektni haSovani s obecnou metodou dynamizace a tyto metody jsou upraveny pro
konkrétni situaci.

Nejprve uvedeme modifikaci vysledku z predchozi ¢dsti, na kterych je tato metoda zalozena.
Piedpokladame, ze U = {0,1,..., N — 1} je univerzum, kde N je prvocislo, a ze je déno ¢islo
s < N. Oznacme Hgs = {h | k=1,2,..., N — 1} mnozinu funkei z U do {0,1,...,s — 1},
kde hg () = (kximod V) mod s pro kazdé x € U. Kdyz zvolime ndhodné k = 1,2,..., N—1,
pak s pravdépodobnosti alespon % plati

s—1 8 2

kY2 o
O(bi) < + 2n. @

Budeme predpoklddat, ze takové k mame, a pak pro kazdé i = 0,1, ..., s—1 predpokladame,
ze ndhodné zvolime j; € %Q(bk)Q takové, ze hj, je prosta na mnoziné S; = {s € S | hy (s) =i}

1=

(z pfedchoziho textu vime, ze kdyz zvolime ndhodné j; = 0,1,..., N — 1, pak hj, je prosta
na 5; s pravdépodobnosti alespon %) Pro jednoduchost predpokladame, ze mnoziny S;
pro i = 0,1,...,s — 1 ulozime do tabulek T; a tabulky Ty,T7,...,Ts_1 budou ulozeny v
tabulce T. Kdyz s = O (|S]), pak tato metoda vyzaduje O (]S|) prostoru. Abychom urcili s,
zvolme ¢ > 1 a polozme s = o (|S]), kde o (n) = $v/6 (1 + ¢) n pro kazdé n. Nyni popiSeme

algoritmy.
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Algoritmy.
INSERT (x):
n:=n+1
if n < m then
j = h(z), [S;] =55 +1
if |S;| < m(j) a pozice h; (x) v T; je prazdnd then E}
vlozime x do tabulky 7T} na pozici h; (z)
else
if |S;| < m(j) a pozice h; (z) v T, je obsazend then
vytvofime seznam S; prvku v tabulce T}
vyprazdnime tabulku T}
zvolime ndhodné funkei h; € Hy,, ()2 Volime funkci h_j
while h; neni prostd na mnoziné S; do
zvolime ndhodné funkci h; € Hy,, (52
enddo
for every y € S; do vlozime y do T} na pozici h; (y) enddo  [Pehashujeme prvky]
else (riati |5 5 > m(9)]
m(j) :=2m (j) [Zdvojnasobime prostor pro tabulku T_j]
if neni dost prostoru pro tabulku 7} nebo

o(m)—1 ) 8m2
2 ) > 2
> 2m@) 2 s am
then
RehashAll
else

alokujeme prostor pro novou prazdnou tabulku 75
vytvoiime seznam S; prvku ze staré tabulky 7} a zrusime ji
zvolime nahodneé funkci hj € Hs,, (52
while h; neni prostd na mnoziné S; do | velime nahodné funkei h_j
zvolime nahodné funkci hj € H,, ;)2
enddo
for every y € S; do vlozime y do Tj na pozici h; (y) enddo  [rzenashujeme prviy]
endif
endif
else
RehashAll
endif
endif

RehashAll:

projdeme tabulku 7" a tabulky 7; a vytvoiime seznam prvkua z mnoziny S @
m:= (1+4c¢)|9|

zvolme nahodné h € Hy ()
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for every i =0,1,...,0(m)—1do S;:={z € S| h(x) =i} enddo

Dokud neni splnena

. -1 2 8m2 i
while U(m) 2(1S.; 2m do (#1) podminka #1, tak
E:ZZQ K‘ Z‘) < o(m) + pomoci nahodne hash.
zvolme nahodné h € %a(m) funkce rozdeluju

for every i =0,1,...,0(m)—1do S;:={z € S| h(x) =i} enddo | @ ™= S_*-
enddo
Komentéi: zde S; jsou mnoziny vytvorené nahodné zvolenou funkci A
n:=0
for every i =0,1,...,0(m) —1do
m (i) := ||
zvolime ndhodné h; € Ho,, ;)2
while h; neni prostd na mnoziné S;do
zvolime ndhodné h; € Hy,, ;2
enddo
enddo
for every z € S do INSERT(z) enddo

Volime funkci h i

DELETE(2):

ji=h(x),n:=n—1,15;| =[S -1

odstranime z z pozice h; (x) v tabulce T}, pozice bude prazdna
if n < 1775, then RehashAll endif

MEMBER(z):

j=h(z)

if z je na h; (x)-té pozici v tabulce T; then
Vystup: z je prvek S

else
Vystup: x neni prvkem S

endif

Algoritmy pédpokladaji, ze pii operaci INSERT (x) prvek x nepatii do S a pii operaci
DELETE(z) x je prvkem S. Pak n znamend velikost reprezentované mnoziny.

Uvedu slozitost této metody bez dukazu.

Véta. Popsand metoda vyZaduje linedrni pamét (neuvazuje se pamét potrebnd pro zakddo-
vdni haSovacich funkci), operace MEMBER v nejhorsim pripadé vyzZaduje ¢as O (1) a
ocekdavand amortizovand sloZitost operaci INSERT o DELETE je také O (1).

Toto zobecnéni Fredman-Komlés-Szemerédiho metody navrhli Dietzfelbinger, Karlin, Mehl-
horn, Meyer auf der Heide, Rohnert a Tarjan.

Dalsi nevyhoda Fredman-Komlds-Szemerédiho metody:

Navrzend metoda pracuje pro m < 3n, ale nezajisti m = n. Lze Fict, Ze pamét je efektivni
vyuzita? Existuje metoda, ktera by umoznila navrh perfektni hasovaci funkce pro m =
n? Z vysledku pro (N, m,n)-perfektni soubory funkei plyne existence (N, n, n)-perfektniho
souboru pro nV > en*+n(7) 1n (N). Zminime se orienta¢né o parametrizované metodé, ktera
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navrhuje perfektni hasovaci funkci pro S C U a pro |S| = n. Parametr bude pfirozené ¢islo r,
které urcuje, jaké hypergrafy jsou uzity pii konstrukci funkce. Proto nejdfive pfipomeneme
nékolik definic.

Dvojice (X, E), kde X je mnozina a E je systém r-prvkovych podmnozin X, se nazyva
r-hypergraf. Prvky v E se nazyvaji hrany r-hypergrafu. Cyklus je hypergraf (X, F), kde
kazdy vrchol lezi alespon ve dvou ruznych hrandch. Naopak r-hypergraf (X, E) se nazyva
acyklicky, kdyz zadny jeho podhypergraf neni cyklus.

Nyni popiseme metodu, ktera je rozdélena do dvou kroku. Je ddno S C U takové, ze |S| = n.

Krok 1) M¢jme r-hypergraf (V, E), kde |E| = n. Nalezneme zobrazeni
g:V—={0,1,...,n—1}

takové, ze funkce h : E — {0,1,...,n— 1} definovand h(e) = >.;_, g (v;) mod n, kde
e = {v1,va,...,v,}, je prosta (misto s¢itani modulo n muzeme pouzit libovolnou grupovou
operaci na mnoziné {0,1,...,n — 1}). Pro acyklicky r-hypergraf lze funkci g zkonstruovat
nasledujicim postupem. Zvolime bijekci h : E — {0,1,...,n— 1} a pak definujeme g
nasledovné: kdyz e = {vy,v9,...,v,.} a g (v;) je definovdno pro i = 2,3,...,r, pak

g(v1) =h(e) — Zg(vi) mod n.

Protoze pro kazdy acyklicky r-hypergraf existuje vrchol, ktery lezi v jediné hrané, l1ze tento
postup pouzit ke konstrukei g pomoci indukce (a tedy mame algoritmus pro konstrukei g).

Krok 2) Nalezneme r funkei fi, fo,..., fr : U — V takovych, ze (V, E), kde

E={fi(x), fa(2),.... fr(2)} [ 2 €S},

je acyklicky r-hypergraf. Pak hasovaci funkce f je definovéna f(z) = >.._; g (fi (z)) pro
kazdé x € U. Z konstrukce vyplyva, ze je perfektni na mnoziné S.

Autofi dokazali, ze nejvhodnéjsi alternativa je, kdyz zobrazeni fi, fo,..., f, jsou ndhodné
zvolend nahodnd zobrazeni. Bohuzel takova zobrazeni neumime zkonstruovat, ale autori
ukézali, ze pro tyto ucely lze pouzit ndhodny vybér funkci z néjakého c-univerzalniho
souboru funkei.

Autofi ukézali, Ze jejich algoritmus vyzaduje O (rn+ |V]) ¢asu a O (nlogn + rlog|V])
paméti.

Tento metapostup navrhli Majewski, Wormald, Havas a Czech (1996).

Pro praktické pouziti je problematicka reprezentace r-hypergrafu a i ndhodna volba funkci
f1, fay ..., fr (viz predchozi diskuze o c-univerzalité). Z pozadavku na perfektni hasovaci

funkci je opét problémem splnéni pozadavku 4). Nevim, jak je uvedend metoda prakticky
pouzitelna a zda se nékde pouziva.
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|
EXTERNT HASOVANT

Navrzeny postup je také znam pod nazvem Faginuv algoritmus. Timto problémem se prvni
asi zabyval Larsson.

Resime jiny problém — ulozeni dat na externi pameét. Hlavni problém — minimalizovat pocet
pifstupti na externi pamét.

Piedpoklady: Externi pamét je rozdélena na strdnky, kazda strdnka obsahuje b polozek
(dat) (predpokladdme, ze b > 1, jinak to nemd smysl). Vzdy v jednom kroku nacteme celou
stranku do interni paméti nebo celou stranku v interni paméti v jednom kroku zapiSeme na
externi medium. Tyto operace jsou fadové pomalejsi nez oprace v interni paméti.

N4&s cil: Nalézt zpusob ukladani dat do stranek externi paméti, aby se minimalizoval pocet

NAARNRNNRARA

operaci s externi paméti.

Ptedpokladejme, ze h : U — {0,1}" je prosté zobrazeni takové, ze délka h (u) je stejnd pro
vSechny prvky univerza U. Oznactme k délku h (u) pro u € U. Pak h je hasovaci funkce.
Def: Necht S C U, pak pro slovo o délky mensi nez k definujme

hs' (a) = {s € S| a je prefix h(s)}.

pet: Rekneme, 7e a je kritické slovo, kdyz 0 < ]h;l (o) | < b a pro kazdy vlastni prefix o slova «

plati |hg' (/)| > b. Pro kazdé s € S existuje pravé jedno kritické slovo a, které je prefixem
h (s). Definujme d (s) pro s € S jako délku kritického slova, které je prefixem h (s) a @

d (S) = max {délka («) | a je kritické slovo} = max {d(s) | s € S}.

Mnozinu S reprezentujeme tak, ze je jednoznacnd korespondence mezi kritickymi slovy a
strankami externi paméti slouzicimi k reprezentaci S. Na strance prislusejici kritickému
slovu « je reprezentovan soubor hgl ().
Problém: jak nalézt stranku kritického slova a?
Reseni: Adresar je funkce, kterd kazdému slovu « o délce d(S) pritadi adresu stranky
predpisem
kdyz kritické slovo 3 je prefixem «, pak k « je ptritazena stranka korespondujici s 3,
jinak je k « pfitazena stranka NIL — specialni prazdné stranka.
Korektnost: Pro riizng kritickd slova 8 a v plati hg' (8) N hg' (v) = 0, a tedy pro kazdé
slovo o délky d (S) existuje nejvyse jedno kritické slovo, které je prefixem a. Kdyz « je
slovo délky d (S), pak nastane jeden z téchto tii piipadu:
(1) hg' (@) # 0, pak 0 < |hg' (@) | < b a existuje pravé jedno kritické slovo 3, které je
prefixem «;
(2) hg' (@) = 0 a existuje prefix o’ slova a takovy, ze 0 < |hg' (a/) | < b, pak existuje
pravé jedno kritické slovo, které je prefixem o/ (a tedy také prefixem «);
(3) hg' (@) = 0 a pro kazdy prefix o/ slova a plati bud hg' (') = 0 nebo |hg' (/)| > b
(pak k « je prifazena strénka NTL.
Méjme slovo « o délce d (S). Oznacme c(«) nejkratsi prefix o slova a takovy, ze stranka
prifazend slovu 8 o délce d (5), které ma o' za prefix, je stejnd jako strénka prirazend o.
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Vsimnéme si, ze kdyz hg' (o) # 0, pak c(a) je kritické slovo. Plati silngjsi tvrzeni, které
tvrdi, Ze néasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) stréanka pfifazend slovu « je ruzna od NIL;

(2) c(a) je kritické slovo;

(3) néjaky prefix a je kritické slovo.

Vsimnéme si, ze znalost adresdfe umoznuje nalézt slovo ¢ (a) pro kazdé slovo o délce d (5).

Linearni uspoiradani na slovech délky n nazveme lexikografické, kdyz a < S, pravé kdyz
a =~0a" a =~18" pro néjaka slova v, o’ a f’. Lexikografické usporadani vzdy existuje a
je jednoznacné.

Reprezentace adresafe: Je to seznam adres stranek o délce 245) takovy, ze adresa na i-tém
misté odpovidd i-tému slovu délky d (5) v lexikografickém uspotadéni.

Piiklad: U je mnozina vSech slov nad {0,1} o délce 5, h je identickd funkce a b = 2.
Reprezentujme mnozinu S = {00000, 00010, 01000, 10000}. Pak d(00000) = d (00010) =
d (01000) = 2, d (10000) = 1, kriticka slova jsou 00, 01 a 1 a adresaf je (misto adresy stranky

uvedeme mnozinu, ktera je na této strance ulozena)
00 — {00000,00010}, 01+~ {01000}, 10+~ 11+ {10000} .

Tedy ¢ (00) = 00, ¢(01) = 01 a ¢(10) = ¢(11) = 1. Kdyz odstranime prvek 10000, pak 1
prestane byt kritické slovo a adresai bude mit tvar

00 — {00000,00010}, 01 — {01000}, 10+ 11+ NIL.

Opét plati ¢ (00) = 00, ¢(01) =01 a ¢(10) = c¢(11) = 1.V adreséfi je také ulozeno d ().
Algoritmy.
Slovni popis operaci. Predpokladame, ze adresar je ulozen v externi paméti na jedné strance.

MEMBER(z):

1) Spocitame h (x) a na¢teme adresii do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h (z) o
délce d (S) a nalezneme adresu stranky piislusejici k a. Kdyz je to stranka NIL, pak x ¢ S
a konec, jinak pokracujeme krokem 2).

2) Nacteme stranku piislusejici k a do interni pameéti. Prohleddme ji a pokud neobsahuje
x, pak * ¢ S a konec. Kdyz obsahuje x, pak provedeme pozadované zmény a stranku
ulozime do externi paméti na jeji puvodni misto. Konec.

INSERT (z):

1) Spocitame h (x) a nacteme adresat do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h (z) o
délce d (S) a nalezneme adresu stranky piislusejici k a a slovo ¢ («). Kdyz stranka pfifazena
k a je NIL, pokracujeme krokem 3), v opatném piipadé pokrac¢ujeme krokem 2).

2) Nacteme stranku pfifazenou slovu a. Kdyz x je ulozeno na této stréance, pak skon¢ime.
Kdyz x neni na této strance, pak tam pfidame slovo x. Pokud na strance je nejvyse b
prvku, pak ulozime stranku na jeji puvodni misto a skonéime. Kdyz na strance je vice
nez b prvku, pak nalezneme nova kriticka slova, ktera nam stranku rozdéli, a vytvorime dvé
stranky — jednu ulozime na misto puvodni stranky a druhou ulozime na novou stranku.
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Pokracujeme krokem 4).

3) Vytvorime v interni paméti novou stranku, ktera obsahuje x, nalezneme novou stranku v
externi paméti a tam ulozime vytvorenou stranku (vSem slovum, kterd maji ¢ («) za prefix,
bude pfifazena tato strénka) a pokracujeme krokem 4).

4) Nacteme opét adresai do interni paméti, aktualizujeme adresy pfifazenych stréanek a
pripadné zvétsime adresat (to nastane, kdyz néjaké nové kritické slovo ma délku vétsi nez
d (S), pak nové d (5) je prave délka tohoto slova — obé kriticka slova vznikld v kroku 2) maji
stejnou délku). Aktualizovany adresar ulozime do externi paméti. Konec.

DELETE(z):

1) Spocitame h (x) a nacteme adresaf do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h (z) o
délce d (S) a nalezneme adresu stranky piislusejici k a a slovo ¢ («). Kdyz stranka pfifazena
k a je NIL, pak skoné¢ime. Ozna¢me /3 slovo, které ma stejnou délku jako ¢ («) a 1isf se od
¢ () pouze v poslednim bitu. Kdyz existuje slovo 8 délky d (S) takové, ze ¢ (5) = ', pak
stranka pritazena k (8 je kandidét.

2) Nacteme stranku piislusnou k slovu « do interni paméti. Kdyz tato stranka neobsahuje
x, pak skon¢ime. Kdyz tato stranka obsahuje x, pak odstranime z z této stranky. Kdyz
neexistuje kandidat nebo kdyz nova stranka a stranka kandidata dohromady obsahuji vice
nez b prvku, pak novou stranku ulozime na jeji puvodni misto a skon¢ime.

3) Kdyz nové stranka a strénka kandiddta maji dohromady b prvku, pak na¢teme stranku
kandidata do interni paméti. V interni paméti tyto stranky spojime do jedné a tuto stranku
pak ulozime do externi pameéti.

4) Nacteme adresér, kde zaktualizujeme adresy stranek. Pokud jsme sloucili dvé stranky,
musime nalézt nové ¢ («) (je to nejkratsi prefix o’ slova a takovy, ze ke kazdému slovu 5 o
délee d (S), které ma o' za prefix, je pfifazena jedna z téchto adres: adresa stranky pfifazend
k «a, adresa stranky kandiddta, NIL) a kazdému slovu o délce d (5), které ma nové c(«a) za
prefix, bude pfifazena adresa nové (spojené) stranky. Otestujeme, zda se adresaf nemuze
zkratit (to nastane, kdyz adresy stréanek pfifazené (2i + 1)-imu slovu a (2¢ + 2)-ému slovu o
délce d (5) jsou stejné pro vSechna i, pak se tato slova spoji a d (S) se zmensi o 1). Upraveny
adresat ulozime. Konec.

Nasledujici véta ukazuje, ze jsme nas hlavni cil splnili. Pro jednoduchost predpokladame,
ze adresaf je také ulozen na externi paméti a ze v interni paméti nemuze byt ulozen spolu
s néjakou jinou strankou.

Véta. Operace MEMBER. vyZaduje nejvyse tri operace s externi paméti. Operace IN-
SERT o« DELETE wvyZaduji nejuyse Sest operaci s externi paméti.

V nasem piikladu provedeme operaci INSERT(00001). Po pfidani prvku strdnka puvodné
pritazend k slovu 00 vypadé takto {00000, 00001,00010}. Tuto stréanku rozdélime na strén-
ky {00000,00001} a {00010}. Pfitom kritické slovo prvni stranky je 0000 a druhé strénky
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je 0001. Takze d (S) = 4 a adresaf vypada

0000 s {00000, 00001}, 0001 s {00010},
0010 5 0011 — NIL,

0100 — 0101 — 0110 — 0111 — {0100},
1000 —» 1001 — 1010 — 1011 — {10000},
1100 — 1101 s 1110 — 1111 +— {10000} .

To znamena, ze kromé adresy 00 se ostatni slova rozdélila na c¢tyfi slova, ale adresy zustaly
stejné. Jen u slova 00 vznikla slova dostala riuzné adresy.

V puvodnim piikladu provedeme operaci DELETE(01000). Pak kandidat je 00 a po
odstranéni prvku 01000 nastane spojeni téchto dvou stranek. Po aktualizaci adres dostane
adresar tvar

00 — 01 — {00000, 00010} , 10 — 11 s {10000},

tj. k prvnimu a druhému slovu je pritazena stejna stranka a stejné tak k tfetimu a ¢tvrtému
slovu. Takze muzeme adresafr zmensit. Pak d (S) = 1 a adresaf ma podobu

0 — {00000, 00010} , 1 — {10000} .

Vznikd otazka, jak je tato metoda efektivni. Hlavné jak efektivné vyuzivd pamét. Plati

Véta. Kdyz velikost reprezentované mnozZiny je n, pak ocekdvany pocet pouZitych stranek

. n v s . . s v . e 1+l
J€ 355 @ ocekdvand velikost adresdre je p1&5n T,

Prvni tvrzeni 1ikd, Zze otekavany pocet prvku na strance je bln2 =~ 0.69b. Tedy zaplnéno je
asi 69% mist. Tento vysledek neni piekvapujici a je akceptovatelny. Horsi je to s adresdfem,
jak ukazuje nasledujici tabulka

velikost S | 10° 109 108 1010
2 6.2-107 [1.96-10% [1.96-10'" [1.96-10'
10 1.2-10° [ 1.5-10% | 2.4 -10® |3.9-10'9
50 9.8-10% [ 1.0-10° | 1.1-10% [1.2-10%0
100 4.4-10% [ 4.5-10* [ 4.7-105 [4.9-108

kde jednotlivé radky odpovidaji hodnotam b uvedenych v prvnim sloupci. Protoze ocekdvana
velikost adreséte se zvétsuje rychleji nez linedrné (exponent un je 1+ %), tak nelze ocekéavat,
ze tuto metodu lze vzdy pouzit. Vypocty i experimenty ukazuji, ze pouzitelna je do velikosti
|S| = 10'°, kdyz b ~ 100. V tomto rozmez{ je nérist adresaie jen kolem 5%. Pro vétsi n je
tteba, aby b bylo jesté veétsi.
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