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Pisemna c¢ast zkousky z VPL.
Pocet uloh: 3.

Pokyny pro vypracovani.
Odpovéd Ano/Ne nebo relevantni hodnotu ¢i vyraz v nejjednodussim tvaru uvedte do ramecku pro Odpovéd. Jde-

li o vybér ze seznamu a), b), c¢), ..., uvedte tam vSechny spravné moznosti (a tedy nekrouzkujte). Je-li pozadovano
zduvodnéni, uvedte je do pfislusného ramecku; v pfipadé vybéru ze seznamu a), b), c), ...zduvodnéte téZ nevybrani
poloZek.

Zdtvodneéni se provadi odkazem na relevantni poucky a vSeobecna fakta a spravnou logickou argumentaci. Musi byt
dale dostatecné podrobné; napr. argument ,,plyne to z véty o kompaktnosti“ bez dalsiho mtze byt principidlné spravny,
avsak nikoli dostatecné podrobny. Vypracovani je tfeba psat Citelné a prehledné.

Hodnoceni.

Uloha je rozieSena spravné, jsou-li vechny jeji ¢asti zodpovézeny spravné véetné pozadovanych zdivodnéni; jinak je
rozfeSena nespravné. Pisemnd zkouska je absolvovana tspésné resp. dostatecné, jsou-li rozieseny spravné 3 resp. 2 tlohy;
jinak je absolvovidna nedostatecné. Céstecné feseni (plné) spravné nerozfesené tlohy miiZe pozitivné ovlivnit Gspésnost
absolvovani pisemné zkousky.

Konvence a znaceni.
Oznadeni symbolli riznymi pismeny ¢i znaky znamend, Ze jde o rtizné symboly, neni-li vyslovné uvedeno jinak. (Napf.,x,y
jsou proménné® znadi, ze x,y jsou riizné proménné.)

V dlohach z predikatové logiky jsou vSechny jazyky a teorie v logice s rovnosti, neni-li vyslovné uvedeno jinak.
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Bud P mnozina v8ech prvovyrokt s |P| =1 € N a T bud P-teorie.

A) Praveé kolik je neekvivalentnich vyvratitelnych vyroki teorie 77

Odpovéd: 92! =IM(T)|

Uvedte zduvodnéni.

¢ je vyvratitelny vyrok teorie T' < M(T) C M(—yp). Hledané &islo je tedy rovno poctu tiid modeltt K C P2 takovych,
7e M(T) C K; téch je pravé tolik, kolik je podmnozin 2 — M(T), tj. je jich 22' = IM(T),

B) Bud navic x néjaky vyrok. Prave kolik je neekvivalentnich vyrokt ¢ takovych, ze
TEA(x&¢)?

Odpovéd: 92! = IM(TU{x})]

Uvedte zduvodnéni.

JeTH =(x & ¢) & T,x F —¢. Jde tedy o polet neekvivalentnich vyrokt vyvratitelnych v T'U {x} a takovych je
prave 22/ —IMTUHA],
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A) Bud L jazyk (+), kde + je binarni funkéni symbol. Necht T je L-teorie s axiomatikou
{r+y=y+2z} U ,existuje nekoneéné prvki*
a @ je formule
(V2) @2, 5)(= = 7 + ).

Ktera z nésledujicich tvrzeni plati?
a) Pro k € N je N — {k} univerzum podstruktury struktury (N, +), pravé kdyz je k = 0. (+ je zde obvyklé
séitani pfirozenych ¢isel.)
b) ¢ je nezavisld sentence teorie 7.
c) T U{y} je ekvivalentni oteviené teorii.

Odpovéd: b)

Uvedte zdtvodnéni.

a) Mame zjistit, pravé kdy je N — {k} uzavieno na s¢itani +. To jasné plati, pravé kdyz je k < 2.

b) <N_ {0}a+> ’: TU{_'QD}? <Na+> ':TU{SD}

c) (N={0},+) C (N,+) E T U{ep}, ale (N — {0}, +) neni model T'U {p}. Podstruktura modelu oteviené teorie
je v8ak modelem takové teorie, tudiz T'U {¢} nem4 otevienou axiomatiku.

B) Je mnozina N — {0} definovatelnd bez parametri v (N, +) néjakou otevienou formuli?

Odpovéd: Ano

Uvedte zduvodnéni.

Definujici formuli je p(x) tvaru —(x + & = x).
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Bud T teorie vektorovych prostorti nad télesem R realnych éisel. Pro 0 < n € N znaéi R™ vektorovy prostor n-tic

realnych ¢isel; ma dimenzi n a je modelem T'.

A)

B)

Ktera z nasledujicich tvrzeni plati?

a) R" =R"™ (elementarni ekvivalence) pro 0 < n < m € N.

b) T nem4 algebraicky prvomodel.

c) Teorie T mé model libovolné velikosti alesponi kontinua (= velikost |R|).
d) R"=R™ (tj. R",R™ jsou izomorfni) pro 0 <n < m € N.

Odpovéd: a), ¢)

Uvedte zdtvodnéni.

a) Struktury jsou modely teorie T', ktera je kompletni; tudiz jsou elementarné ekvivalentni.

b) R! je algebraicky prvomodel T'. Bud totiz A =T, ¢ € Anenulové, e € R nenulové. Pak e — €’ se jednozna¢né
rozsifi pomoci linedrnich kombinaci na vnoreni R! do A (na jednodimenzionalni podprostor prostoru .A).

c) Z véty o kompaktnosti plyne, Ze teorie S, kterd ma nekoneény model, ma model libovolné velikosti > |L(S)|.
UvaZovan4 teorie T mé nekoneény model, |L(7T)| je kontinuum, tedy ma T model libovolné velikosti alespoii kontinua.

d) Prostory R",R™ pro 0 < n < m € N jsou rizné dimenze, tedy nejsou izomorfni.

Pravé kolik je podmnozin mnoziny R?, definovanych bez parametrt ve struktuie R*?

Odpovéd: 4

Uvedte zduvodnéni.

Je R* = T a T ma eliminaci kvantifikitort. Staci najit p(z)(R*), kde ¢(x) jsou atomické formule; hledané mnoziny
se ziskaji z téchto pomoci U a komplementu do R%. Atomicka formule p(z) je az na ekvivalenci v T nékterd z formuli
re =0s7r €R,0=0, 2z =z; ty definuji mnoziny R*, {0}, (). Hledané mnoZiny jsou tedy pravé 4 mnoZiny ), R*,

{0}, R* — {0}.




