Datum: 18.1.12 Jméno:

Pisemna ¢ast zkousky z VPL.
Pocet uloh: 3.

Pokyny pro vypracovani.

Odpovéd A(no)/N(e) nebo relevantni hodnotu ¢ vyraz v nejjednodussim tvaru uvedte do rdmecku pro Odpovéd. Zdivod-
néni kazdé polozky odpovédi uvedte do ramecku Zduvodnéni.

Zduvodnéni se provadi odkazem na relevantni poucky a vSeobecné fakta a spravnou logickou argumentaci. Musi byt dale
dostatecné podrobné; napt. argument ,plyne to z véty o kompaktnosti“ bez dalsiho mtize byt principidlné spravny, avsak nikoli
dostatecné podrobny. Vypracovani je tfeba psat ¢itelné a prehledné.

Hodnoceni.

Uloha je rozieSena spravng, se ziskem 2 body, jsou-li vSechny jeji ¢ésti zodpovézeny spravné véetné pozadovanych zdivod-
néni; jinak je rozieSena nespravné. Pisemnd zkouska je absolvovdna spésné resp. dostatecné, jsou-li rozfeseny spravné 3 (6 b.)
resp. 2 tilohy (4b.); jinak je absolvovéana nedostatecné. Casteéné feseni (plné) spravné nerozfesené tlohy miize znamenat zisk
zlomkid bodl a pozitivné ovlivnit ispéSnost absolvovani pisemné zkousky.

Konvence a znaéeni.
Oznaceni symbolil rliznymi pismeny ¢i znaky znamend, Ze jde o rtizné symboly, neni-li vyslovné uvedeno jinak. (Napf.,x,y
jsou proménné“ znaci, Ze x,y jsou ruzné proménné.)
Ohodnoceni v prvovyroki {po,...,pi—1} se znadi také jako I-tice (v(0),...,v(l —1)).
V tlohéach z predikatové logiky jsou vSechny jazyky a teorie v logice s rovnosti, neni-li vyslovné uvedeno jinak.



VL)

A) Bud P koneéné 7-prvkova mnozina vSech prvovyroki a necht T je 4-prvkovd podmnozina mnoziny {—p; p € P}. Kolik je
neekvivalentnich P-vyrokt, vyvratitelnych v teorii 17
Odpovéd.

2120

Zduvodnéni.

Bud ! = |P|, n = |T|. Pocet neekvivalentnich P-vyroka vyvratitelnych v T je 22' = IM(D)| Pfitom IM(T)| = 2'=™, nebot v € 22 je
model 7' < v(p) = 0 pro —p € T}; takovych v je evidentné pravé 2!~". Hledané &islo je 221’21_71, po dosazeni 22" -2""" — 9120,

B) Bud P = {pg,p1} dvouprvkové mnozina vSech prvovyrokt a T bud P-teorie s M(T) = {(0,1), (1,0)}. Najdéte P-formuli ¢
v CNF takovou, Ze teorie T je ekvivalentni s teorii {¢}.
Odpovéd.

(Po V p1) & (=po V —p1)

Zduvodnéni.

¢ je obecné tvaru A,y Vper —p*®). —M(T) je zde {(0,0), (1,1)}.




ULOHA 2| [PL] Bud L jazyk (<), kde < je binarni rela¢ni, a nechf T je L-teorie, ktera je extenzi teorie nekonecného
linedrniho uspoiadéni o axiom (3x)(Vy)(z < y).

A) Kterd z nésledujicich tvrzeni plati? (A/N)

2)
b)

c)

Teorie T je kompletni.
Existuje sentence ¢ tak, ze T'U {p} je jednoduchd kompletni extenze teorie T
Teorie T je ekvivalentni oteviené teorii.

Odpovéd.

a)
b)

c)

N
A
N

Zduvodnéni.

Existuje model T', ktery nema a také model ktery mé nejvétsi prvek; tyto modely svédcéi o nekompletnosti 7.
Stadi vzit za ¢ ,axiom hustoty uspofadani & ,existuje nejvétsi prvek®; pak T'U {¢} je w-kategorickd teorie a
tedy kompletni.

Konecna podstruktura modelu teorie T neni model T', tedy T nemuize byt modelem oteviené teorie.

B) Bud BC A C (R, <), kde < je obvyklé usporadani redlnych cisel a

A=10,2], B=1]1,2] jsou uzaviené intervaly redlnych ¢isel.

Ktera z nasledujicich tvrzeni plati? (A/N)

a)
b)

B je elementarni podstruktura A.
T nema eliminaci kvantifikatort.

Odpovéd.

)
b)

N
A

Zduvodnéni.

a)
b)

Formule ,z je nejmensi prvek® plati v B o 1, nikoli vSak v A o 1.
Protoze T neni modelové kompletni dle a) (A, B jsou modely T'), nemd T eliminaci kvantifikdtort.




ULOHA 3| [PL] Bud L jazyk s rovnosti bez mimologickych symbolti a 7" bud L-teorie bez mimologickych axiomi.

A) Ktera z nésledujicich tvrzeni plati? (A/N)

a) T je kompletni.

b) T je rozhodnutelna.

¢) L-teorie S s axiomy ,existuje nekoneéné prvki“ je modelové kompletni.

d) Kazda jednoducha kompletni extenze teorie T je ekvivalentni oteviené teorii.
Odpovéd.

a) N

b) A

c) A

d N
Zduvodnéni.

a) T neni kompletni, protoze ma konecné i nekoneéné modely.

b) T ma rekurzivni kompletaci. Je totiz pravé spocetné neekvivalentnich jednoduchych kompletnich extenzi teorie
T. Jsou to pravé extenze o axiom ,existuje pravé n prvkid“ s 0 < n € N, a jeSté extenze o schema ,existuje
nekonecné prvku“; jasné je lze prezentovat jako rekurzivni kompletaci.

c) Ziejmé lze kazdé neprizdné koneéné parcidlni vnofeni mezi dvéma modely teorie S bezprostfedné prodlouzit.
Tedy S je f-homogenni, tudiz ma S eliminaci kvantifikdtori a tedy je modelové kompletni.

d) Jednoducha kompletni extenze T” teorie T' o schema ,existuje nekone¢né prvki® neni ekvivalentni oteviené teorii,
nebot koneénd podstruktura jejiho modelu neni jejim modelem.

B) Prévé kolik je podmnoZin mnoziny Z, které jsou definovatelné bez parametri v L-struktufe (Z)?
Odpovéd.

2

Zduvodnéni.

Z. Hledané mno#iny jsou tedy pravé 2 mnoziny Z, ().

Struktura (Z) je model L-teorie s axiomatikou ,existuje nekone¢né prvki® a tato teorie m4 eliminaci kvantifikitort. Definujici
formuli ¢(x) 1ze napsat pomoci atomickych formuli a spojek —, &. Staci tedy najit ¢(x)((Z)), kde ¢(z) jsou atomické formule;
hledané mnoziny se ziskaji z téchto pomoci komplementu do Z a N. Atomické formule () jsou x = x; ty definuji mnozinu

Jiné feseni. Bud X C Z definovana bez parametri v (Z); pak h[X] = X pro kazdy automorfizmus (Z). Pro a,b € Z existuje
automorfizmus h struktury (Z) s h(a) = b. TudiZ neexistuje a € X, b € Z — X a hledané mnozZiny jsou pravé dvé, totiz Z a ().




