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yd

Uvod

Tento dokument je sbornikem nédvodt, postupti a souhrndi, které autofi vytvofili a pouzili pfi
studiu na MFF UK. Dokument byl vytvofen s cilem poskytnout tyto materidly i ndsledujicim genera-
cim. Cely dokument véetné jeho zdrojovych kédt je poskytovén pod licenci CC BY-NC-SA Cesko 3.0
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/cz/) a je (samoziejmé) poskytovan bez zaruky sprav-
nosti. VeSkeré navody v tomto dokumentu pfedpoklddaji vétsi ¢i mensi znalosti problematiky a tak je
nelze pouzit misto béZnych studijnich materiélt, ale jako jejich doplnék. Typicky je vhodné do tohoto

dokumentu nahliZet p¥i studiu a pfi opakovani (pfipadné i pfi pisemce, je-li to dovoleno).

Chcete se pridat?

Chcete-li do dokumentu pfidat n&jaky svij materidl nebo upravit/opravit ten stavajici, klidné m-
Zete. Stac¢i postupovat podle nasledujictho navodu.

1) Najdéte zdrojové kédy dokumentu. (Prvni verze tohoto dokumentu je umisténa na féru
http://forum.matfyz.info/. Pokud se umisténi zméni, najdete tam o tom informaci.)

2) Upravte/rozsifte je. Pfipadné opravy (zdanlivych) chyb, prosim, s nékym konzultujte, at’ se zby-
te¢né nezanaseji chyby nové.

3) Nechcete-li se vzdat autorskych prav, uved’te se (nejste-li tam jiz) na konec seznamu autorti na
titulni strané dokumentu.

4) Zmérite datum vytvoreni dokumentu (creationdate).
5) Vygenerujte dokument.

6) Ulozte novy dokument i zdrojové kédy na misto k tomu urcené.

Néco z historie

Tvorba tohoto dokumentu zacala p¥i uceni se na prvni bonifika¢ni pisemku z matematické analyzy,
kdy nékdo doporucil si vypsat vSechny zdkladni limity. Tomas Herceg se uvolil, Ze je sepiSe na pocitaci.
Vysledny dokument nesl nadpis ,Jak nalimity “. Pozdéji (kvtili dal$im bonifika¢nim pisemkam) vznikly
dokumenty ,Jak na fady”, ,Jak na integraly”, ,Jak na stejnomérnou konvergenci”, ,Jak na totdlni
diferencidl” a ,Jak na Fubiniho a diferencidlni rovnice”. Tim vznikla matematicko-analyticka fada ,Jak
na...”. Néasledné i daldi materidly byly oznacovany pojmem ,Jak na...” a tak se fada rozsifila na dalsi
predméty. Poté doslo k jejich pfepsani a slou¢eni dohromady. Pfepsédni bylo nutné, protoZe tehdejsich
devét dokumentti bylo v péti rliznych formatech. A tak vznikl tento dokument, ktery snad poslouzi
i Vam.

Méné zjevné konvence
e Téméf v celém dokumentu jsou pouzivany ¢tyfi druhy seznamii. Vyjimkou je napi. Abel-Dirichlet
a vyrokova logika.
— Z obou stran uzdvorkované fimské ¢islice se pouZzivaji pro tvrzeni, kterd musi platit zdroven.

— Z obou stran uzavorkovana mala pismena latinky se pouzivaji na seznamy, ze kterych staci,
aby platilo jen jedno tvrzeni.

— Z obou stran uzdvorkovand velkd pismena latinky se pouZivaji na seznamy ekvivalentnich
veci.

— Seznam s arabskymi ¢islicemi a pismeny latinky se zavorkou jen z jedné strany se pouziva
pro seznamy, které urcuji postup préce.



1 Jak na limity a derivace

1.1 Limity

1.1.1 Exponenciela

1.1.2 Logaritmus

Funkce Inx se v bodé

1 chova jako funkce x
v bodé 0.

y -1 1 Funkce ¢ se v bodé 0
= x chové jako funkce x + 1. nelN
X
lim z— —0 neN e N
lim=— =00 nelN Iim x"Inx=0 nelN
X—00 ex
1.1.3 Goniometrické funkce
lirr(} arcim | Funkce arcsin x se v bodé 0 chova jako funkce x.
t
linol e xanx =1 Funkce arctanx se v bodé 0 chova jako funkce x.
sin x . :
hrr(} Pl 1 Funkce sinx se v bodé 0 chov4 jako funkce x.
X—>
lim 1-cosx _1
x—0 xZ - 2

1.2 Derivace

C'=0
(xn)/ — nxn—l
(ex)/ — ex

(Infx])” = -

(@) =a*lna

(log,x)" =

xIlna

1.3 Uzite¢né vzorce

a'—b"=(@-D>) (a”_

sin(a + b) = sina - cosb + cosa - sinb
cos(a + b) = cosa-cosb —sina - sinb
sin(a — b) = sina - cosb — cosa - sinb
cos(a — b) = cosa - cosb +sina - sinb

xeR,nelN

x € R\ {0}
x€R,ae (0,c0)

x € (0,00),a € (0,1)U(1,0)

1 +an—2b2+an—3b3 +

sina + sinb = 2-sin(
sing —sinb = 2~cos(
cosa + cosb = 2-cos(

cosa —cosb = —2-sin(

ot ab"? + b”‘l)

a+b a—>
— cos( >
a+b a—
> sm(
a+b a—>
cos( >

+

. [a—
- SIn

—_—
N



2 Jak na fady

2.1 Zakladni postup feSeni fad
1) Pokud neplati lim,_,o 4, = 0, fada D.

2) a) Pokud } |a,| K, pak K také )’ a,,.
b) Pokud jsou v a, véci jako n!, pouzit D’ Alambertovo podilové kritérium.

c) Pokud jsou v a, véci jako 2", pouzit Cauchyho odmocninné kritérium.
3) Pokud se fada chova jako Y = pro n&aké a, pouZit srovnavaci kritérium.
4) Stfida-li fada znaménko, pak pouzit

a) Leibnitzovo kritérium, pokud suma vypada jako } (—1)"a,.

b) Dirichletovo kritérium, pokud suma vypada jako }’ sinn - néco nebo ) cos # - néco.

5) Pfemyslet!

2.2 Pravidla tprav

ZanK — Za-anK;aelR\{O}

ZanK,anK — Z(un+bn)K

2.3 Kritéria pro nezaporné cleny

2.3.1 Srovnavaci kritérium
Necht' dnyV¥n > ny : a, < b, pak

anK — ZanK
ZanD — anD

2.3.2 Limitni srovnavaci kritérium
Pro hr;—”” = A € R+ plati

A €(0,), pak ZanK — anK

A =0, pak Y b,K = Y 2,K) a,D = ) b,D
A=co,  pak ) a,K= Y bK) bD= Y aD

2.3.3 Cauchyho odmocninové kritérium

A€, D)In>ng: Yfa, <g = ZanK
limsup 4, <1 = ZanK

lim <, <1 = ZanK
limsup {1, >1 = ZanD
lim{fa, >1 = ZanD



2.3.4 D’Alambertovo podilové kritérium
Necht' a, > 0, pak plati

.an+1
YeODInzm: T <q = Y aK

lim sup a;” <1 = Zan K

Jim 2 <1 — ZanK

ay

lm 2 5 1 — ZanD

an

2.3.5 Kondenzaé¢ni kritérium
Necht' a, — 0 a a, je klesajici, pak plati

ZanK — ZZ”-aan

2.3.6 Raabeho kritérium
Necht a, > 0, pak plati

Ellimn( n —1)>1 — ZanK

e\l

Hlimn( n —1)<1 — ZanD

oo\l

2.3.7 Bertrandovo kritérium
ProB, =Inn [n (aizl - 1) - 1] plati

B,>1 = ZanK
B, <1 = ZanD

2.4 Kritéria pro neabsolutni konvergenci
2.4.1 Abel-Dirichletovo kritérium

Necht {a,} je posloupnost redlnych &isel a {b,} je nerostouci omezend posloupnost redlnych cisel.
Je-li spInéna alesponi jedna z nésledujicich podminek, je fada }_ a,b, konvergentni.
A) Ya, K

z M 2z

D) lim, .. b, = 0 a 4, m& omezené ¢astecné soucty, tedy AK > 0Vn € N : |a; +--- +a,| < K

2.4.2 Leibnitzovo kritérium
Necht' ¢, — 0 je klesajici, pak } (-1)" - ¢, K.



3 Jak na integraly

fu’v:uv—fuv’

3.1 Per partes

3.2 Substituce

42
fxexdxz?

y=-x
dy
a = —-2x
dy = —2xdx

@ musi byt prostd a musi sviij defini¢ni obor zobrazit na defini¢ni obor integrované funkce.

3.2.1 1.druh
Piiklad
3.2.2 2.druh
Piiklad
fs 1—XE=?
1+x x
3 1—x
Y= N1+«
yrl+x)=1-x
1=y 2
C1+8 1+ 3
E:Z_—123y2
dy  (1+49)
-1
dx =2 312 d
a+yy
f3 1—x%_fy 1 ) -
Vi+x x izi (1+y3)2

Vybereme soucést pro substituci

Z rovnice pro y vyjadiime x
Levou stranu poloZime ,rovnu” derivaci x

Z ptedchoziho vyjadiime x

3y*dy Do ptivodniho integralu dosadime y a dosadime za podil %



3.3 Raciondlni lomené funkce

f%dx g(x) #0

4
1= | =
x> -1
1) Stupen citatele < stuperni jmenovatele = vydélime.

x* x4—x+ X L X | xz+ X
= =X — = —
-1 x-1 x8-1 x3 -1 2

Ptiklad

2) Rozlozime jmenovatele na soucin.

¥-1l=@x-1D)*+x+1)

3) RozloZime funkcina parcidlni zlomky (¢initelé s kofenem v R budou mit v ¢itateli jeden parametr,
¢initelé s kofenem v C budou mit v citateli dva parametry, pokud je néjaky cinitel v soucinu k
krat, tak bude i v rozkladu k krat — postupné s mocninami 1,2, ..., k.

X oa N bx + ¢
-1 x-1 x2+x+1

4) Vynasobime rovnost ptivodnim jmenovatelem a najdeme ¢isla a,b,c atd. — nejprve dosazenim
nulovych bodti a potom podle rovnosti koeficienti u jednotlivych mocnin nezndmé.

x:a(x2+x+1)+(by+c)(x—1)

1 1 1
- h=—_= I
3 3 73

x> 1 1 —3x+3
I=—+ = +
2 f(?)x—l +x+1

3.4 Raciondlni lomené funkce s dalsimi funkcemi
(a) f R(logx)¥< — vy =logx, substituce 1. druhu

(b) f R(e™)dx = y =", substituce 1. druhu

(c) f R(x, ,”/%) dxr = y= %, substituce 2. druhu

(d) fR (x, Vax? + bx + c)
((a)) Obsah odmocniny ma dva rtizné redlné kofeny = pfevedeme na (c).

Piiklad

- Yy =

f dx 3 f dx
V—x2+4x-3 _ x=1
B =%\~

x> +4x-3=(x-1)B-x)



((b)) Obsah odmocniny nem4 redlné koreny

Vax2 +bx+c= Vax+y a>0

Piiklad

1
I:f dx = V¥2+x-1=x+y
1+ Va2+x-1

2
2 2 2 +1
X+ x—=x"+2xy+y° = x=

1-2y
dv 2y-2y)+ (P12
dy (1-2y)
- f 1 2y(1 - 2y) + (y* + 1)2

1+y+fi—;; (1-2y)2

,substituce2. druhu

(e) f R(cos x, sin x) dx. MoZnosti sefazeny podle priorit:
((a)) R(sinx,—cosx) = —R(sinx,cosx) = y =sinx
((b)) R(-sinx,cosx) = —R(sinx,cosx) = y =cosx

((c)) R(=sinx,—cosx) = —R(sinx,cosx) = y = tanx, substituce 2. druhu

rada:
y =tanx
1
sinfx+cos’x=1 = Y +1=—— = cos’x=—
COSs* X yr+1
X =arctany — de_ _1
B Y dy 1+1?

x = @(y) = arctan y + k7t @ :Rna (—g+kn;g+kn)

((d)) Vzdy lze pouzit y = tan 7, substituce 2. druhu, ale je to zoufalost

rada:
= tanE
Y 2
cos? 3 — sin? 1=
CcosX = — = >
cos? 5 +sin” 3 1+y
: X X
. sinjcosy 2y
sinx = —— = >
cos?x +sinx 1+y
2 arct dx 2
x=2arctany — — =
Y dy 1+y?

x = @(y) = 2arctan y + 2km @ : Rna (—m + 2krt; 7 + 2km)

10



3.5 Uziti integralt
Délka kiivky

I= fb A1+ (f/(x))? dx

Objem télesa vzniklého rotovanim k¥ivky podle osy x

b
V= nf FA(x)dx

Povrch (bez podstav) télesa vzniklého rotovanim k¥ivky podle osy x

b
S = 2nf F() A1+ (f(x))2dx

3.6 Znamé primitivni funkce

Il
=
B

Il
R

Il
a o
g B
= =

—_

cos2x

—_

L 2.
]
)
=

Il
N
=

Il
Q

—_ =
|
=

S}

R T T Y
I

—_

+

=
)

xn+1
F = +c
n+1

F=In|x|+c

F=—-—cosx+c
F=sinx+c

F=tanx+c

F = —cotanx + ¢

F=¢+c¢
X

F=

+C
Ina

F = arcsinx + ¢

F = arctanx + ¢

11



4 Jak na stejnomérnou konvergenci posloup-

nosti a fad, mocninné fady a Fourierovy fady
4.1 Stejnomérna konvergence

faf:]—=R
fa — f bodové — Vx € ]: fu(x) =% f(x)
=i = Ve > 0dngVn > noVx € J 1 |fu(x) = f(x)| <€
=Y — Vicdl C]: f, =3 fnalcd]

Véta f,, f:] — R. Oznat o, = sup|f,(x) - f(x)|, pak f, 3 fna] & o, — 0.

xeJ

Véta f,spoj. f, 3 f = fspoj.Tedy f,spoj.naja fnenispojnaJ] = f, B fna]

4.1.1 Postup FeSeni

1) Najdeme funkci, ke které budou f, konvergovat (vyzkousime klicové body intervalu). Pokud f,
loc
spoj. a f neni spoj. = f, B f, tedy vyloucime problémovy bod a fesime =3.

2) Najit 0, = sup|fu(x) = f(x)I

x€]J

((a)) Odhadneme funkci shora (pokud jde odhad k 0)

(b)) Pribéhem funkce najdeme maximum v bodé m (pro n pevné), maximum dosadime za x,
vypocitame supremum.

3) fu 3 f & 0, —> 0, pokud nejde o, k 0, pokratujeme bodem 4). Jinak f, konverguje k f (tedy
konc¢ime).

4) Najdeme problémovy bod (pravdépodobné I1ze urcit podle toho, k ¢emu jde m (maximum) pokud
n — o). Tento bod pomoci 6 nebo K vylou¢ime a feSime znovu od bodu 2) pro novy interval (tedy
feSime lokalni stejnomérnou konvergenci).

5) Po vyfeSeni lokdlni konvergence pfevedeme na stejnomérnou konvergenci.
loc
Pfiklad: f, 3 fna[0;1-0] = f, =3 fnal0;1).

Souhrn postupu feSeni
1) Najdeme f. Pokud f, spoj. a f neni spoj. = f, B f, prejit na 4.

2) Najit o,

(@) Odhadem.
(b)) Pritbéhem.

3) 6,0
(ano) f, =3 f; konec.

(ne) Pfejdeme na 4).
4) Vyloucit problémovy bod (6 nebo K), fesit od 2) pro novy interval.

loc

5) =3 prevéstna =3.

12



4.2 Stejnomérna konvergence fad funkci
Definice Yo, 1,(x) 3 naMCcR & sy(x) =Y, u,(x) 3 na M.
Véta (Nutnd podminka) )} u,(x) 3 naM = u,(x) =3 Ona M.

Véta (Weierstrassovo kritérium)
(1) YVxeM : |lu,(x)| <a, € R
(i) Y a,K

Pak ) u,(x) 2 na M.
Véta (O spojitosti fady funkci)  Necht' u,(x) : (a,b) — R, u, spoj. , pak

loc =
Z uy,(x) 3 na(a,b) = f(x) Z 1, (x) spoj. na (a, b)
n=1
Véta (O pfehozenisumy a derivace) Necht' ) u,(x) na (a,b) a Ju), takové, Ze plati

(i) Jxo X un(xo) K

(i) L u;() 3 na (a,b)

Pak pro F(x) = Y u,(x) plati F'(x) = ) u},(x)

Véta (Abel-Dirichlet) Necht' bi(x) > by(x) > --- > b,(x) > --- > 0 a plati jedno z nésledujicich
A) Y a, =3 &b,(x) omezena
D) b, =3 0&a,(x) ma omezené ¢astecné soucty

Pak )’ a,(x) - b,(x) =3.

Rady s omezenymi ¢asteénymi souéty

a, = (-1)" na R
a, = sinnx na [0; 21 — 0] + 2kt
a, = COS nx na [0; 21 — 0] + 2kmt

Véta (Bolzano-Cauchy) ) ui(x) 3 = Ve >0dnVm,n>nVxe...: |Z;’in ul-(x)| <e.

4.2.1 Postup feSeni
0) MozZn4 je potfeba zjistit pro jakd x suma konverguje.

1) Najdeme o0, = sup|u,(x)|
x€R

2) 0,0 = u, B0 = Yu, R
3) 0, > 0& Yo, K255y 4, =3
4) 0, >0& Y, 0,D = ? Zkusit A-D nebo B-C

5) Pro zjisténi spojitosti pouZit vétu o spojitosti fady funkci,
pro zjisténi derivace pouZit vétu o pfehozeni sumy a derivace.

13



4.3 Mocninné fady

Definice )., a,(x —a)" je mocninnd fada. Pro polomér konvergence R plati:
x—al<R = ) K

x—a/>R = ), D

Véta (O hodnoté poloméru konvergence)

1 n . n
= —— Pokud 4 lim ] , pak R = lim ]
lim sup {/Ja,| =00 [d1y41] =00 |dly41]

Véta (Abel)
Jestlize }’ a,x" konverguje pro x = R,pak ), =3 na [0;R] a tedy }’a,R" = lim,_,g_ ) a,x".

Véta Y a,x"...Rq Y b,x"...R,

(Z anx"), = Z a,nx"! Y|x| < Ry
f(z anx”) = Zan ::rll +c Y|x| < Ry
(Z anx”) (Z bnx”) = Z Cpx” Vx| < min(Rq, R,)

Cp = ()lobn + albn_l + -+ Elnbo

4.3.1 Postup feSeni
e Pro soucet fad lze vyuZit Abelovu vétu —z fady vytvofime mocninnou fadu s R = 1 a vypocitdme
soucet limitou.

e Pro rozvinuti vzorct do fad se da pouZit posledni véta (vétSinou je tfeba vzorec upravit — deri-
vace/pfevod na soucin).

14



4.4 Fourierovy fady
Definice f...2n-periodickd f € R([0;27]) = R-integrovatelné

[oe]

ap .

> + Zakcoskx + by sinkx
k=1
2

27
ak:lf 7L f(x) cos kx aoz%f; f(x)
f f(x)sinkx

fo)+flx-)
2

Fr(x)

S
S
I

Véta f € Py,
(i) Je-li f po ¢astech monoténni, pak F(x) =
(i) Af'(x) = Fr(x) = f(x)

Pozorovani flichd = a4, =0, fsudda = b, =0
Véta (Parseval)

2
f (f)* = % ST Z a; + bz) interval integralu mtZe byt posunuty

Pozn.: Pomoci Parsevala miizeme zjistit, Ze soucet tipIné jiné fady je néjaké cislo.

4.4.1 Postup feSeni
Vypocet Fourierovy fady
1) Spocitame ay, by a ay.

2) Ur¢ime vzorec Fourierovy fady dle F¢(x) = % + Y21 ax cos kx + by sin kx.

3) Pokud se to po nés chce, zjistime chovéani fady v daném bodé pomoci

fO4) + f(x-)

Fr(x) = >

(pokud je f po ¢astech monoténni)

Sinova / kosinova fada
1) Interval rozsifime tak, aby byl soumérny podle 0.

2) Funkci upravime tak, aby byla
licha pro sinovou fadu = 4, = 0, sudd pro kosinovou fadu = b, =0,
ale aby jeji ptivodni ¢ast zlistala nezménéna.

3) Vyfesime Fourierovu fadu.

Soucet fady
1) Najdeme k ptivodni fadé mocninnou fadu takovou, aby se ndm po derivaci néco zkrétilo.

2) Pokud je potfeba znovu derivovat, mtiZeme néco vytknout, aby se opét néco zkratilo.

3) Zpatky integrujeme (nezapomenout doplnit vytknuté véci, po kazdé integraci). Po kazdé integraci
porovnat s odpovidajici derivaci ptivodni fady a vypocitat c.

4) Pokud jsme se pohybovali na hranici konvergence, musime pouZit abela.
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5 Jak na totalni diferencial, implicitni funkce

a vazané extrémy

5.1 Totdlni diferencial

5.1.1 Formalné
Definice Necht' G C R" je oteviend, i € {1,...,n}, f : G — R a x € G. Parcidlni derivaci funkce f v bodé x
podle i-té proménné nazveme

af B
8_xi(x) =

hmf(xl,...,xi +t,,x) = flxn, ..., )
i—0 t ’

pokud limita existuje.

Definice Necht G C IR" je oteviend, f : G — Raa € G. Rekneme, Ze line4rni zobrazeni L : R" — R je
totdlni diferencidl funkce f v bodé a, jestlize

L farh - f@ - Ly _

0.
h—0 |h|

Znac¢ime Df(a) a hodnotu v bodé h € R" zna¢ime D f(a)(h).

Véta (Postacujici podminka pro existenci totalniho diferencidlu)
Necht' f ma v bodé a € R" spojité parcidlni derivace, tedy funkce

x — 8_xj(x)'] =1,...,n
jsou spojité v a. Pak D f(a) existuje.
Véta (O tvaru totdlniho diferencidlu) Necht' G C R" je oteviend, a € Ga f : G — R. Necht existuje
totdlni diferencial f v bodé a, pak existuji parcidlni derivace %(a) a pro vSechna h € R" plati
d d
DF@H) = 2@ty + -+ 2

X1 ox,

(a)h,,.

5.1.2 Postup vypoctu
1) Chce-li se to po nas, nalezneme spojité rozsifeni na R", tedy zkusime najit limitu v problémovém
bodé (typicky pocétek).
a) Zkusime jit k bodu z riznych smérti (x =0,y =0,x = y,...).
b) Pokud limity nejsou stejné, limita neexistuje = Nelze spojité rozsifit = Pfejdeme na 2).
c) Pokud jsou limity stejné, odhadneme funkci tak, abychom ukézali, Ze se ze vSech smérti blizi
k danému bodu.

2) Pro [x,y,...] # problémovy bod vypocitdme totadlni diferencial.

a) Vypocitdme parcidlni derivace (= provedeme derivace podle jednotlivych proménnych).

b) UkédZeme, Ze parcidlni derivace jsou spojité na R"\ problémovy bod = existuje totdlni
diferencial.

c) Uréime totdlni diferencidl podle vzorecku ve vété O tvaru totdlniho diferencialu.

3) Vypocitame totalni diferencidl pro problémovy bod.
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a) Urc¢ime parcidlni derivace v problémovém bodé (podle vzorecku v prvni definici, kde druhy
¢len citatele zndme —je to limita spocitand v bodé 1)).

b) Prohlasime, Ze pokud existuje totdlni diferencidl, pak se musi rovnat vzorecku z véty O tvaru
totdlniho diferencidlu, kam dosadime za parcidlni derivace (pravdépodobné vyjde 0).

c) Urcime, k ¢emu se bliZi diferencidl podle definice a tim ovéfime, jestli existuje. Dosadime
tedy do vzorecku z druhé definice, kde & je n-rozmérny vektor a a je problémovy bod (také
n-rozmérny vektor).

d) Pokud se hodnota urc¢end v bodé c) rovnd 0, tak totdlni diferencidl existuje a rovna se hodnoté
z b).

4) NapiSeme zavér, ve kterém shrneme nase vysledky do jedné funkce.
5.1.3 Priklad

Naleznéte spojité rozsifeni funkce f(x,y) = (x* + y?) - sin (%

> ) na R? a spoctéte parcidlni derivace
X +y
a totalni diferencidl vSude, kde existuji.

1) Problémovy bod: [0, 0]

a) x=0: lim[x y]—[0,0] (yz sin (# ) =0
y =0 : limg 10,0 (x sin (xl >= 0
X=Yy: llm[x,y]_,[olo] <2X sin (217) =0

b) Jsou stejné.

c) (x¥*+y*)seblizik0a sm( perwr ) je omezend = celd funkce se blizi k 0.

2) [x,y] #[0,0]

a) 5 af =2x- sm(xzw )+(x2+y) cos(x2+y) WZJC

f =2y- s1n<x2+y)+(x + 1) - cos(x2+y) mzy

b) g—j: a a_y jsou spojité (sp. + sp. = sp.; sp. - sp. = sp.; sp-(sp.) =sp.) vIR*\ {[0,0]} = 3ADf ([x, y])
o) Df(@)(h) = L@ +‘9—f(a)h2 = 2x-sin () + (12 + 17) - cos (247 ) - gt 2 + 2y - sin (2h) +
(> + %) - cos(x2+y ) (x2+y2 -2yh,
3) [x,y1=10,0]

2 sin 12) 0

A

=0
o

a) ax([o 0]) = limy_ w = lim,_,;

t
0,0+t 0,0 . £2 sin
2([0,0]) = lim,_g W  lim, o 230

t

Tol»—-

b) Pokud 3AD([0,0]) pak Df([0,0]) = Z([0,01); + Z([0,0])h = Oy + Ok, = 0

F(I0+h,0+haT)F(0,0]) (415 )Smﬂ o

. . . . 1

) limy,_, L |2h| = limy, g ——="— = limy o /&5 + 13 - sin ;715 =
15

= lim;,0(0- (< 1)) =
d)0=0 — HDf([0,0]) -0
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5.2 Implicitni funkce

5.2.1 Formalné
Definice Necht G C R" je oteviend a f : G — R. Rekneme, 7e f € C'(G), pokud existuji parcidlni
derivace 3—£,i =1,...,nna G ajsou to spojité funkce na G.

Véta (O implicitni funkci)
Necht' G ¢ R"! je oteviend mnozina, F: G —» R, ¥ € R", 7 € R, (%, #) € G a necht plati

(i) FeCXG),
(i) F(x,7) =0,
mn%@mia

Pak existuje okoli U € R" bodu ¥ a okoli V C R bodu 7 tak, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno
y € V s vlastnosti F(x, y) = 0. Piseme-li y = ¢(x), pak ¢ € C'(U) a plati

b Ewew)
—(x) = B~ provSsechnaxeUaj=1,...,n.
oxj &L(x, (x))

Véta (O implicitnich funkcich)

Necht' G C R""™ je oteviend mnozina, F; : G > R,j=1,...,m,X € R",ij € R", (%, ) € G anecht’ plati
(i) F;jeC(G)proj=1,...,m,
() Fi(x,7) =0, tedy Fi(Xy,..., %, ¥1,...,Uu) =0proj=1,...,m,

(iii) determinant m X m matice parcidlnich derivaci (= jakobidn) F; je nenulovy, tedy

SED - SEED)

: . : | #0.
am”"" am”""
SE ) e GEE )

Pak existuje okoli U C R"” bodu % a okoli V c R bodu j tak, Ze pro kazdé x € U existuje praveé jedno
y € Vs vlastnosti Fj(x, y) = 0 prokazdé j=1,...,m. PiSeme-liy; = ¢; e C'(U) proj=1,...,m.

5.2.2 Postup vypoctu
1) Ovéfime pfedpoklady zadané funkce f;, bod a, vybrané soufadnice y = (y1,..., yn) a zbylé sou-
fadnice x = (x,...). (m je vétsinou rovno poctu funkci. Pokud je mensi, pak je jedno, pomoci
kterych rovnic se bude pocitat.)

a) Vie{l,...,m}: fie C!

b) Vie(l,...,m}: fi(a) =0
L&y - THEY)
C) : : # 0.
oz, ) - FEE D)
2) Plati-li predpoklady, pak prohldsime, Ze na okoli bodu a 1ze y;, ..., y,, popsat jako graf funkce F
vzniklé z f nahrazenim proménnych y; funkcemi y;(x).

3) Funkci F zderivujeme podle poZadovanych soufadnic a do vyslednych rovnic dosadime bod a.

vvvvvv

derivaci).
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5.2.3 Piiklad
Pro funkdi f(x,y,z) = x* + y* + 2> — 1 dokazZte, Ze na okoli bodu [0,0, 1] Ize ur&it proménnou z, jako
funkci a spoctéte nasledujici derivace: zy, zy, Zxx, Zxy, Zyy-

1) Ovéfime predpoklady

a) Z = 2x sp., ostatni analogicky = f(x,y,2) € C!

b) f(0,0,1)=0+0+1-1=0

o) £0,0,1)=22=2%0
2) Tedy na okoli bodu [0, 0, 1] 1ze y popsat jako graf funkce x* + y* + z%(x,y) =1 =0
3)

Zy 1 2x 4+ 2z(x, Y)zy(x, ) = 0
-2x —2-0_9_O
2(xy)  2-1 2
Zoy 1 2+ 22,(x, y)Zx(x/ y) +2z(x, y)ZXX(x’ ]/) =0
ZwaZ—Q—%a@wF:—Q—oz:g:4
’ ZZ(X, y) 2-1 2
Zay + 0+ 22, (%, Y)zx(x, ) + 22(x, Y)zxy (v, y) = O

—2z,(x, Y)zy(x, ) ~0-0_ 0

ze(x, y) =

Za%Y) = 2z(x, y) _2-1_5:0
zy 1 2y;22(x, y)z,(x, ) = 0
—2x -2-0 0
z,(x, y) = ===0

2z(x, y) T 21 2
Zyy 2+ 22,(x, Y)zy(x, ¥) + 22(x, )z, (x, ) = 0
—2 = 2(z,(x, y))? _-2-0_ -2

2, y)  2-1 =5 =71

Zyy(x/ ]/) =
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5.3 Vdazané extrémy

5.3.1 Formalné
Véta (Lagrangeova véta o vdzanych extrémech)
Necht G ¢ R" je oteviend mnoZina, s <#, f, g1,...,8s € C/(G) a m&me mnoZinu

M={xeR": g1(x) =--- = g(x) =0}
Je-li a € M bodem lokélniho extrému f vzhledem k M a vektory
981, . 981 981
( S @, 5 @),
dgs Bgs dgs
( @), (@), .,8—%«:))

jsou linedrné nezavislé, pak existuji ¢isla Ay, .. ., As tak, ze
Df(a) + A1Dg1(a) + - -+ + A;Dgs(a) =

neboli

of

981 9gs
&—xl(ﬂ) + /\18—961(11) + -+ AS

a_xl(a) = 0/

8fa

1280 =0
)+ + sa_xn(a)_

Poznamka Predchozi véta nam fikd, Ze pokud extrém existuje, tak ho umime najit z néjaké rovnice.
Véta ale nezarucuje existenci extrému!

5.3.2 Postup vypoctu

VN 2

1) Ovéfime predpoklady pro funkci f a funkce g; tvofici mnozinu M.

a) Mnozina M je uzaviend. DokdZeme pomoci toho, Ze g; jsou spojité funkce a Ze obor hodnot
inverzni funkce je uzavieny, pokud je ptivodni obor hodnot uzavfeny. Pfipadné provedeme
jesté priinik téchto obort hodnot, coZ je opét uzaviena mnozina.

b) MnoZzina M je omezenda — najdeme néjakou kouli, do které se M vejde.
c) Funkce f je spojita.
d) Pokud plati a) a b), pak je M kompakini a pokud plati jesté c), pak f nabyva na M extrém.

2) Vypocitame extrémy uvniti mnoZiny M.

v, 17 d iz \ . v N
a) Polozime 97{1 = ... = % = 0 a odtud vypocitdme soufadnice xy,...,x,, ¢imZ dostaneme
n
podezielé body.

3) Vypocitame extrémy na okraji mnoziny M.

a) Ovéiime, Ze Dg; nejsou linedrné zavislé. P¥ipadné najdeme body v M, pro které jsou linedrné
z4vislé a ty zafadime mezi podezielé body.

b) Sestavime soustavu rovnic:
d
a—x]_(f‘i‘)\1g1+“'+/\mgm) =0

gi=0

Tuto soustavu vyfesime, ¢imZ dostaneme dalsi podeztelé body.

4) Ve vsech podezielych bodech vypocitdime hodnotu funkce f a vybereme z nich maximum a mi-
nimum.
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5.3.3 Piiklad
Najdéte minimum a maximum funkce f(x, y,z) = x* + 3y + 3z na mnoziné S = {x* + y* + z2 < 100}
1) Ovéfime predpoklady

a) g(x,y,z) = x> + y* + 2% spojita
S = ¢7'((—0,100]) = uzav¥ena.
b) S c B(0,200) = omezena.
c) Funkce f(x,y,z) = x> + 1y* + 32 je spojita.
d) Somezend & Suzaviend = S kompakini & f spojiti = f nabyvana S minima a maxima.

2) M = {x* + y* + 22 < 100}
a)

of
VT

of
0= 5y =4

of -
025262 — x=0&y=0&2z=0 = podezfely bod [0,0, 0]

3) M = {x* + y* + z* = 100}

a) Dg je linearné zavisla < Dg = (0,0,0)
Dg = (2x,2y,2z) # (0,0,0) na okoli S

b)
2x + A2x =0
4y + A2y =0
6z+ A2z=0

X+ y*+27 =100

-2
x=0:y=0:22=100 = z =10 x¢0:/\=2—xx:—1
_4y
yiO:)\:E:—Z 4y-2y=0 = y=0
6z—4z=0 = z=0 x> =100 = x =10

¥ =100 = y==10

4) f(0,0,0) =0 = minimum
f(£10,0,0) = 100
£(0,+10,0) = 200
£(0,0,£10) = 300 = maximum

21



6 Jak na Fubiniho a diferencidlni rovnice

6.1 Fubiniho véta — pocitini obsaht nebo integrali na intervalech

6.1.1 Formalné
Véta (Fubini) Necht f je spojitd funkce na n-rozmérném intervalu I. Pak

(R) flf(x)dxz f:l ((fbl (fh f(xl,xg,...,xn)dxn) dxn_l)m) dxy

6.1.2 Postup vypoctu

1) Idedlni je si situaci namalovat nebo pfedstavit. Pokud to nejde, snaZzime se alesporn spocitat
priseciky, to ndm muiZze pomoci pfi stanoveni okrajti pocitané oblasti.

2) Pouzijeme Fubiniho vétu
((a)) Pokud méme pocitat objem ¢i obsah mnoZiny, po¢itdme fl F, kdeF =1.

(b)) Pokud mame pocitat obecné f[ F, pouzijeme nésledujici vztah pfimo.
by byt [ (ba
fF(x)dx :f ((f (f f(xl,xz,...,xn)dxn) dxn_l)-n) dxy
I m an-1 an
6.1.3 Piiklad

Spocitejte obsah mnoziny M = {[x,y] € R? : x* < y < x + 2}.

1) Spocitdme priseciky a nakreslime si obrazek.

¥ =x+2
¥ -x-2=0
x1 =-1
Xy =2

Proménna x se pohybuje v rozmezi -1 a 2 a pro pevné x se y pohybuje od x> do x + 2.

2) PouZijeme vztah a pocitdme

2/ pre2 2 2
flzf (f 1dy)dx:f[y]§§2dx=fx+2—x2dx:
M -1 \Jx?2 -1 -1

X2 2
i1 =
y T 3]_1

Vd s, ®

6.2 Fubiniho véta — pocitani integrala
6.2.1 Postup vypoctu
1) Vnitiek integralu si upravime tak, abychom dostali rozdil dvou podobnych ¢lent, které se lisi jen
jednou proménnou apod. (nap¥. a* — b?).

2]y=a

2) Ve vyrazu zaloZime novou proménnou y a vyraz upravime do podoby napf. [y b
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3) Vyraz uvnitf integrdlu zderivujeme podle y a zapiSeme jako integral fba %(Zy) dy.

. . v 7 .V v Vewvy o rd b b
4) Pomoci Fubiniho véty prohodime vnitfni a vnéjsi integral. j: fa S fM = fa f "

m

5) Dopocitdme integral.

6.2.2 Piiklad
Necht' a > 0,b > 0. Spocitejte hodnotu integralu f;o e_“nge_bxz dx.

1) Uz méame.

2)
0 _ax2 _ —bx? oo [ —yx2 TY=7
f idx:f [e ] dx
0 X 0 X y=b
3)
00 _yxz Yy=a 0o _yxz 00 _yxz
f [e l dx:f (j‘”i(e )dy)dx:f (f(xz-e )dy)dx
0 X ly=p o \Jp 9y\ x 0o \Jb x
4)
f (fx-e_yxzdy)dx:f:f(f x-e_y"zdx)d]/
0 b M b \Jo
5)

b

a

f(foox-e‘yxzdx)dy—f[e_yxzrdy—f—idy—lln
b \Jo v L=2Y 1 b 2Y 2

6.3 Diferencidlni rovnice prvniho ¥adu

6.3.1 Formalné
Véta (OlepeniteSeni) Necht' 6 >0,y >0,Q c R?jeotevienda f : QO — R spojitd. Necht' y; je FeSeni
diferencidlni rovnice

Yy = f(x, y) na intervalu (a — 6,a)

a y, je feSeni této diferencidlni rovnice na intervalu (a,a + ). Necht’ navic existuji limity
B i) =l () = 4

Potom funkce
yi(x)  prox e (a-5,a)
y(x) =<A prox =a
y(x) prox€(aa+y)

je fesenti této diferencidlni rovnice na intervalu (a — 6,a + ).

6.3.2 Postup vypoctu

Rozhodovani typu rovnice
(@) ¥'(x) = f(x)...Z vypoctu provedeme bod 4)b).

(b) v'(x) = g(y) ... Z vypoctu provedeme bod 4)b).

(
(©) ¥ (x) = f(x)g(y) ... Z vypoctu provedeme bod 4)b).
(d) v'(x) = a(x)y(x) + b(x) ... Z vypoctu provedeme bod 4).
(

(e) y'(x) =a(x)y(x) + b(x)y*a # 0,1 ... Provedeme cely vypocet.
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Vypocet

Y (x) = a(x)y + b(x)y* (Bernouliho rovnice)

1) Zavedeme substituci z(x) = (y(x))' .

2) Ze substituce vypocitame y(x) a y'(x).

3) Vypocitané rovnice dosadime do ptivodni rovnice. Tim se rovnice pfevede na linedrni rovnici 1.
fadu s proménnou z.

4) z’(x) = a(x)z + b(x) (linedrni rovnice 1. fadu)

a) Vyfesime homogenni rovnici z'(x) = a(x)z.

b) z/(x) = f(x)g(z) (separované proménné)

A) Pro g(z) = 0 nalezneme vyhovujici z, kterd jsou feSenim rovnice na R.

B) Vytvofime rovnici ve tvaru
1 dz

@ f(x)

C) Pfevedeme dx na pravou stranu rovnice a rovnici zintegrujeme. Dostaneme

% = ff(x)dx

D) Funkce zintegrujeme a dostaneme rovnici ve tvaru
H(z) = F(x) + ¢

E) Z rovnice vyjadiime y. Najdeme tedy inverzni funkci k H. Vysledna rovnice vypada
takto:

z(x) = HY(F(x) + ¢)

F) Projdeme cely postup a uré¢ime defini¢ni obor funkce a integraéni konstanty.

G) Pokusime se rozsifit defini¢ni obor pfilepenim néjakych konstantnich feseni, ktera na-
jdeme tak, Ze funkci g(a) ze zadani polozime identicky rovnou nule. P¥i lepeni bychom
méli ovérit, Ze slepovand feSeni v bodé lepeni opravdu navazuji. Méli bychom tedy oveé-
fit rovnost limit ve vété O lepeni feSeni. Lepeni se provadi jen v bodech, kde g(a) = 0.
Slepit mtiZeme jakoukoliv kombinaci feSend.

¢) Nalezneme jedno feseni ve tvaru zy(x) = c(x)e’™ metodou variace konstant.

A) V feSeni vypocitaném v ii) dosadime z, za z.

B) UpravenéfeSeni dosadime do ptivodnirovnice (ve tvaruz’(x) = a(x)z+b(x) ) za z. Budeme
tedy muset feSeni jeSté zderivovat.

C) Meély by se zkratit vSechny ¢leny, kde se vyskytuje c(x).

D) Vyjadfime c’(x) jako funkci x.

E) Zintegrujeme c¢’(x) a ziskdme tak c(x).

F) Funkci c(x) dosadime do rovnice ziskané v bodu A). Dostaneme tak z(x).

G) Obecné feseni vytvoiime tak, Ze do rovnice z(x) = zy(x) + c(x)e?® dosadime zy(x) z bodu
F), kde c(x)e’®™ je feSeni homogenni rovnice vypotitané v bodé ii).

H) Projdeme cely postup a uré¢ime defini¢ni obor feSeni a integracnich konstant.

5) Vyslednou rovnici pro z dosadime zpét do rovnice pro y(x) vypocitané v bodé d).

6) Projdeme cely postup a urc¢ime defini¢ni obor funkce a defini¢ni obor integra¢nich konstant. M;.
zkontrolujeme, na jakém oboru je vyslednd funkce y diferencovatelna.
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6.3.3 Piiklad
Naleznéte feeni nésledujici diferencialni rovnice: xy?y’ = x* + 2.

Rozhodovani typu rovnice

o x Y
y - yz + X
, 1
y=Zy+x y 2 = cely vypocet
Vypocet
Y (x) = a(x)y + b(x)y* (Bernouliho rovnice)
1) a=-2 z(x) =
2) y(x) = V3z y() =377
3) 1.z73.7 ‘/_Z + /- 323
z'=32z+43x

4) z’(x) = a(x)z + b(x) (linedrni rovnice 1. fadu)

a) 2z =3z

b) z'(x) = f(x)g(z) (separované proménné)
A) Pro g(z) 0je z(x) = 0 feSenim na RR.
B) 1 z —3

X

C) f%—f%dx
D) In|z| =3In|x| +¢ ceR
E)

|Z| — 631n|x|+c ceR

_ ()’ e
|z| = (e -e ceR

Izl =x° ¢ ¢ € (0; )
z=cx’

F) na R\ {0} ce R\ {0}

G) naR ceR (protoZze z = 0 je feSenim)

c) Nalezneme jedno fegeni ve tvaru zy(x) = c(x)e™ metodou variace konstant.

A) zp = c(x)x?

B) ¢/(x)x® + 3c(x)x? = 2c(x)x® + 3x
C) ¢’ (x)x® = 3x

D) c'(x) = &
E) c(x) = -2

F) zp = —2x% = -3x?

G) z(x) = —3x% + cx®
H) na R\ {0} ceR

5) y(x) = V=322 + cx®
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6)

z#0
“3x>+cx* #£0

x¢&x¢%

na R\ {0; %} ceR Na tomto oboru je y(x) diferencovatelna.

6.4 Linearni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty

6.4.1 Formalné
Definice Necht ag,a4,...,a,-1 € R. Pak

A"+ a, A A +ayg =0

nazveme charakteristickyym polynomem rovnice

(n-1)

Yy +a, "V + -+ ay +agy = 0.

Véta (FSR pro rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty)
Méjme zadény ay, a1, ..., a,-1 € Ranecht Ay, ..., Arjsoukofeny charakteristického polynomu ndsobnosti
S1,...,5 (tedy s1 + - --gsi = n). Pak funkce

A

x Aqx
e’ xe, ...

x1—1 A1x Agx sk—1 ,Axx
;.

, X1 e e xR e

tvori fundamentalni systém feSeni
y" +.- + a1y +apy = 0na R.

Véta (O specidlni pravé strané pro rovnici n-tého faddu)
Méjme zadany ag, a4, ...,4,-1 € R, necht’ P,(x) je polynom n-tého stupneé a (a + if) je k ndsobny kofen
charakteristického polynomu (Ize i k = 0, = 0 nebo g = 0). Pak rovnice

Yy + -+ ay +agy = Py(x)e™ cosfx  poptipadé P,(x)e™ sin fx)
ma na R feSeni ve tvaru
Yo(x) = x*Q,,(x)e™ cos px + X*R,,(x)e™ sin Bx,

kde Q, a R, jsou polynomy stupné n.

6.4.2 Postup vypoctu

1) Vypocitdme rovnici ve tvaru y™ + a;y™ + - +a,y = 0

a) Sestrojime charakteristicky polynom A" + a;A" 1 + -+ + 4, =0
b) Vypocitdme kofeny polynomu A4, A5, ...
c) Do FSR ptiddme &leny
A) Je-li kofen A; redlné ¢islo pfidame e'™
B) Je-li kofen A; komplexni &islo ve tvaru n = a + if pfidame e** cos fx a pro komplexné

sdruzeny kofen e** sin fx

s—1,Aix

C) Je-li kofen A; s-ndsobny, pak pfiddme e, xe'™, x%eh*, ... x5 1e

d) Z FSR stanovime feseni y(x) = c1(Clen z FSR) + c,(¢len z FSR) + . ...

e) Mame-li v zadani pocate¢ni podminky v né&jakém bodé v (x) = z, potom pomoci derivovani
y(x) = ... a feSeni linedrnich rovnic dopoc¢teme konstanty. Pozndmka: e®*#* = ¢%*(cos x +
isin fx)
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2) V ptipadég, Ze prava strana ptivodni rovnice neni rovna nule, tak poc¢itime nasledovneé

a) Zkusime, jestli prava strana vyhovuje vété O specidlni pravé strané pro rovnici n-tého fadu,
pak pokracujeme na bod d).

b) V piipadé, Ze prava strana jako celek vété nevyhovuje, zkusime pravou stranu rozdélit na
jednotlivé cleny, u nichZ vyzkousSime jako v bodé¢ a).
c) Ani jeden pfipad nebyl spInén a pokracujeme tedy na bod e).
d) Pocitame podle véty O specidlni pravé strané pro rovnici n-tého fadu.
A) Urc¢ime n — stupeni polynomu, &, §, k = ndsobnost kofenu a + ip.
B) Za Q,, R, dosadime ax? + bx + ¢ dle stupné polynomu.
C) Derivujeme rovnici do maximdlniho stupné derivace ptivodni rovnice.
D) Urc¢ime polynomy Q,, R,.
E) Vypocitame y;(x) = .. ..
F) Vysledek y(x) = y(x)z bodu 1) + y;(x).
G) Konec vypoctu.

e) Potitdme pomoci variace konstant y(x) = ¢;(x)(¢len z FSR) + c,(x)(¢len z FSR) + ... ..
A) Vypocitame y'(x).
B) Pfiddme rovnici ve tvaru ¢/ (x)(néco) + c;(néco) = 0.
C) Derivujeme rovnici do maximdlniho stupné derivace ptivodni rovnice.
D) Po zkraceni dopocitame derivace konstant a konstanty.
E) Uré¢ime vyslednou rovnici y;i(x).
F) Vysledek y(x) = y(x) zbodu 1) + y;(x).
G) Konec vypoctu.

6.4.3 Piiklady

Piiklad 1)
Zadani: y’' -3y +2y =0
A2=31+2=0 A =1 A;=2
y(x) = c1e* + coe™
c1+c=2
Y'(x) = e’ + 20,6% 1,0 € RnaR
c1+2c,=3
C1 = 1 C = 1
y(x) = e + e
P¥iklad 2)d)
Zadani: y’ + 3y +2y =¢' - 2x
1)

y' =3y +2y=0
A2—31+2=0 A =1 Ay =2

y(x) = cie* + o™ c1,0o € RnalR
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2)

P¥iklad 2)e)
1)
2)
y(x) =

W3 t2p=e
vy =3y, + 2y, = —2x
Yo=Yith
Yo =3y, +2yo =€ —2x
yi:P,=1Ln=0,a=1=0a+if=1 = k=1
Y1 = axe”
Y, = ae* + axe”
y{ = 2ae" + axe*
Yy =3y; + 2y = 2ae" + axe” — 2ae* — 3axe* + 2axe* = ¢
—ae* =" = a=-1

1 = —xe’

yp:n=1L,a=0,=0a+ip=0 = k=0

Yo =a+bx
v =0
Y7 =0
vy =3y, + 2y, = -3b+2a+2bx=-2x = -3b+20=0&2b =10
3
=-1 Q—E
o3
]/2— x 2

3
y(x) = —xe" —x - 5 + 1" + e 1, € RnalR

Zadani: v’ +y = —
LA sin x

y'+y=0

A2+ 1=0 AM=i Ay = —i
y(x) = c1cosx + cpsinx c1,6 € RnaR

y(x) = c1(x) cos x + cp(x) sinx

Yo(x) = ¢ cosx — ¢y sinx + ¢, sinx + ¢, cos x
trik : ¢ cosx + c;sinx =0

Yo (x) = —cj sinx — c1 cos x + ¢} COs X — ¢ Sinx

e Yy (x) + yo(x) = —c{sinx + cycosx /-sinx

cicosx +cysinx =0 /- (—cosx)
1 =cj(-sin’x —cos’x) = —¢] = ¢; = —x

, _ Cosx
cy =

- = (¢, = In|sinx]|
sin x
Yo(x) = —xcosx + In|sin x|sin x

—xcosx + In|sinx|sinx + ¢; cos x + ¢, sin x c1,¢2 € Rna (km, (k + 1)m) keZzZ
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7 Jak na pravdépodobnost

E(@@+bX+cY)=a+bEX +cEY
var(a + bX + ¢Y) = b?varX + c?>varY + 2bc - cov(X, Y)

7.4 Nezdavislost

Xi,..., X, nezavislé & ([X; = x4,.

FX1 (xl) ..... FXn (xn)

7.1 Variace, kombinace
n! n n! n+k—-1
Vi(n) = V'(n) = n* = =" "(n) =
7.2 Charakteristiky
Nazev Oznaceni Diskrétni Spojité
EX 21 % P[X = x] ~ X fx(x) dx
Stfedni hodnota Lo f_‘x’ ()
EX (EXy,...,BEX,)T
Hustota f(x) neni f(x)
Distribuéni funkce .
(zprava spojita F(x) Yy PIX =yl [ fpdt
— Q—O)
varX >0 E((X — EX)?) = E(X?) — (EX)?
Rozptyl
varX E(X - EX)(X — EX)" = Matice: cov(X;, X)), a;; = varX;

Sikmost 7 H%f})ga

v .. , E(X-EX)*
Spicatost Hy Ve

Kovariance cov(X,Y) E(X - EX)(Y — EY) = E(XY) — (EX)(EY)
cor(X,Y) cov(X,Y)
Korelace € [-1;1] \(varX)(varY)
cor(X) Matice: cor(X;, X;),a;; = 1
7.3 Vztahy

o, Xn=x,] =P[ Xy =x1] - P[X, =x,] & Fx(x1,...,x,) =
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7.5 Diskrétni rozdéleni

7.5.1 Binomické rozdéleni: Bi(n,p)
Mame n nezavislych pokusti, zdar s pravdépodobnosti p. X je definovano jako pocet zdart.

P[X =k] = (Z)pk(l —p)"* EX =np varX = np(1 —p)

7.5.2 Alternativni rozdéleni: Alt(p)
Specialni pfipad binomického rozdéleni pro n = 1. Mdme 1 pokus, zdar s pravdépodobnosti p. X je
definovano jako pocet zdart.

P[X = k] = p*(1 —p)*™* EX=p varX = p(1 —p)

7.5.3 Poissonovo rozdéleni: Poiss (1)
Miéme ndhodné veli¢iny X3, X, ..., X; ~ Bi(n, p,) a A = lim,,_,o 1p,.

k
Yk e N : limP[Xn:k]:/\—e‘A:P[X:k] EX=A varX = A

imso0 Kl

7.54 Geometrické rozdéleni: Geo (p)
Délame ndhodné pokusy, které skonci zdarem s pravdépodobnosti p. X je definovano, jako pocet
nezdart pied prvnim zdarem.

1-p 1-p

varX =

P[X = k] = p(1 — p)t EX=—=
p(1-p) ; 2

7.5.5 Pascalovo rozdéleni (negativné binomické pro p¥irozené r): Pas ((r,p))
Zobecnéni geometrického rozdéleni: Délame nahodné pokusy, které skonéi zdarem s pravdépodob-
nosti p. X je definovéno, jako pocet nezdarti pfed prvnimi r zdary.
_rd-p

_rd-p) e X =
p p?

r+k—1
P[X:k]:( .1

%Wl—PV EX

7.5.6 Hypergeometrické rozdéleni: Hyp (N, K, n)
Mame N prvki, z nichZ K ma sledovanou vlastnost. n-krat tdhneme jeden prvek bez vraceni. X je
definovano, jako pocet vytaZenych prvki se sledovanou vlastnosti.

(K)(N_K)

k\n—k nK nkK K\N -n

P[X—kl—W =Y varX =7 (1= §) R
n

Poznamka: Pro K — oo, N — K — o0 a & — p se d4 ukazat, Ze Hyp(N, K, n) jde k Bi(n, p).
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7.6 Spojita rozdéleni

7.6.1 Rovnomérné rozdéleni: Unif (a, b)
Pravdépodobnost je na intervalu (g, b) rozdélena rovnomérné.

0 x<a
X € (a,b) F(x) =
x>b

x=a +b (b —a)

. _a _(b-a
X € (a,b) EX = > varX = B
x>b

>|<O

f(x) =

1
b—a
0

—_

7.6.2 Exponencialni rozdéleni: Ex (A)

Mame ndhodny jev, ktery se vyskytuje v ndhodnych okamzZicich v ¢ase. Vyskyty v nepfekryvajicich
se ¢asovych intervalech jsou nezdvislé. Vime, Ze za ¢asovou jednotku se primérné jev stane A-krat. X
je definovano, jako ¢as ¢ekani na prvni vyskyt jevu.

1
varX = —

==
pe
N

0 x<0 x<0

/\—Ax 0 1— —Ax 0
f(x):{ e x> F(X)Z{O e X > EX

7.6.3 Normalni rozdéleni: N (p, 62)

Také Gaussovo rozdéleni.

)= ——5F  F) o(=F) f L e Ex X =o?
X) = € 2o X) = —_— = € 2o = var =0
V2702 o -0 V2702 :

Normované normdlni rozdéleni: N(0, 1)

f(x) = p(x) = \/12_6‘% F(x) = ®(x) = f ; e EX=0 varX =1
TC —00 TT

7.7 Bayesova véta
Predpoklady: By, ..., B, jsou ndhodné jevy, B; N B; = 0Vi # j & P(B;) # 0Vi & UL, Bi = Q
P(A|B;)P(B))

Yk=1 P(A|By)P(By)

P(Bj|A) = Vychazi z: P(A N B) = P(A|B)P(B)

7.8 Cebysevova nerovnost

varX
€2

P(X - EX| > €) <

7.9 Centrdlni limitni véta

Vno?

1 [y soo 1 (v
(; X; - ny) 2% N(0, 1) P( (Z X; = ny] < x) =dkx) p=BX, o*=varX
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8 Jak na vyrokovou logiku

8.1 Schémata axiomu
Al) A — (B — A)

A2) (A—->(B—-C) > ((A—-B)—> (A—- Q)
A3) (-B —» -A) —» (A — B)

8.2 Odvozovaci pravidla

O1) Modus ponens
A A—B

8.3 Véty o logice
Véta (O dedukci)
T+A—-B < TU|{A}+B

8.4 Véty v logice
V) FA—> A

V2) + =A - (A— Q)

V3) F-—mA—- A

V4) FA - --A

V5) + (A — B) = (=B — —A)
V6) -+ A — (=B — —(A — B))
V7) F(rFA—- A) - A

Dokazovat tyto véty v logice se ¢lovék nejlépe naudi tak, Ze si prohlidne a pochopi hodné dikazi
a uvédomi si, co se kde pouZiva a potom uZ zacne rozpoznavat situace, ve kterych mtize néco znamého
pouZit. Obcas je taky dobré zacit dikaz odzadu a zkouset jak se k danému vysledku dé4 asi dostat.
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9 Jak na indexaci dokumentti a kompresi

9.1 Indexace dokumenta
9.1.1 Invertovany soubor
1) Vytvofit seznam lematizovanych slov a jejich pozic v dokumentech.

2) Sefadit a seskupit podle slov.

Zipfav zakon

ﬁ'rt:k:AN %ZPt Tt'Pt:A

fi .. . frekvence vyskytu slova v kolekci dokumentti

1t ... potadi slova dle cetnosti

I,A ... konstanty

N ...pocet slov v kolekci dokumentti

pr ... pravdépodobnost vyskytu slova v tomto typu text (na dané pozici)

Kolik slov bude mit ¢etnost mezi f; a f,?

_AN AN

TR Th

9.1.2 Signaturové soubory
Pocet jednickovych bitti pro kazdy term k = log, Pl—f

Pocet biti signatury (délka signatury) d = 5 - nk

Py ...pravdépodobnost chybného vybéru dokumentu
n ... pramérny pocet termt v dokumentu

9.2 Komprese
9.2.1 Fibonacciho kdédy

Kédovani
1) Napsat fadu (tak, aby posledni ¢islo bylo nejvyssi niZzsi nez kédované).

2) Ignorovat prvni jednicku (takZe zbude jen jedna).

3) Jit od konce fady a odecitat hodnoty od kédovaného ¢isla. Za kazdou odectenou dat na vystup 1,
za pfeskocenou dat na vystup 0. Cisla piSeme pozpatku.

4) Na konec dat zarazku (1710), kde k je fad Fibonacciho fady. Pt.: Fib, : 1110 Pro Fib, je zarazka 1.

Dekédovani
1) Najit prvni zardzku zleva (tvar viz kédovéni), pfed kterou je jednicka.

2) Vytvorit fadu o tolika cislech, kolik je ¢islic pfed zarazkou.

3) Secist ¢isla fady, pro které je v kédu 1.
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9.2.2 Eliasovy kédy

n-1
—

a(m)=0...01

p(n) = (n), = n vyjaddfené v bindrni soustavé ... neni jednoznacéné
p’(n) = p(n) bez tivodni jednicky ... neni jednoznacné

t(n) = p(n)#

v(n) = B (n)#

y(n) = A1B1AyB, ... Bi_1Ay, kde A = a(|f(n)]); B = p'(n)

y(n) = AB, kde A = a(|(n))); B = /()

Poznamka: Rozdil mezi y a )’ je jen v uspofadani biti.

o(n) = y(pm)l) - p'(n)

w(n):
Kédovdni Dekodovini
n := read(Q); i:=1;
k := "0"; r := read(1); // pocet c¢tenych bita =1
while [log,n| >0 do while r do
k := concatenate(f(n), k); r := concatenate(r, read(i));
n := |log,n|; i := to_dec(r);
end; r := read(1l);
return k; end;

return i;

9.2.3 Fazovani

1) Zjistime pocet symbolti (ozna¢me N).
2) Zjistime 2t°82N = K.
3) Prvnich N — 2K symbolii o¢islujeme bindrnimi ¢isly pomoci [log, N | cifer.

4) Pro dalsi symboly pridame dalsi cifru (na konec) a ¢islujeme po jedné.

9.2.4 Shannon-Fanovo kédovani

1) Spocitdme frekvence vyskyti symbolt (véetné mezer).
2) Sefadime znaky od nejmensi frekvence.
3) Spocitdme kumulativni pravdépodobnosti.

4) Postupné seznam ptilime a pfifazujeme bity dokud nejsou jednoznac¢né uréeny vsechny symboly
(leva pulka je 1, prava 0).

9.2.5 Huffman (staticky)

1) Spocitame frekvence vyskytii symbolii (vEetné mezer).
2) Setadime znaky od nejmensi frekvence.
3) Spojovanim dvojic zleva vytvafime strom. Nové vrcholy zafazujeme do fady (co nejvice doprava).

4) Levé hrany jsou 0, pravé 1.
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9.2.6 Huffman (adaptivni)
Kédovani
1) Za¢indame se stromem s jednim (specidlnim) vrcholem.

2) Nacteme znak a najdeme ho ve stromu. Na vystup vypisujeme ¢isla na hranach (0 vlevo, 1 vpravo).
Pokud ve stromu neni, jdeme do specidlniho vrcholu a pak vypiSeme znak na vystup.

3) Pokud znak ve stromu nebyl, provedeme nasledujici.

a) Pridame ho.
b) Pfi aktualizaci vah kontrolujeme, jestli ve stromu ve sméru doprava nahoru neni vrchol

s mensi vahou neZ je nova hodnota aktualizovaného. Pokud ano, vezmeme posledni takovy
a pfehodime ho s aktualizovanym (celé podstromy).

c) Takto postupujeme aktualizaci az do kofene.

Dekédovani
1) Cteme bity a podle nich hledame ve stromg.

2) Pokud dojdeme do listu s pismenem, vypiSeme ho.

3) Dojdeme-li do specidlniho vrcholu, na¢teme znak ze vstupu.
a) Znak vypiSeme.
b) Znak pfiddme do stromu stejné jako pfi kédovani.

9.2.7 Intervalové kodovani
Kédovani
1) Nacteme slovo.

2) Pokud se jesté nevyskytlo, uloZime ho a jeho pozici do slovniku a vypiSeme ho na vystup.

3) Pokud se uz vyskytlo, najdeme ho ve slovniku, od aktudlni pozice odec¢teme pozici uloZenou ve
slovniku, rozdil vypiSeme a do slovniku uloZime sou¢asnou pozici.

Dekédovani
1) Nacteme fetézec.

2) Je-li to slovo, vypiSeme ho a uloZime spole¢né s aktudlni pozici do slovniku.

3) Je-li to ¢islo, odec¢teme ho od aktudlni pozice a ve slovniku hleddme vyslednou pozici. Nalezené
slovo vypiSeme a do slovniku uloZime aktudlni pozici.

9.2.8 Nerozepsané metody

BSTW

Obdoba intervalového kédovani.
LZ77

Okénka (posilame 3 tidaje).
LZSS

Obdoba LZ77 (posildme bit a 2 adaje).
LZ78

Posilame odkaz do slovniku a rozsifujici znak.
LZW

Posilame jen odkaz do slovniku (na zac¢dtku je v ném abeceda).
BWT

Matice, permutace.
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