Slozitost I - cviceni

Martin Vseticka

1 Uvod

Pér dulezitych pojmu, které je dobré si ujasnit pred ¢tenim prikladu.
1.1 NP a co-NP

NP: decision problems where at least the YES-instances have short proofs
(that can be checked in polynomial-time) that the answer is YES. @ is in
NP if there is a verifier V(I, X') such that:

e If ] is a YES-instance, then there exists X such that V (I, X) = YES.

e If [ is a NO-instance, then for all X, V (I, X) = NO.
and furthermore the length of X and the running time of V are poly in |].

co-NP: Problems where the the NO-instances have short proofs. (E.g.,given
two circuits, Cy, Cy, do they compute the same function?). Formally, @ is in
co-NP if there is a verifier V(I, X) such that:

e If I is a YES-instance, then for all X, V(I, X) = YES.

e If I is a NO-instance, then there exists X such that V(I, X) = NO.
and furthermore the length of X and the running time of V' are poly in |I|.

NP-completeness: Problem () is NP-complete if:
1. @ is in NP, and
2. @' <, Q for any other @' in NP.

If @ just satisfies (2) then it’s called NP-hard.
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1.2 Redukce problému A na problém B

To reduce problem A to problem B we want a function f that takes instances
of A to instances of B such that:

1. if = is a yes-instance of A then f(z) is a yes-instance of B
2. if z is a no-instance of A then f(x) is a no-instance of B
3. f can be computed in polynomial time.

So, if we had an algorithm for B, we could using it to solve A by running it

on f(x).

1. cviceni

Def S ={1,...,n} znaci n tloh, pro které budeme hledat rozvrh.

Def Ulohy i a j jsou kompatibilni, pokud [si, fi) N [sj, [;) = 0. s; (vesp. f;)
znadi startovni (resp. koncovy) ¢as tlohy i.

Poznamka Hledani kompatibilnich tloh je dulezité napriklad pro planovani
uloh na jednoprocesorovém pocitaci.

Piiklad Je dédna mnozina tkolu S = {1,2,...,n} a pro kazdy ikol i cas
jeho zahéjeni s(i) a jeho ukonéeni f(i). Ukoly i a j jsou kompatibilni pokud
maji polouzaviené intervaly [s(i), f(i)) a [s(j), f(j)) prazdny prunik. Najdéte
co nejvetsi mnozinu (po dvou) kompatibilnich tikola.

1. Na prednéasce byl predveden hladovy algoritmus feSici tento problém.
Ukolem zde je dokazat, ze ne kazdy hladovy algoritmus povede k nalezeni
optima. Zkonstruujte protiptiklady na nésledujici hladové volby:

(a) stejné jako na predndsce, ale tikoly setiidit podle s(7)

(b) algoritmus v kazdém kroku vybere nejkratsi kol z téch, které jsou
kompatibilni se vSemi jiz vybranymi



(c) algoritmus v kazdém kroku vybere takovy tkol, ktery je kompat-
ibilni se vSemi jiz vybranymi, a ktery se pfekryva s nejmensim
poctem tkolu z téch, které jsou kompatibilni se vSemi jiz vy-
branymi

2. Problém ma stejnd vstupni data jako diive, ale tentokrat chceme rozvrhnout
v8echny tikoly za pouziti co nejmenstho poctu ,,zdroju“ (napi. posluchdaren
pokud tikoly = prednéasky), tj. chceme rozdélit iikoly do co nejmensiho
poctu kompatibilnich podmnozin. Rozmyslete, zda 1ze pro feseni tohoto
problému pouzit ,iteraci“ algoritmu z prednédsky (tj. nalezneme nejveétsi
kompatibilni podmnozinu, ve zbytku opét nalezneme nejvétsi kompati-
bilni podmnozinu, atd. dokud zbyvaji nezarazené tikoly). Zkuste zkon-
struovat jiny hladovy algoritmus pro tento problém a dokazte jeho ko-
rektnost.

Obecny hladovy algoritmus:
Dokud S # () opakuj:

1. Podle KRITERIA vyber x € S a pridej x do feseni.
2. 7 S odeber tlohy nekompatibilni s x.

Reseni:
1. ad 1.

(a) Vybirdme vzdy tikol s nejmensi hodnotu s;.

Protipriklad:
[-———- 1 - ]
[-2-1[-3 -]

Vybereme tkol 1, prestoze bychom méli vybrat tkoly 2 a 3 (max-
imalizujeme kardinalitu mnoziny kompatibilnich tkolld, ne trvani
tloh!).

(b) Nejkratsi f; — s;.
Protipriklad:



- 3 -]
[-- 1 =-1[-- 2 --]

Vybereme tkol 3 (¢imz zabijeme ukoly 1 a 2), pfestoze bychom
meli vybrat tkoly 1 a 2.

(¢) Ukol, ktery se prekryva s nejmensim poctem tkoli z .
Protipriklad:

Nejlepsi vysledek jsou ¢tyti tlohy naznacené Sipkou. Kdyz vsak
vybereme tulohu, ktera se prekryva s dvéma jinymi tlohami, tak
zabijeme dvé ulohy a jiz muzeme ziskat pouze nejlepsi rozvrh se
tfemi ulohami.

(d) Nejvetsi s; (resp. nejmensi f;). Toto jiz funguje! Je snadné si
rozmyslet, ze pokud mame optimélni rozvrh O, ktery nepouziva
ulohu ¢ s minimalnim casem f;, pak muzeme z O odebrat 1. tlohu
a pridat do O 1lohu i a stdle mame optimalni rozvrh.

2. ad 2.
Jak by nas napadlo, ze to jde délat:

e Iterativni pouziti kritéria (d) z minulého piikladu.
Protipriklad:

[--- 1 —=-] [-—- 2 ---]
[--- 3 -]



Evidentné jdou dat tkoly do dvou kompatibilnich mnozin S, =
{1,2} a Sy = {4, 3}. N45 algoritmus vSak vezme' tikol 3, pak tkol
1, ¢imz vznikne S; = {3,1} a pak vytvoii Sy = {2} a nésledné
S3 = {4}. Algoritmus tedy vytvoril 3 mnoziny ackoli staci 2.

e [terativni pouziti blackboxu, ktery dokaze vytesit remizy v predchozim
algoritmu, vybirajictho maximalni kompatibilni mnoziny.
Protipriklad:

e Iterativni pouziti kritéria (c) s rozdilem, ze koliduje s nejvétsim
poctem 1loh

Protipriklad:

3 2 1 1
(- 1= 10--1[--]
[(—-1[--1[--—----- 1 ]

1 1 2 3

Cisla udavaji s kolika tilohami dand tdloha koliduje. Je vidét, ze
opét algoritmus vrati tii mnoziny iloh, kdezto evidetné je mozné
je rozdélit do dvou.

e Usporadame ulohy podle rostoucich s; a zpracovavame je v tomto

poradi. Pii zpracovani tkolu se startovnim ¢asem s; provedeme
to, ze jej pritadime do libovolné z jiz vytvorenych kompatibilnich
skupin, ke které ho priradit lze a pokud takova skupina neexistuje,
tak kol ”zalozi” novou skupinu.
Formalné: Priddvame kol i. Pokud Vj € {1,...,k — 1} existuje
ukol [ v j-té skupiné takovy, ze s; < s; < f;. Tudiz nemuze ex-
istovat méné nez k skupin ukolu a musime zalozit k-tou skupinu
ukolu.

Vybirdme dle nejvétsiho s;.



Priklad:

Tento algoritmus tedy FUNGUJE.

Odbocka: Predstavme si, ze tikoly odpovidaji vrcholum grafu.
Hrany odpovidaji nekompatibilitam dvojic tikolti. Pak nas problém
muzeme prevést na problém barveni grafu. Najit chromatické ¢islo
grafu je NP-iuplny problém. My jsme vSak schopni nas problém s
rozvrhy fesit v polynomialnim case. To je divné, ne? Neni, protoze
ne kazdy graf lze pfevést na rozvrh, naptiklad kruznice Cy nejde.
Rozvrhy odpovidaji pouze jedné skupiné grafu, kterym se tika
intervalové a u nich lze najit chromatické ¢islo rychle.

Priklad V nésledujicich piikladech dokazte, ze dana struktura je matroid:

1. Necht S je kone¢énd neprazdnd mnoZina o n prvcich a k je piirozené
¢islo mensf nez n. Necht I je mnozina vSech podmnozin mnoziny S o
velikosti nejvyse k. Dokazte, ze (S, 1) je matroid.

2. Necht S je koneénd neprazdna mnoZina a necht S, S, ..., S, je rozdéleni
mnoziny S na po dvou disjunktn{ podmnoziny. Necht I = {A|Vi|AN
S;| < 1}. Dokazte, ze (S, 1) je matroid.

3. Necht (S, ) je matroid a necht
J ={A| S\ A obsahuje néjakou maximalni mnozinu z I}

Dokazte, ze (S, J) je matroid.



Reseni
1. Necht S je konecné a neprdzdnd. Necht [, = {A C S| |A| < k}.

(a) S konecnd, neprazdnd — ANO

(b) Dédiéné vlastnost je ziejma piimo z definice Ij. Jestlize mam B C
S, pak A C B ma velikost urcite < k.

(c¢) Ovetujeme: Jestlize A € I, B € I, a |A| < |B] = 3z € B\ A
tak, ze AU{x} € I}. Takové z existuje, lze vzit libovolné z B\ A.

Vsechny tii vlastnosti matroidu jsme ovérili a tedy (S, Ix) je matroid.

2. e Necht S je kone¢nd a neprazdna.
e Necht Si,...,S, je rozklad S takovy, ze Vi # j plati S;NS; =0
a U:'Lzl SZ =GS.

e Necht I/ ={AC S|Vi:|ANS;| <1},

(a) S konecnd, neprazdnd — ANO

(b) Dédiéné vlastnost plati. Jestlize mém B € I, pak pro A C B
urcité plati Vi : [ANS;| <1 - ANO.

(c) Vymeénna vlastnost: Mame A € I a B € [ takové, ze |A| < |B|.

Chceme ukazat, ze existuje alespon jedno S; takové, ze se s nim
protind B a ne A.

|B] > [Al = [{i[|BNSi| =1} > [{i|[ANSi] = 1}]
= Necht z € BN S; pak AU{z} €[

3. Necht M = (S, 1) je matroid. Chceme ovérit, ze M’ = (S,I') je také
matroid, kde”:

I'={A C S| S\A obsahuje néjakou maximaln{ nezévislou mnozinu z I'}.

Oveérujeme vlastnosti matroidu:

(a) S je neprazdna, protoze M je matroid.



(b)

Deédiénd vlastnost: trivialni, pro mnozinu A € I’ existuje maximéalni
nezavisld mnozina Ac v .S\ A a pro podmnoziny A si mohu vzit

tu samou Ac.

[Ac vyjadiuje komplement k mnoziné A, ale nejde o mnozinovy

komplement, pouze to oznacuje maximalni nezavislou mnozinu,

ktera existuje pro A.]

Vyménna vlastnost:

Je nutno ukazat: A,B € I', |A| < |B|] = Jz € B\ A tak, ze

Au{z} el

i. Jestlize existuje prvek x € B\ A tak ze = ¢ Ac, pak z je
hledanym prvkem.

e
Y&

Kandidati na prvek x jsou vysrafovani ¢erveneé.

ii. Neexistuje prvek x z pripadu i., tedy plati B\ A C Ac.

@ Pozorovani Jestlize B\ A C A¢, pak existuje prvek
y € Be takovy, ze y ¢ Ac a zéroven y ¢ A.
Diikaz.

e Z ptredpokladu |A| < |B] plyne |[A\(ANB)| < |B\(ANB)|.
Z predchozi nerovnosti a predpokladu B\ A C A déle
vyplyva, ze existuje prvek z z mnoziny B¢ takovy, ze
z ¢ A

e Pokud by kazdy prvek mnoziny B¢, ktery nelezi v A,
pattil do A¢, pak by |A¢| # |Be| — SPOR.
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e Necht Boe = Be \ A

° Nechﬁ ACC = AC \ B

e Mnoziny Bee a Ace jsou nezavislé mnoziny matroidu M
dle dédicné vlastnosti.

e Vime, ze |Bcc| > |Acc|.

e Vyuzijeme vyménnou vlastnost matroidu M, dostaneme
Acces = Ac U {t}, kde t € Bec.

e Nyni chci doplnit Agco na velikost Ao, provadim tedy
vymeény mezit Accs a Ac, dokud nema Accoo stejnou kar-
dinalitu jako Ac.

e Hledanym prvkem x je prvek z mnoziny Ac\ Acca, o které
jsme dokazali, ze je neprazdna.

2. cviceni

Priklad 1 Necht je orientovany graf G = (V, E), kde |V| = n, zaddn matic{
sousednosti. Navrhnéte algoritmus, ktery zjisti zda G obsahuje stok, tj. vrchol
x takovy, ze

e pro vstupni stupen x plati: indegree(x) =n—1 a
e pro vystupni stupen x plati outdegree(z) = 0,

pricemz algoritmus smi pouzit (piecist) pouze O(n) prvku matice. Pfedpokladejme,
ze pred zahdjenim algoritmu je jiz celd matice nactena do paméti.



Def: Matice sousednosti A pro graf G = (V, E) je matice |V| x |V takova,
ze plati:

(Z,j) ¢ F = AZ'J‘ =0

Poznamka: Mame n? dat a chceme algoritmus s casovou slozitosti O(n).
Takze se nemuzeme ani podivat na vsechny prvky.

Reseni Ulohu jde vyftesit pomoci vybraného pruchodu prvku matice.

(a) Ain =0 (b) A =1

Obrazek 1: Dvé mozné vychozi pozice

Zatneme v pravém hornim rohu” matice sousednosti. Prvni (resp. druha)
pozice na obrazku 1 vyznacuji, na ktery dalsi prvek matice se podivame,
jestlize na vychozi pozici je 0 (resp. 1). Pro¢ zrovna takto?

e Pokud je na pozici A;; = 0, pak vrchol j nemuze byt stok, protoze do
néj nevede hrana (7, j) a bude tedy platit indegree(j) < n — 2.

e Pokud je na pozici A;; = 1, pak vrchol ¢ nemuze byt stok, protoze z
néj vede hrana (7, j) a urcité bude mit outdegree(i) > 1.

V kazdém kroku prochazky tedy dokézeme vyloucit jeden vrchol, ktery
nemuze byt stokem. Staci tedy projit n — 1 pozic v matici A a o poslednim
vrcholu rozhodnout, zda je nebo neni stokem, jelikoz je to jediny kandidét.

2Tedy na pozici [0,n — 1], indexujeme od 0 do n — 1.
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Po n—1 krocich skon¢ime na diagonale - pro¢? Udélame z pravého horniho
rohu matice D kroku doli a L doleva®. Budeme na pozici [D, (n — 1) — L.
Protoze D = (n — 1) — L, tak po n — 1 krocich skonéime na prvku

[(n=1) =L, (n—1) = L],

coz je prvek diagondly.
Prvek, na kterém skonci prochazka matici, vidime na nasledujicim obrazku.

Obrazek 2: Konec prochézky matici

Tento prvek je jediny kandidat na stok a proto ho ovéiime (tj. zda bily
fadek tvori samé nuly a bily sloupec samé jednicky (kromé prvku na di-

Slozitost aloritmu:
11

Piiklad: Méjme graf:

3Plati, 2e D+ L=n—1.



jeho matice sousednosti vypada takto:

112134
11070010
2/1(010]1
3111110]0
411101110

Vrchol 1 je stok.

Priklad 2 Orientovany graf G se nazyva polosouvisly, pokud pro kazdé dva
vrcholy z, y existuje v G orientovand cesta z  do y nebo orientovand cesta z
y do x (nebo obé¢). Navrhnéte algoritmus na testovani polosouvislosti grafu,
ktery pobézi v O(n + m), kde n je pocet vrcholu a m pocet hran v grafu G.

Reseni Ukdazeme algoritmy i pro horsi casové slozitosti:

1. V ease O(n?(n +m))

Staci spustit? pro kazdé dva vrcholy grafu prohleddvani do hloubky
(DFS).

2. V ¢ase O(n(n +m))

Nejdiive spocitame matici dosazitelnosti tim, ze spustime n krat DFS
(tedy O(n(n+m))). Pak zjistime prohléddnim celé matice dosazitelnosti,
jestli existuji indexy 7, 5 takové, ze

Dli, j] = Dl[j,i] = 0.
Toto stihneme v ¢ase O(n?). Dohromady méme O(n(n + m)).

3. V ¢case O(n +m)

(a) Nejdiive najdeme v grafu G silné souvislé komponenty S, ... S,
coz stihneme v ¢ase O(n + m). Algoritmus na hledani silné sou-
vislych komponent:

4Casova slozitost DFS je O(n + n).
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STRONGLY-CONNECTED-COMPONENTS (graph G)

1 call DFS (G) to compute finishing times f [u]
for each vertex u

2 compute G°T (graph G with reversed edges)

3 call DFS (G"T), but in the main loop of DFS, consider
the vertices in order of decreasing f[u]
(as computed in line 1)

4 output the vertices of each tree in the depth-first
forest formed in line 3 as a separate strongly
connected component

Obrazek 3: Silné souvislé komponenty

@ Pozorovani: Zidné nalezené silné souvislé komponenty nelezi
na kruznici. Jinak by tyto silné souvislé komponenty spolu s kruznici
tvorili novou silné souvislou komponentu, kterd je ostie vétsi nez
SSK, ze kterych by se sklddala.

(b) Silné souvislé komponenty bychom mohli usporddat pomoci topo-
logického ti{déni®. Algoritmus pro topologické tiidéni:

TOPOLOGICAL-SORT (graph G)

1 call DFS(G) to compute finishing times f[v]
for each vertex v

2 as each vertex is finished, insert it onto
the front of a linked list

3 return the linked list of vertices

SMisto vrcholii bychom t#{dili silné souvislé komponenty. Mohli bychom algoritmus
pouzit diky pozorovani.
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Pokud se vsak podivame® na algoritmus pro STRONGLY-CONNECTED-
COMPONENTS, tak druhy DFS pruchod (fadek 3) vraci silné
souvislé komponenty v topologickém usporadani a proto TOPOLOGICAL-
SORT aplikovat znovu nepotiebujeme.

(¢) Abychom vyfesili ilohu, tak algoritmus STRONGLY-CONNECTED-
COMPONENTS z bodu (a) doplnime na fadce 3 o ulozeni infor-
mace, Ze pii stavén{ i-tého stromu S; v grafu GT (coz je topo-
logicky i-td4 SSK grafu G, jak bylo uvedeno v bodé (b)) vede z
néjakého vrcholu u € S; hrana do néjakého vrcholu v € S;_4.
Tim padem vede hrana v grafu G ze SSK S;_; do SSK S;. G je
polosouvisly tehdy a jen tehdy kdyz tohle plati pro kazdé i.

3. cviceni

Piiklad 1 Necht mdme k dispozici ,,éernou skifnku*, kterd umi fesit SAT
(rozhodovaci problém splnitelnosti CNF formuli) v polynomidlnim ¢ase. Skiinka
odpovidd pouze ANO-NE. Zkonstruujte algoritmus, ktery pro danou CNF
najde v polynomidlnim ¢ase (libovolné) spliujici ohodnoceni proménnych,
pokud takové ohodnoceni existuje.

Poznamky

e Formule je ve tvaru konjunktivni normdlni formy (CNF), jestlize je ve
tvaru konjunkce klauzuli (disjunkce literali), tedy napf. formule:

(AVB)AN(=BVCV-D)A(DV-E)
je ve tvaru CNF.

e 7Zvlastnim piipadem je prazdna formule, ta je z definice nesplnitelna.

Reseni (algoritmus)
1. Pust blackbox na vstupni formuli a ...

(a) pokud vrati NE, pak SKONCI, formule nelze splnit.
(b) pokud vrati ANO, pak prejdi na krok 2)

6Nebo si piectete kapitolu 22 a élanek o SSK v Introduction to Algorithms, 2ed

14



2. Vyber néjakou proménnou z z formule a jdi na krok 2a)

(a) dosad z = 0 do aktualniho CNF a pust blackbox ...

e pokud blackbox vrati ANO, tak prejdi na krok 2)
[Nepokazili jsme volbou z = 0 splnitelnost, tak muzeme pokracovat
na dalsich proménnych|

e pokud vrat{ NE, tak vrat dosazen{ x = 0 a piejdi na krok 2b)
[Pokazili jsme splnitelnost volbou x = 0, tak tento krok vratime
a jiz s jistotou v kroku 2b) muzeme dosadit = = 1]

(b) dosad x =1 a jdi na krok 2)

Poznamky

e Do kroku 2 se dostanu pouze pokud formule je splnitelna.

e Misto dosazovani hodnot za proménné bych mohl do formule pfidavat
literdly (proménné nebo negace proménné) a tim vynucovat jejich hod-
notu. Krok 2a bych tedy mohl nahradit tim, ze na konec formule pridam
A,

Slozitost algoritmu: O(n)

Reseni (slovné) Postupné se dosazuji hodnoty za jednu proménnou, pokud
volba projde (skiinka fekne ANO), pak dosadim za dalsi proménnou a postup
opakujeme; pokud skiinka fekne ne, pak dosadime opa¢nou hodnotu (tj.
pokud jsme prve dosadili 1, tak ted dosadime 0) a opét posleme do skiiiiky
(pokud mi to pro 0 (resp. 1) nevyslo, pak pro 1 (resp. 0) to uz vyjit musi
(jinak by neexistovalo zadné ohodnoceni)).

Piiklad 2 Problém vrcholového pokryti (VP).

e Definice na ivod: Necht G = (V, E) je neorientovany graf, necht S C V,
pak S je vrcholové pokryti G, jestlize Ve € E plati e je incidentni’ s S.

[Tedy: S je vrcholové pokryti G, pokud pro kazdou hranu (u,v) € F
plati Zze, u € S nebo v € S]

"Jestlize (u,v) € E, pak vrcholy u a v jsou incidentni s hranou e a zadné jiné vrcholy

nejsou.
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e Vstup: neorientovany graf G = (V, E) ak € N

Méjme blackbox, ktery dokéze o daném grafu fici, zda existuje v G vr-
cholové pokryti, které je < k. Navrhnéte algoritmus, ktery pomoci blackboxu
v polynomidlnim ¢ase zkonstruuje pro dany graf GG jeho minimalni vrcholové
pokryti.

Poznamka Pokud ma graf vrcholové pokryti velikosti k, pak jisté existuji
vrcholova pokryti velikosti k& 4+ 1,k + 2,..., |V, naopak to obecné neplati.

ResSeni

1. Pomoci nejvyse |V| = n dotazu na blackbox ziskdme spravnou hod-
notu parametru k. Ptame se blackboxu postupné zda existuje vrcholové
pokryti velikosti 0,1, ... dokud blackbox neodpovi, ze takové vrcholové
pokryti existuje.

Ve skutecnosti to umime rychleji. Staci vyuzit techniku puleni intervala
a pak nam staci [logan| dotazu na blackbox.

[S =V je jisté vrcholové pokryti, tedy nejpozdéji na n se zastavime.|
2. Algoritmus:

(a) Oznacime vSechny vrcholy bilou barvou.

(b) Dokud existuje bily vrchol, tak vyberu ndhodné néjaky bily vrchol
v, oznacim ho ¢ervené a zeptam se, zda na mnoziné bilych vrcholu
existuje vrcholové pokryti o velikosti & — 1:

i. pokud existuje, pak odeberu vrchol v (¢imz odstranim i hrany
s nim incidentni, ty mam jiz ale pokryté vrcholem v) a nas-
tavim k =k — 1.
ii. pokud neexistuje, tak oznaé¢im v ¢erné (tim fikam, ze v ¢ 5)
a k neménim.
Slozitost
e Zjisténi k: O(logan) pouziti BB
e Pocet vrcholu navstivenych ve smycce je nejvyse n.

Dohromady tedy O(logan +n) = O(n) pouziti BB.
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Poznamka Clovék by si mohl fict, ze algoritmus upravi tak, ze odebere
vrchol v i v pripadé ii). To v8ak rozbije algoritmus, protoze se s v mohou
odeberat i n¢jaké hrany, které jiz pozdéji nemusime pokryt.

Priklad 3 Problém TAUT.

e Vstup: Booleovska formule F' sestavajici z proménnych xq, x2,..., 2z, a
operaci {A,V,—,(,)}

e Otazka: Je F' tautologie?

1. TAUT € NP

2. TAUT € CO-NP

3. Jaka je slozitost TAUT, pokud je F ve tvaru CNFE?
4. Jaka je slozitost TAUT, pokud je F ve tvaru DNF?

ResSeni

1. Nevi se. Intuitivné je jasné, ze certifikat se bude hledat obtizné - jak
najit certifikat, ze formule ve vSech ohodnocenich plati?

Pokud vsak TAUT € NP, pak NP = co-NP. Pro¢?

2. Ano. Pokud mame formuli, kterd neni tautologii, tak stac¢i najit jedno
ohodnoceni proménnych (certifikat) takovych, ze formule neni prav-
diva. Takovy certifikat jde zkontrolovat v polynomidlnim case, takze
mame splnény vsechny pozadavky tiidy co-NP.

3. Linedrni. Na formuli "tto¢ime po klauzulich”. Stac¢i aby se v jedné
klauzuli nevyskytovala ani jedna proménnd xi,---,x, jako komple-
mentarni par® a celd formule neni tautologie. Aby tedy byla formule
tautologie, tak se musi v kazdé klauzuli vyskytovat alespon jedna proménna
jako komplementarni par.

Piiklad:
(AVB)A(=BVCV-D)

zde staci zvolit ohodnoceni v(A) = 0 a v(B) = 0 (a libovolné ohodno-
ceni ostatnich vyrokovych proménnych) a formule neni pravdivé.

8Tedy ve formé gace a zaroven ve formé negace.
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4. Na T AUT muzeme ptrevést problém SAT. Staci v TAUT znegovat celou
formuli a dostaneme formuli v CNF, ve které nehledame vyvracejici
ohodnocenti, ale splitujici. TAUT je tedy co-NP-tiplny”.

4. cviceni

Piiklad 1 Definujme problém LOUP (loupeznici) nasledovné:

Instance: Prirozena ¢isla aq, ..., a,

Otazka: Existuje podmnozina T mnoziny indexu S = {1,...,n} takova, ze:
Dai= ) a
i€l 1€S\T

Dokazte, ze LOUP je NP-uplny problém.

Reseni Dokazujeme, ze LOUP je NP-tiplny problém.
1. LOUP € NP
e Certifikat: Mnozina T

2. Je LOUP NP-tézky?

Ptevedeme na problém souctu podmnoziny' s tim, Ze soucet je b := %
(délime na pulky). Tedy:

SP o« LOUP
a1, a9, ...,0,,b (1)
al,ag,...,an,b*:iai—b (2)
i=1
ozn. A

Je ziejmé, Ze (1) m4a feseni pravé tehdy kdyz (2) mé teSeni''. Nyni
zadefinujeme b’ takto:

9¢0-SAT je kontradikce CNF.
WExistuje pro ay, .. .,a, € Zt mnozina indexi S C {1,...,n} takov4, ze Y icgai =b?
1 Jinymi slovy: Je jedno, jestli hleddme souéet 700,- nebo doplnék 300,- v 1000,-
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e jestlize b > 1A, pak b/ = b,
e jestlize b < %A, pak b/ = A —b.
Proménnou &’ zavadime proto, abychom nepracovali s prili§ malym b.
Dodefinujeme jesté prvek a,.; takto:
Upr1 =0 —(A=0)=20 - A,

coz odpovida doplnéni jednoho predmétu tak, aby soucet vsech predmeétu
byl 2b (b je hledand pulka).

Véta: Zkonstruovana instance LOUP: ay,...,a,,a,,1 mé feSeni <
vstupni instance SP: {aq,...,a,}, b ma feseni.
Diikaz.
?=" Necht LOUP({ay,..a,} U{a,1}) md feseni I C {1,2,...,n+1}.
Pak:
Sa- ¥
i€l Je{1,2,...n+11\I
n+1

Zai:A+2b’—A:2-b’
=1

Jestlize n +1 € I, pak {1,2,...,n+ 1} \ [ je feSenim SP, stejny
argument plati pron+1 € {1,2,...,n+ 1} \ [.

7<= Predpoklddame, ze soucet podmnoziny ma tfeseni I C S, pak
plati ), ; a; = b. Mohou nastat dvé moznosti:
(a) OV =bpak I' =1
(by ¥ =A—bpak I'=5\1

Z ¢ehoz dostavame, ze pro I’ plati:

Dale plati:
E ai+an+1:A—b/+Qb/—A:b/
—_——

ieS\I’ ani1

I’ je tedy Fesenim instance LOUP.
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Priklad 2 Nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy v neorientovaném vazeném
grafu lze nalézt pomoci Dijkstrova algoritmu, pokud jsou zadané vahy na
hrandch nezdporné (cestou rozumime sled hran BEZ opakovéni vrcholu).
Jak se zméni slozitost této tilohy, pokud povolime, aby byly vahy zaporné?

Reseni Problém je NP-tiplny.
Dukaz.

1. PATH € NP (certifikdtem je nejkratsi cesta).

2. Pievedeme HK o« HC™ a HC « PATH

HK o HC: V grafu zvolim vrchol z a zkopiruji jej do nového vrcholu y
(hrany vedouci do x povedou ze stejnych vrcholu také do y)

o o o o o

\N |/ -> X X
0 o o
Xy

(uplny bipart. gr.)

Nyni hleddm v novém grafu HC z x do y. Jestlize existuje, vede v
puvodnim grafu HC z x do v, kde v je predposledni vrchol v HC v
novém grafu. Tim padem je ve starém grafu i HK (mezi x a v vede
hrana).

HC o« PATH: Ohodnotim vSechny hrany -1 a hledam nejkratsi cestu.
Mé-1i velikost -(n-1), prosla vsemi vrcholy a je to tedy HC. Kratsi byt
nemohla, protoze se vrcholy nesmi opakovat a vSechny jsou vycerpany.

]

Piiklad 3 Definujme problém 0-1 CP (celociselné programovéni) nasledovné:
Instance: Celociselna matice A radu m krat n a celocis. vektor b délky m
Otazka: Existuje vektor z délky n obsahujici pouze ¢isla 0 a 1 takovy, ze
Ax < b?

Dokazte, ze 0-1 CP je NP-uplny problém.

12Hamiltonovské cesta: Existuje v grafu cesta, kterd prochdzi véemi vrcholy?
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Reseni Integer linear programming (ILP) is like linear programming, with
the additional constraint that all variables must take on integral values. The
decision version of integer programming asks whether or not there exists
a point satisfying all the constraints (for the decision version there is no
objective function).

Tvrzeni: ILP is NP-complete.
Dukaz. 1. ILP is in NP.

2. We can reduce 3SAT to ILP:

Let the variables in the 3SAT formula be z1, x», ..., x,,. We will have cor-
responding variables z1, 29, ..., 2, in our integer linear program. First, restrict
each variable to be 0 or 1:

Vi:0<z <1

Assigning z; = 1 in the integer program represents setting x; = true in
the formula, and assigning z; = 0 represents setting z; = false.
For each clause like (27 V =29 V x3), have a constraint like:

21+(1—22)—|—2’3>0.

To satisfy this inequality we must either set z; =1 or zo =0 or z3 = 1,
which means we either set 1 = true or xo = false or x3 = true in the
corresponding truth assignment. O

By Jindra:
Tvrzeni: 0-1 CP je NP-iuplny problém.

Reseni SAT o 0-1 CP.

Méjme formuli v CNF. Klauzule prevedeme na nerovnosti nésledujicim
zpusobem: Z operaci disjunkce udéldme operace s¢itani. Proménné A; v ne-
gaci zaménime za rozdil 1 — A; a ostatni proménné ponechame. O tomto
vyrazu prohldsime, Ze je > 1. Potom je nerovnost splnéna pravé tehdy kdyz
je splnéna i klauzule.

Priiklad:
(al\/—|a2VL13)<:>a1+(1—a2)+a3 > 1

Predpokladame, ze ohodnoceni proménnych nabyva hodnot 0,1.
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Celd formule je potom soustavou nerovnic. Kazdou nerovnost jesté vynasobime
(-1), aby se zménilo znaménko, a upravime. Koeficenty napiseme do matice
A a b je vektor pravych stran nerovnosti.

Priklad:

a1+(1—a2)+a321

&S —ar—14ay—a3 < —1
S —aptay—az <0

Diikaz. CP = SAT

Pokud CP ziskalo vektor z, pak ji pouzijeme jako ohodnocujici vektor
proménnych. Jelikoz jsou splnény vSechny nerovnosti, jsou splnény i klauzule.

SAT = CP

Existuje-li ohodnoceni proménnych, da se z néj ziskat vektor, ktery je
vysledkem CP. O

Piiklad 4 Definujme problém IP (izomorfismus podgrafi) nasledovné:
Instance: Neorientované grafy G a H
Otéazka: Je graf G izomorfni s néjakym podgrafem grafu H? (varianta 1)
Otézka: Je graf G izomorfni s néjakym indukovanym podgrafem grafu H?
(varianta 2)
Dokazte, ze obé varianty IP jsou NP-uplné problémy.
Reseni indukované varianty (varianta 2) '3

The subgraph-isomorphism problem takes two graphs G; and G5 and asks
whether (77 is isomorphic to a subgraph of G5. (Two graphs are isomorphic,
if there is a permutation of the verteces which transform one graph into the
other, preserving the edges). Prove that the subgraph isomorphism problem
is NP-complete, using NP-complete problems discussed in class.

Diikaz. First we prove that the subgraph-isomorphism problem is in NP.
The certificate is (G = (V1; E1); Go = (Va; Es); ¢ Vi — V,). The verifying
algorithm checks if ¢ isa one-to-one function, and for all u,v € V; whether
(u;v) € Ey if and only if (¢p(u); ¢(v)) € Es.

Secondly, we prove that CLIQUE o« SUBGRAPH ISOMORPHISM. Let
(G = (V; E);k) be an input instance for CLIQUE. Define G; to be the

BLze v nezménéné podobé pouzit i na variantu 1
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complete graph on k vertices, and Gs to be the graph G. Then (G1;G2) €
SUBGRAPH ISOMORPHISM if and only if (G; k) € CLIQUE. O

Poznamka: Graf G ze zadani ptikladu je v dukazu vyse uplny graf G na
k vrcholech a H odpovida grafu Gs.

Poznamka: Proc je toto feSeni indukované varianty? Protoze, pro vSechny
vrcholy, které netvori kliku (které odebereme z H) se odeberou i hrany s
témito vrcholy incidentni.

Reseni neindukované varianty (varianta 1)

Diikaz. Necht Gy je instance problému Hamiltonovské kruznice na grafu G
s n vrcholy. Necht G5 = C,, je prostd kruznice na n vrcholech. Pokud G,
obsahuje HK, tak je v ném zaroven i podgraf izomorfni s G5. Pokud G,

neobsahuje HK, tak neexistuje izomorfismus mezi G; a Gs.
O

5. cviceni

Piiklad 1 Necht mame k dispozici ,,éernou skifnku “, kterd umi fesit rozhodovaci
verzi problému souctu podmnoziny v polynomialnim ¢ase. Skiinka odpovida
pouze ANO-NE. Zkonstruujte algoritmus, ktery pro dany vstup optimal-
izacni verze problému sou¢tu podmnoziny najde v polynomidlnim case (vzh-
ledem k délce binarniho zapisu vstupnich dat) optimalni feseni.

Formalni zapis tlohy:
Vstup: Cisla zq,...,z,,t € Zt.
Vystup: Mnozina S C {1,...,n} takova, ze ) . .qx; < t a Y . ox; je
maximalni.

Reseni
Definujme &isla: yo,...,y, kde y; = 28 a | = |logst]. Je dilezité si
uveédomit, ze plati

coz je zakladni vlastnost binarnich ¢isel.
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Algoritmus
1. test: ¢isla x1,...,2Z,,¥0,...,y—1 a pozadovany soucet t. Jestlize, je
vysledek testu:

e ANO - pak hledané maximum lez{ v intervalu [t — (2! —1),¢].

e NE - pak hledané maximum lez{ v intervalu [0, — (2! — 1)]

Odebereme 1,1 a iterujeme dalsi testy.

By Vrtule:

BOOL ret = test: BB ({x_1, ..., x_n, y_0, ..., y_1-1}, t)
if (ret)

// Maximum se nachazi v intervalu (t - (2°1 - 1) ; t)
else {

// maximum se nachazi v intervalu (0 ; t - (271 - 1))
t=t - y_1-1;

}

1-=;

Ono totiz. Dostavas-li od BB odpovedi ANO, tak se ti cilovy interval stale
zmensuje. Kdyz dostanes odpoved NE, tak vis, ze se maximum nenachazi uz
blize k ¢t. Takze dostanes urcity interval (zalezi na poctu dotazu ANO, nez
prisel NE), kde to maximum je. Odpoved NE pro konkretni [ ti rekne, ze
neni podstatne, zda v mnozine 3 — 1 je ci neni. At uz s nim, nebo bez nej,
soucet hodnoty ¢ proste nedosahne. Takze podle o nej muzes snizit ¢-ckova
jit do dalsi iterace algoritmu.

Zkus si to nakreslit. Ten interval se bude stale pulit imho. A jakmile
ziskas presnou hodnotu maxima, tak uz je to jednoduche. Provedes n dotazu
do BB, cimz zjistis, zda dane z; se v tom souctu nachazi, nebo ne:

Odeberes x; z mnoziny a zeptas se BB:

ANO — z; neni v souctu

NE — z; je v souctu.

Jen ted nevim, zda jsou tyhle kroky zbytecne, nebo ne. Kazdopadne to
znamena n + logt dotazu na BB, coz je polynomialni vzhledem ke vstupu
(n * logt + logt + logt * logt), coz bude asi vse O(n).
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Piiklad: Necht t = 18 a déle

T =1 yo=20=1
Ty =3 p=2'=2
r3=25 Yy =2 =4
Ty =38 ys =23 =8

Yy, =2 =16

1. test: xq,...,24,9%0,...,y3, L =4
Odpovéd BB je ANO, feseni je v intervalu:
[t — (28 —1),t] = [18 — 15, 18] = [3, 18]

2. test: x1,..., T4, Y0, Y2, L =3
Odpoved BB je ANO, feseni je v intervalu:
[18 — (23 — 1), 18] = [11, 18]

3. test: x1,..., 24,0, Y1, | =2

Odpoved BB je ANO, feseni je v intervalu:
[18 — (22 — 1), 18] = [15, 18]

4. test: xq, ..., 24,90, [ =1

Odpovéd BB je ANO, feseni je v intervalu:
[18 — (21 — 1), 18] = [17, 18]

5. test: x1,...,24, 1 =0

Odpovéd BB je NE, fesen{ je v intervalu:
(17,18 — (2° — 1)] = [17, 18]

Resenim je tedy 17.

Priklad 2 Popiste jak lze pro libovolné dané n zkonstruovat graf na n vre-
holech takovy, ze aproximacni algoritmus pro vrcholové pokryti s pomérovou
chybou r = 2 (prezentovany na prednésce) na tomto grafu vraci pokryti prave
dvakrét vétsi nez je velikost optimélniho vrcholového pokryti (tj. ukazte, ze
dokazany odhad pomérové chyby je tésny).

Reseni

e Prvni reSent:
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e Budeme-li pozadovat navic souvisly graf:

o ——— <- vrchol stupne k

/NN /N

O 00O OO

Nebo na uplném bipartitnim grafu. Spoleénd vlastnost téchto dvou
prikladu je ta, ze obsahuji nezavislou mnozinu.

e Graf "hvézda”- algoritmus vybere hranu, ale stacil by stied, tedy pomérova

chyba je 2.

Priklad Navrhnéte algoritmus, ktery v polynomialnim ¢ase nalezne op-
timalni VP pro les/strom.

Reseni Idea: Je zbytecné do VP davat listy.

e Pro kazdy list bude jeho rodi¢ ve VP
e Odeberu hrany incidentni s nové oznac¢enymi vrcholy.

e Vznikne novy les. Udélam to samé, dokud nedojdou hrany.

6. cviceni

Priklad 1 Bottleneck TSP: vstupem je tplny ohodnoceny neorientovany
graf s nezdpornymi vdhami na hranich (stejné jako u obycejného TSP), o
kterych navic predpokladame, ze splnuji trojihelnikovou nerovnost. Ukolem
je opét najit nejkratsi Hamiltonovskou kruznici ve vstupnim grafu, ovsem
délka kruznice neni v tomto pripadé rovna souctu délek hran na kruznici, ale
maximu z délek hran na kruznici. Nejdiive dokazte, ze Bottleneck TSP je NP-
tézky a poté navrhnéte polynomidlni aproximacni algoritmus s pomérovou
chybou r=3.
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Reseni Nejdifve dokdzeme, ze BTSP je NP-tiplny.

1. HK o« BTSP: Zadéni HK: G = (V, E)
Sestrojim graf G2 = (V,V x V) ztplnéni grafu G a definuji:
w(e)=1...proe € E,
w(e)=2...proe ¢ FE
ohodnoceni hran.

Pokud BTSP najde HK s vahou 1, existuje v G HK a naopak.
2. Aproximacni algortmus:

e Zjistit minimalni kostru 7" grafu G.

e V T3 existuje' hamiltonovska kruznice (T byl souvisly) — najdu
tuto HK.

e Tato HK je feseni BTSP s r < 3.

Diikaz. Fakt 1: Vaha optimalni HK f(HK) je vétsi rovno nez véha
minimalni kostry 7" grafu G (oznacme ji f(t))

Dikaz:
Sporem. f(HKopr) < f(T). Potom Je € T tak, ze w(e) > vdha

B (spojené hranou e). Existuji A a B a tudiz T' neni{ minimaln{ kostra.

Fakt 2: HK v T3 (kterd existuje) md diky trojihelnikové nerovnosti
velikost max. 3x veétsi nez T'.

Dukaz:

Vezmeme hranu e nejtézsi v 7. V T° neni zddnd hrana nad vic, nez

“4Toto je tieba dokazat: Necht mam kostru T grafu G, pak v grafu T3 existuje
hamiltonovské kruznice. Dukaz se déla indukei podle poc¢tu vrchola.
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Kde eq,e9,e3,... jsou hrany z T'.

w(ey, ez, e3) < w(e) = f(T)

Diky troj. nerovnosti w(t) < w(e) + w(ey) + w(es) < 3- f(T) =
APR) < T < <3- PT

f(APR) = J(T) = f(OPT)

O

Piiklad Bin-packing. Cisla ay,...,a, (Vi:0 < a; < 1) se maji rozdélit do
co nejmensho poc¢tu binu velikosti:

1. Dokazte, ze bin-packing je NP-tézky

2. Dokazte, ze apr. algoritmus FIRST-FIT (d4 to do prvniho, kam se to
vejde), mé pomeérovou chybu nevyse 2.

Reseni
1. NP-tézky: LOUP « BP
Uloha .. .ai, . ..,a, lze rozdélit napul?
Uloha pro bin-packing:
ijl Y tak to
nejde rozdeht) mam rozdélit do dvou bmu Pokud to jde v binech jsou
rozdéleny ay, ..., a, napul (preskdlované)

cisla by, . .., b, pro kterd plati b; = <=*— (kdyby Jia; >

2. FF: Ozna¢me Opt = optimalni pocet bint, A= )", a;, f = vysledek
algoritmu FF (poc¢et binu)

Plati: FF ma nejvyse jeden bin zaplnény méné jak z poloviny

Dk: Sporem. Kdyby mél zaplnéné méné jak z poloviny 2, tak se tyto
dva biny daji slit, coz je spor s pouzitim FIRST-FIT algoritmu.

Plati: Opt < 2] A]

Dk: Sporem. Piedpokladejme, ze f > Opt (> 2[A]) = f > [A] = f >
2[A] + 1.

f ma ale zaplnény nejvyse 1 bin méné nez z poloviny, a tudiz ma alespon
2] A] binu zaplnéno vice jak z poloviny, takze tam algoritmus naskladal
vic véci, nez bylo v zadani.
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Zdroje
e http://www.cs.cmu.edu/ avrim/451 /recitations/rec0408.txt

e Piiklady ve studnici, ptiklady na foru, poznamky
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