
Složitost I - cvičeńı

Martin Všetička

1 Úvod

Pár d̊uležitých pojmů, které je dobré si ujasnit před čteńım př́ıklad̊u.

1.1 NP a co-NP

NP: decision problems where at least the YES-instances have short proofs
(that can be checked in polynomial-time) that the answer is YES. Q is in
NP if there is a verifier V (I,X) such that:

• If I is a YES-instance, then there exists X such that V (I,X) = YES.

• If I is a NO-instance, then for all X, V (I,X) = NO.

and furthermore the length of X and the running time of V are poly in |I|.

co-NP: Problems where the the NO-instances have short proofs. (E.g.,given
two circuits, C1, C2, do they compute the same function?). Formally, Q is in
co-NP if there is a verifier V (I,X) such that:

• If I is a YES-instance, then for all X, V (I,X) = YES.

• If I is a NO-instance, then there exists X such that V (I,X) = NO.

and furthermore the length of X and the running time of V are poly in |I|.

NP-completeness: Problem Q is NP-complete if:

1. Q is in NP, and

2. Q′ ≤p Q for any other Q′ in NP.

If Q just satisfies (2) then it’s called NP-hard.
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1.2 Redukce problému A na problém B

To reduce problem A to problem B we want a function f that takes instances
of A to instances of B such that:

1. if x is a yes-instance of A then f(x) is a yes-instance of B

2. if x is a no-instance of A then f(x) is a no-instance of B

3. f can be computed in polynomial time.

So, if we had an algorithm for B, we could using it to solve A by running it
on f(x).

2 Cvičeńı 2010-10-04

2.1 Př́ıklad

Def S = {1, . . . , n} znač́ı n úloh, pro které budeme hledat rozvrh.

Def Úlohy i a j jsou kompatibilńı, pokud [si, fi) ∩ [sj, fj) = ∅. si (resp. fi)
znač́ı startovńı (resp. koncový) čas úlohy i.

Poznámka Hledáńı kompatibilńıch úloh je d̊uležité např́ıklad pro plánováńı
úloh na jednoprocesorovém poč́ıtači.

Úkol Na tomto cvičeńı se hledaj́ı největš́ı (v kardinalitě) množiny kompat-
ibilńıch úkol̊u. Použ́ıvá se obecný hladový algoritmus:

Dokud S 6= ∅ opakuj:

1. Podle KRITÉRIA vyber x ∈ S a přidej x do řešeńı.

2. Z S odeber úlohy nekompatibilńı s x.

Možná kritéria pro algoritmus

1. Nejmenš́ı hodnota si.

Protipř́ıklad:
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[----- 1 ------]

[- 2 -][- 3 -]

Vybereme úkol 1, přestože bychom měli vybrat úkoly 2 a 3 (maximal-
izujeme kardinalitu množiny kompatibilńıch úkol̊u, ne trváńı úloh!).

2. Nejkratš́ı fi − si.
Protipř́ıklad:

[- 3 -]

[-- 1 --][-- 2 --]

Vybereme úkol 3 (č́ımž zabijeme úkoly 1 a 2), přestože bychom měli
vybrat úkoly 1 a 2.

3. Úkol, který se překrývá s nejmenš́ım počtem úkol̊u z S.

Protipř́ıklad:

----- -----

4 ----- ----- 4

----- 4 4 -----

-- ------- ------- -- <----

-------

2

Nejlepš́ı výsledek jsou čtyři úlohy naznačené šipkou. Když však vy-
bereme úlohu, která se překrývá s dvěma jinými úlohami, tak zabijeme
dvě úlohy a již můžeme źıskat pouze nejlepš́ı rozvrh se třemi úlohami.

4. Největš́ı si (resp. nejmenš́ı fi). Toto již funguje! Je snadné si rozmyslet,
že pokud máme optimálńı rozvrhO, který nepouž́ıvá úlohu i s minimálńım
časem fi, pak můžeme z O odebrat 1. úlohu a přidat do O úlohu i a
stále máme optimálńı rozvrh.
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2.2 Př́ıklad

Úkol Najděte rozklad všech úkol̊u na co nejmenš́ı počet kompatibilńıch
množin.

Poznámka Zadáńı si můžeme představit tak, že máme učebny a chceme
přednáškami zaplnit co nejméně učeben.

Řešeńı Jak by nás napadlo, že to jde dělat:

• Iterativńı použit́ı kritéria 4 z minulého př́ıkladu.

Protipř́ıklad:

[--- 1 ---] [--- 2 ---]

[--- 3 ---]

[------ 4 ------]

Evidentně jdou dát úkoly do dvou kompatibilńıch množin S1 = {1, 2}
a S2 = {4, 3}. Náš algoritmus však vezme úkol 3, pak úkol 1, č́ımž
vznikne S1 = {3, 1} a pak vytvoř́ı S2 = {2} a následně S3 = {4}.
Algoritmus tedy vytvořil 3 množiny ačkoli stač́ı 2.

• Iterativńı použit́ı blackboxu, který dokáže vyřešit remı́zy v předchoźım
algoritmus, vyb́ıraj́ıćıho maximálńı kompatibilńı množiny.

Protipř́ıklad:

[-- 1 --] [-- 2 --] [--------- 3 -----------]

[---------- 4 ------------] [-- 5 --] [-- 6 --]

• Iterativńı použit́ı kritéria 3 s rozd́ılem, že koliduje s největš́ım počtem
úloh

Protipř́ıklad:
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3 2 1 1

[-------------][------][--][--]

[--][--][-------][------------]

1 1 2 3

Č́ısla udávaj́ı s kolika úlohami daná úloha koliduje. Je vidět, že opět
algoritmus vrát́ı tři množiny úloh, kdežto evidetně je možné je rozdělit
do dvou.

• Uspořádáme úlohy podle rostoućıch si a zpracováváme je v tomto
pořad́ı. Při zpracováńı úkolu se startovńım časem si provedeme to,
že jej přǐrad́ıme do libovolné z již vytvořených kompatibilńıch skupin,
ke které ho přǐradit lze a pokud taková skupina neexistuje, tak úkol
”založ́ı”novou skupinu.

Formálně: Přidáváme úkol i. Pokud ∀j ∈ {1, . . . , k − 1} existuje úkol
l v j-té skupině takový, že sl ≤ si ≤ fl. Tud́ıž nemůže existovat méně
než k skupin úkol̊u a muśıme založit k-tou skupinu úkol̊u.

Př́ıklad:

1 [-----] [-----]

2 [-------]

3

4

.

.

.

k [-----]

Tento algoritmus tedy FUNGUJE.

Odbočka: Představme si, že úkoly odpov́ıdaj́ı vrchol̊um grafu. Hrany
odpov́ıdaj́ı nekompatibilitám dvojic úkol̊u. Pak náš problém můžeme
převést na problém barveńı grafu. Naj́ıt chromatické č́ıslo grafu je NP-
úplný problém. My jsme však schopni náš problém s rozvrhy řešit v
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polynomiálńım čase. To je divné, ne? Neńı, protože ne každý graf lze
převést na rozvrh, např́ıklad kružnice C4 nejde. Rozvrhy odpov́ıdaj́ı
pouze jedné skupině graf̊u, kterým se ř́ıká intervalové a u nich lze naj́ıt
chromatické č́ıslo rychle.

3 Matroidy

3.1 Př́ıklad

Necht’ S je konečná a neprázdná. Necht’ Ik = {A ⊆ S | |A| ≤ k}. Dokažte, že
(S, Ik) je matroid ∀k.

Řešeńı

1. S konečná, neprázdná – ANO

2. Dědičná vlastnost je zřejmá př́ımo z definice Ik. Jestliže mám B ⊆ S,
pak A ⊆ B má velikost určitě ≤ k.

3. Ověřujeme: Jestliže A ∈ Ik, B ∈ Ik a |A| < |B| ⇒ ∃x ∈ B \ A tak, že
A ∪ {x} ∈ Ik. Takové x existuje, lze vźıt libovolné z B \ A.

Všechny tři vlastnosti matroidu jsme ověřili a tedy (S, Ik) je matroid.

3.2 Př́ıklad

• Necht’ S je konečná a neprázdná.

• Necht’ S1, . . . , Sn je rozklad S takový, že ∀i 6= j plat́ı Si ∩ Sj = ∅ a⋃n
i=1 Si = S.

• Necht’ I = {A ⊆ S | ∀i : |A ∩ Si| ≤ 1}.

Dokažte, že (S, I) je matroid.
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Řešeńı

1. S konečná, neprázdná – ANO

2. Dědičná vlastnost plat́ı. Jestliže mám B ∈ I, pak pro A ⊆ B určitě
plat́ı ∀i : |A ∩ Si| ≤ 1} – ANO.

3. Výměnná vlastnost: Máme A ∈ I a B ∈ I takové, že |A| < |B|.
Chceme ukázat, že existuje alespoň jedno Si takové, že se s ńım prot́ıná
B a ne A.

|B| > |A| ⇒ |{i | |B ∩ Si| = 1}| > |{i | |A ∩ Si| = 1}|
⇒ ∃i : (|B ∩ Si| = 1)&(|A ∩ Si| = 0)

⇒ Necht’ x ∈ B ∩ Si pak A ∪ {x} ∈ I

3.3 Př́ıklad (DÚ)

Necht’ M = (S, I) je matroid. Dokažte, že M ′ = (S, I ′) je také matroid,
kde I ′ = {A ⊆ S | taková, že S \ A obsahuje nějakou maximálńı nezávislou
množinu z I}

Řešeńı

1. S je neprázdná, protože M je matroid.

2. Dědičná vlastnost: triviálńı, pro množinu A ∈ I ′ existuje maximálńı
nezávislá množina AC v S \ A a pro podmnožiny A si mohu vźıt tu
samou AC .

[AC vyjadřuje komplement k množině A]

3. Výměnná vlastnost:

Je nutno ukázat: A,B ∈ I ′, |A| < |B| ⇒ ∃x ∈ B\A tak, že A∪{x} ∈ I ′

(a) Jestliže existuje prvek x ∈ B\A tak že x /∈ AC , pak x je hledaným
prvkem.
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Kandidáti na prvek x jsou vyšrafováni červeně.

(b) Neexistuje prvek x z př́ıpadu a), to znamená že plat́ı B \A ⊆ AC .

EPozorováńı Jestliže B \A ⊆ AC , pak existuje prvek y ∈ BC

takový, že y /∈ AC a zároveň y /∈ A.

D̊ukaz.

• Z předpokladu |A| < |B| plyne |A\(A∩B)| < |B \(A∩B)|. Z
předchoźı nerovnosti a předpokladu B\A ⊆ AC dále vyplývá,
že existuje prvek z z množiny BC takový, že z /∈ A.

• Pokud by každý prvek množiny BC , který nelež́ı v A, patřil
do AC , pak by |AC | 6= |BC | – SPOR.

• Necht’ BCC = BC \ A
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• Necht’ ACC = AC \B
• Množiny BCC a ACC jsou nezávislé množiny matroidu M dle

dědičné vlastnosti.

• Vı́me, že |BCC | > |ACC |.
• Využijeme výměnnou vlastnost matroiduM , dostanemeACC2 =
AC ∪ {t}, kde t ∈ BCC .

• Nyńı chci doplnit ACC2 na velikost AC , provád́ım tedy výměny
mezit ACC2 a AC , dokud nemá ACC2 stejnou kardinalitu jako
AC .

• Hledaným prvkem x je prvek z množiny AC \ ACC2, o které
jsme dokázali, že je neprázdná.

4 Cvičeńı 2010-10-18

Př́ıklad 1 Necht’ je orientovaný graf G = (V,E), kde |V | = n, zadán matićı
sousednosti. Navrhněte algoritmus, který zjist́ı zda G obsahuje stok, tj. vrchol
x takový, že

• pro vstupńı stupeň x plat́ı: indegree(x) = n− 1 a

• pro výstupńı stupeň x plat́ı outdegree(x) = 0,

přičemž algoritmus smı́ použ́ıt (přeč́ıst) pouze O(n) prvk̊u matice. Předpokládejme,
že před zahájeńım algoritmu je již celá matice načtena do paměti.

Def: Matice sousednosti A pro graf G = (V,E) je matice |V | × |V | taková,
že plat́ı:

(i, j) ∈ E ⇒ Ai,j = 1

(i, j) /∈ E ⇒ Ai,j = 0

Poznámka: Máme n2 dat a chceme algoritmus s časovou složitost́ı O(n).
Takže se nemůžeme ani pod́ıvat na všechny prvky.

Řešeńı Úlohu jde vyřešit pomoćı vybraného pr̊uchodu prvk̊u matice.
Začneme v pravém horńım rohu1 matice sousednosti. Prvńı (resp. druhá)

pozice na obrázku 1 vyznačuj́ı, na který daľśı prvek matice se pod́ıváme,
jestliže na výchoźı pozici je 0 (resp. 1). Proč zrovna takto?

1Tedy na pozici [0, n− 1], indexujeme od 0 do n− 1.
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(a) A1,n = 0 (b) A1,n = 1

Obrázek 1: Dvě možné výchoźı pozice

• Pokud je na pozici Ai,j = 0, pak vrchol j nemůže být stok, protože do
něj nevede hrana (i, j) a bude tedy platit indegree(j) ≤ n− 2.

• Pokud je na pozici Ai,j = 1, pak vrchol i nemůže být stok, protože z
něj vede hrana (i, j) a určitě bude mı́t outdegree(i) ≥ 1.

V každém kroku procházky tedy dokážeme vyloučit jeden vrchol, který
nemůže být stokem. Stač́ı tedy proj́ıt n− 1 pozic v matici A a o posledńım
vrcholu rozhodnout, zda je nebo neńı stokem, jelikož je to jediný kandidát.

Po n−1 kroćıch skonč́ıme na diagonále - proč? Uděláme z pravého horńıho
rohu matice D krok̊u dol̊u a L doleva2. Budeme na pozici [D, (n − 1) − L].
Protože D = (n− 1)− L, tak po n− 1 kroćıch skonč́ıme na prvku

[(n− 1)− L, (n− 1)− L],

což je prvek diagonály.
Prvek, na kterém skonč́ı procházka matićı, vid́ıme na následuj́ıćım obrázku.
Tento prvek je jediný kandidát na stok a proto ho ověř́ıme (tj. zda b́ılý

řádek tvoř́ı samé nuly a b́ılý sloupec samé jedničky (kromě prvku na di-
agonále)).

Složitost aloritmu:

T (n) = Θ((n− 1) + (n− 2) + (n− 1)) = Θ(n)

2Plat́ı, že D + L = n− 1.
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Obrázek 2: Konec procházky matićı

Př́ıklad: Mějme graf:

1

2

3

4

jeho matice sousednosti vypadá takto:

1 2 3 4
1 0 0 0 0
2 1 0 0 1
3 1 1 0 0
4 1 0 1 0

Vrchol 1 je stok.

Př́ıklad 2 Orientovaný graf G se nazývá polosouvislý, pokud pro každé dva
vrcholy x, y existuje v G orientovaná cesta z x do y nebo orientovaná cesta z
y do x (nebo obě). Navrhněte algoritmus na testováńı polosouvislosti graf̊u,
který poběž́ı v O(n+m), kde n je počet vrchol̊u a m počet hran v grafu G.
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Řešeńı Ukážeme algoritmy i pro horš́ı časové složitosti:

1. V čase O(n2(n+m))

Stač́ı spustit3 pro každé dva vrcholy grafu prohledáváńı do hloubky
(DFS).

2. V čase O(n(n+m))

Nejdř́ıve spoč́ıtáme matici dosažitelnosti t́ım, že spust́ıme n krát DFS
(tedyO(n(n+m))). Pak zjist́ıme prohlédáńım celé matice dosažitelnosti,
jestli existuj́ı indexy i, j takové, že

D[i, j] = D[j, i] = 0.

Toto stihneme v čase O(n2). Dohromady máme O(n(n+m)).

3. V čase O(n+m)

(a) Nejdř́ıve najdeme v grafu G silně souvislé komponenty S1, . . . Sp,
což stihneme v čase O(n + m). Algoritmus na hledáńı silně sou-
vislých komponent:

STRONGLY-CONNECTED-COMPONENTS (graph G)

1 call DFS (G) to compute finishing times f[u]

for each vertex u

2 compute G^T (graph G with reversed edges)

3 call DFS (G^T), but in the main loop of DFS, consider

the vertices in order of decreasing f[u]

(as computed in line 1)

4 output the vertices of each tree in the depth-first

forest formed in line 3 as a separate strongly

connected component

EPozorováńı: Žádné nalezené silně souvislé komponenty nelež́ı
na kružnici. Jinak by tyto silně souvislé komponenty spolu s kružnićı
tvořili novou silně souvislou komponentu, která je ostře větš́ı než
SSK, ze kterých by se skládala.

3Časová složitost DFS je O(n + n).
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Obrázek 3: Silně souvislé komponenty

(b) Silně souvislé komponenty bychom mohli uspořádat pomoćı topo-
logického tř́ıděńı4. Algoritmus pro topologické tř́ıděńı:

TOPOLOGICAL-SORT(graph G)

1 call DFS(G) to compute finishing times f[v]

for each vertex v

2 as each vertex is finished, insert it onto

the front of a linked list

3 return the linked list of vertices

Pokud se však pod́ıváme5 na algoritmus pro STRONGLY-CONNECTED-
COMPONENTS, tak druhý DFS pr̊uchod (řádek 3) vraćı silně
souvislé komponenty v topologickém uspořádáńı a proto TOPOLOGICAL-
SORT aplikovat znovu nepotřebujeme.

(c) Abychom vyřešili úlohu, tak algoritmus STRONGLY-CONNECTED-
COMPONENTS z bodu (a) doplńıme na řádce 3 o uložeńı infor-
mace, že při stavěńı i-tého stromu Si v grafu GT (což je topo-
logicky i-tá SSK grafu G, jak bylo uvedeno v bodě (b)) vede z
nějakého vrcholu u ∈ Si hrana do nějakého vrcholu v ∈ Si−1.
T́ım pádem vede hrana v grafu G ze SSK Si−1 do SSK Si. G je
polosouvislý tehdy a jen tehdy když tohle plat́ı pro každé i.

4Mı́sto vrchol̊u bychom tř́ıd́ıli silně souvislé komponenty. Mohli bychom algoritmus
použ́ıt d́ıky pozorováńı.

5Nebo si přečtete kapitolu 22 a článek o SSK v Introduction to Algorithms, 2ed
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5 Cvičeńı 2010-11-08

Př́ıklad 1 Necht’ máme k dispozici
”
černou skř́ınku“, která umı́ řešit SAT

(rozhodovaćı problém splnitelnosti CNF formuĺı) v polynomiálńım čase. Skř́ınka
odpov́ıdá pouze ANO-NE. Zkonstruujte algoritmus, který pro danou CNF
najde v polynomiálńım čase (libovolné) splňuj́ıćı ohodnoceńı proměnných,
pokud takové ohodnoceńı existuje.

Poznámky

• Formule je ve tvaru konjunktivńı normálńı formy (CNF), jestliže je ve
tvaru konjunkce klauzuĺı (disjunkce literál̊u), tedy např. formule:

(A ∨B) ∧ (¬B ∨ C ∨ ¬D) ∧ (D ∨ ¬E)

je ve tvaru CNF.

• Zvláštńım př́ıpadem je prázdná formule, ta je z definice nesplnitelná.

Řešeńı (algoritmus)

1. Pust’ blackbox na vstupńı formuli a ...

(a) pokud vrát́ı NE, pak SKONČI, formule nelze splnit.

(b) pokud vrát́ı ANO, pak přejdi na krok 2)

2. Vyber nějakou proměnnou x z formule a jdi na krok 2a)

(a) dosad’ x = 0 do aktuálńıho CNF a pust’ blackbox ...

• pokud blackbox vrát́ı ANO, tak přejdi na krok 2)
[Nepokazili jsme volbou x = 0 splnitelnost, tak můžeme pokračovat
na daľśıch proměnných]

• pokud vrat́ı NE, tak vrat’ dosazeńı x = 0 a přejdi na krok 2b)
[Pokazili jsme splnitelnost volbou x = 0, tak tento krok vrát́ıme
a již s jistotou v kroku 2b) můžeme dosadit x = 1]

(b) dosad’ x = 1 a jdi na krok 2)
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Poznámky

• Do kroku 2 se dostanu pouze pokud formule je splnitelná.

• Mı́sto dosazováńı hodnot za proměnné bych mohl do formule přidávat
literály (proměnná nebo negace proměnné) a t́ım vynucovat jejich hod-
notu. Krok 2a bych tedy mohl nahradit t́ım, že na konec formule přidám
∧¬x.

Řešeńı (slovně) Postupně se dosazuj́ı hodnoty za jednu proměnnou, pokud
volba projde (skř́ıňka řekne ANO), pak dosad́ım za daľśı proměnnou a postup
opakujeme; pokud skř́ıňka řekne ne, pak dosad́ıme opačnou hodnotu (tj.
pokud jsme prve dosadili 1, tak ted’ dosad́ıme 0) a opět pošleme do skř́ıňky
(pokud mi to pro 0 (resp. 1) nevyšlo, pak pro 1 (resp. 0) to už vyj́ıt muśı
(jinak by neexistovalo žádné ohodnoceńı)).

Př́ıklad 2 Problém vrcholového pokryt́ı (VP).

• Definice na úvod: Necht’G = (V,E) je neorientovaný graf, necht’ S ⊆ V ,
pak S je vrcholové pokryt́ı G, jestliže ∀e ∈ E plat́ı e je incidentńı6 s S.

[Tedy: S je vrcholové pokryt́ı G, pokud pro každou hranu (u, v) ∈ E
plat́ı že, u ∈ S nebo v ∈ S.]

• Vstup: neorientovaný graf G = (V,E) a k ∈ N

Mějme blackbox, který dokáže o daném grafu ř́ıci, zda existuje v G vr-
cholové pokryt́ı, které je ≤ k. Navrhněte algoritmus, který pomoćı blackboxu
v polynomiálńım čase zkonstruuje pro daný graf G jeho minimálńı vrcholové
pokryt́ı.

Poznámka Pokud má graf vrcholové pokryt́ı velikosti k, pak jistě existuj́ı
vrcholová pokryt́ı velikosti k + 1, k + 2, . . . , |V |, naopak to obecně neplat́ı.

6Jestliže (u, v) ∈ E, pak vrcholy u a v jsou incidentńı s hranou e a žádné jiné vrcholy
nejsou.

15



Řešeńı

1. Pomoćı nejvýše |V | = n dotaz̊u na blackbox źıskáme správnou hod-
notu parametru k. Ptáme se blackboxu postupně zda existuje vrcholové
pokryt́ı velikosti 0,1, ... dokud blackbox neodpov́ı, že takové vrcholové
pokryt́ı existuje.

Ve skutečnosti to umı́me rychleji. Stač́ı využ́ıt techniku p̊uleńı interval̊u
a pak nám stač́ı dlog2ne dotaz̊u na blackbox.

[S = V je jistě vrcholové pokryt́ı, tedy nejpozději na n se zastav́ıme.]

2. Algoritmus:

(a) Označ́ıme všechny vrcholy b́ılou barvou.

(b) Dokud existuje b́ılý vrchol, tak vyberu náhodně nějaký b́ılý vrchol
v, označ́ım ho červeně a zeptám se, zda na množině b́ılých vrchol̊u
existuje vrcholové pokryt́ı o velikosti k − 1:

i. pokud existuje, pak odeberu vrchol v (č́ımž odstrańım i hrany
s ńım incidentńı, ty mám již ale pokryté vrcholem v) a nas-
tav́ım k = k − 1.

ii. pokud neexistuje, tak označ́ım v černě (t́ım ř́ıkám, že v /∈ S)
a k neměńım.

Poznámka Člověk by si mohl ř́ıct, že algoritmus uprav́ı tak, že odebere
vrchol v i v př́ıpadě ii). To však rozbije algoritmus, protože se s v mohou
odeberat i nějaké hrany, které již později nemuśıme pokrýt.

Př́ıklad 3 Problém TAUT.

• Vstup: Booleovská formule F sestávaj́ıćı z proměnných x1, x2, . . . , xn a
operaćı {∧,∨,¬, (, )}

• Otázka: Je F tautologie?

1. TAUT ∈ NP

2. TAUT ∈ CO-NP

3. Jaká je složitost TAUT, pokud je F ve tvaru CNF?

4. Jaká je složitost TAUT, pokud je F ve tvaru DNF?
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Řešeńı

1. Nev́ı se. Intuitivně je jasné, že certifikát se bude hledat obt́ıžně - jak
naj́ıt certifikát, že formule ve všech ohodnoceńıch plat́ı?

Pokud však TAUT ∈ NP, pak NP ≡ co-NP. Proč?

2. Ano. Pokud máme formuli, která neńı tautologíı, tak stač́ı naj́ıt jedno
ohodnoceńı proměnných (certifikát) takových, že formule neńı prav-
divá. Takový certifikát jde zkontrolovat v polynomiálńım čase, takže
máme splněny všechny požadavky tř́ıdy co-NP.

3. Na formuli ”útoč́ıme po klauzuĺıch”. Stač́ı aby se v jedné klauzuli
nevyskytovala nějaká proměnná x1, · · · , xn jako komplementárńı pár7 a
celá formule neńı tautologie. Pokud se proměnná nevyskytuje v klauzuli
v̊ubec, tak to samozřejmě nevad́ı.

Př́ıklad:
(A ∨B) ∧ (¬B ∨ C ∨ ¬D)

zde stač́ı zvolit ohodnoceńı v(A) = 0 a v(B) = 0 (a libovolné ohodno-
ceńı ostatńıch výrokových proměnných) a formule neńı pravdivá.

Lze v lineárńım čase otestovat:

4. Pozorováńı: F je nesplnitelná ⇔ ¬F je nesplnitelná. TODO

6 4. cvičeńı

Př́ıklad 1 Definujme problém LOUP (loupežńıci) následovně:
Instance: Přirozená č́ısla a1, . . . , an
Otázka: Existuje podmnožina T množiny index̊u S = {1, . . . , n} taková, že:∑

i∈T

ai =
∑
i∈S\T

ai

Dokažte, že LOUP je NP-úplný problém.

7Tedy ve formě gace a zároveň ve formě negace.
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Řešeńı Dokazujeme, že LOUP je NP-úplný problém.

1. LOUP ∈ NP

• Certifikát: Množina T .

2. Je LOUP NP-těžký?

Převedeme na problém součtu podmnožiny8 s t́ım, že součet je b :=
∑

ai
2

(děĺıme p̊ulky). Tedy:

SP [znak redukce] LOUP

a1, a2, . . . , an, b (1)

a1, a2, . . . , an, b
∗ =

n∑
i=1

ai︸ ︷︷ ︸
ozn. A

−b (2)

Je zřejmé, že (1) má řešeńı právě tehdy když (2) má řešeńı9. Nyńı
zadefinujeme b′ takto:

• jestliže b ≥ 1
2
A, pak b′ = b,

• jestliže b < 1
2
A, pak b′ = A− b.

Proměnnou b′ zavád́ıme proto, abychom nepracovali s př́ılǐs malým b.
Dodefinujeme ještě prvek an+1 takto:

an+1 := b′ − (A− b′) = 2b′ − A,

což odpov́ıdá doplněńı jednoho předmětu tak, aby součet všech předmět̊u
byl 2b (b je hledaná p̊ulka).

Věta: Zkonstruovaná instance LOUP: a1, . . . , an, an+1, b
′ má řešeńı ⇔

vstupńı instance SP: {a1, . . . , an}, b má řešeńı.

D̊ukaz.

8Existuje pro a1, . . . , an ∈ Z+ množina index̊u S ⊆ {1, . . . , n} taková, že
∑

i∈S ai = b?
9Jinými slovy: Je jedno, jestli hledáme součet 700,- nebo doplněk 300,- v 1000,-
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”⇒” Necht’ LOUP({a1, ..an}∪{an+1}) má řešeńı I ⊆ {1, 2, . . . , n+1}.
Pak: ∑

i∈I

ai =
∑

j∈{1,2,...,n+1}\I

aj∑
i∈I

ai = (A+ 2b′ − A)/2 = b′ =
∑

j∈{1,2,...,n+1}\I

aj

Jestliže n + 1 ∈ I, pak {1, 2, . . . , n + 1} \ I je řešeńım SP, stejný
argument plat́ı pro n+ 1 ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} \ I.

”⇐” Předpokládáme, že součet podmnožiny má řešeńı I ⊆ S (tj.
množina index̊u množiny K), pak plat́ı

∑
i∈I ai = b. Mohou nastat

dvě možnosti:

(a) b′ = b pak I ′ = I

(b) b′ = A− b pak I ′ = S \ I
Z čehož dostáváme, že pro I ′ plat́ı:∑

i∈I′
ai = b′.

Dále plat́ı: ∑
i∈S

ai + an+1 = b′ +
∑

i∈S\I′
ai + an+1∑

i∈S\I′
ai + an+1 = A− b′ + 2b′ − A︸ ︷︷ ︸

an+1

= b′

I ′ je tedy řešeńım instance LOUP.

Př́ıklad 2 Nejkratš́ı cestu mezi dvěma vrcholy v neorientovaném váženém
grafu lze nalézt pomoćı Dijkstrova algoritmu, pokud jsou zadané váhy na
hranách nezáporné (cestou rozumı́me sled hran BEZ opakováńı vrchol̊u).
Jak se změńı složitost této úlohy, pokud povoĺıme, aby byly váhy záporné?

Řešeńı TODO
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Př́ıklad 3 Definujme problém 0-1 CP (celoč́ıselné programováńı) následovně:
Instance: Celoč́ıselná matice A řádu m krát n a celoč́ıs. vektor b délky m
Otázka: Existuje vektor x délky n obsahuj́ıćı pouze č́ısla 0 a 1 takový, že
Ax ≤ b?
Dokažte, že 0-1 CP je NP-úplný problém.

Řešeńı Integer linear programming (ILP) is like linear programming, with
the additional constraint that all variables must take on integral values. The
decision version of integer programming asks whether or not there exists
a point satisfying all the constraints (for the decision version there is no
objective function).

Tvrzeńı: ILP is NP-complete.

D̊ukaz. 1. ILP is in NP.

2. We can reduce 3SAT to ILP:
Let the variables in the 3SAT formula be x1, x2, ..., xn. We will have cor-

responding variables z1, z2, ..., zn in our integer linear program. First, restrict
each variable to be 0 or 1:

∀i : 0 ≤ zi ≤ 1

Assigning zi = 1 in the integer program represents setting xi = true in
the formula, and assigning zi = 0 represents setting xi = false.

For each clause like (x1 ∨ ¬x2 ∨ x3), have a constraint like:

z1 + (1− z2) + z3 > 0.

To satisfy this inequality we must either set z1 = 1 or z2 = 0 or z3 = 1,
which means we either set x1 = true or x2 = false or x3 = true in the
corresponding truth assignment.

Př́ıklad 4 Definujme problém IP (izomorfismus podgraf̊u) následovně:
Instance: Neorientované grafy G a H
Otázka: Je graf G izomorfńı s nějakým podgrafem grafu H? (varianta 1)
Otázka: Je graf G izomorfńı s nějakým indukovaným podgrafem grafu H?
(varianta 2)
Dokažte, že obě varianty IP jsou NP-úplné problémy.
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Řešeńı indukované varianty (varianta 2) 10

The subgraph-isomorphism problem takes two graphs G1 and G2 and asks
whether G1 is isomorphic to a subgraph of G2. (Two graphs are isomorphic,
if there is a permutation of the verteces which transform one graph into the
other, preserving the edges). Prove that the subgraph isomorphism problem
is NP-complete, using NP-complete problems discussed in class.

D̊ukaz. First we prove that the subgraph-isomorphism problem is in NP.
The certificate is (G1 = (V1;E1);G2 = (V2;E2);φ : V1 → V2). The verifying
algorithm checks if φ isa one-to-one function, and for all u, v ∈ V1 whether
(u; v) ∈ E1 if and only if (φ(u);φ(v)) ∈ E2.

Secondly, we prove that CLIQUE ∝ SUBGRAPH ISOMORPHISM. Let
(G = (V ;E); k) be an input instance for CLIQUE. Define G1 to be the
complete graph on k vertices, and G2 to be the graph G. Then (G1;G2) ∈
SUBGRAPH ISOMORPHISM if and only if (G; k) ∈ CLIQUE.

Poznámka: Graf G ze zadáńı př́ıkladu je v d̊ukazu výše uplný graf G1 na
k vrcholech a H odpov́ıdá grafu G2.

Poznámka: Proč je toto řešeńı indukované varianty? Protože, pro všechny
vrcholy, které netvoř́ı kliku (které odebereme z H) se odeberou i hrany s
těmito vrcholy incidentńı.

Řešeńı neindukované varianty (varianta 1)

D̊ukaz. Necht’ G1 je instance problému Hamiltonovské kružnice na grafu G
s n vrcholy. Necht’ G2 = Cn je prostá kružnice na n vrcholech. Pokud G1

obsahuje HK, tak je v něm zároveň i podgraf izomorfńı s G2. Pokud G1

neobsahuje HK, tak neexistuje izomorfismus mezi G1 a G2.

7 Cvičeńı 2010-06-12 (5. cvičeńı)

Př́ıklad 1 Necht’ máme k dispozici
”
černou skř́ınku“, která umı́ řešit rozhodovaćı

verzi problému součtu podmnožiny v polynomiálńım čase. Skř́ınka odpov́ıdá
pouze ANO-NE. Zkonstruujte algoritmus, který pro daný vstup optimal-
izačńı verze problému součtu podmnožiny najde v polynomiálńım čase (vzh-
ledem k délce binárńıho zápisu vstupńıch dat) optimálńı řešeńı.

10Lze v nezměněné podobě použ́ıt i na variantu 1

21

http://www4.ncsu.edu/~aszanto/MA522/HWSol2.pdf


Formálńı zápis úlohy:
Vstup: Č́ısla x1, . . . , xn, t ∈ Z+.
Výstup: Množina S ⊆ {1, . . . , n} taková, že

∑
i∈S xi ≤ t a

∑
i∈S xi je

maximálńı.

Řešeńı
Definujme č́ısla: y0, . . . , yl, kde yi = 2i a l = blog2tc. Je d̊uležité si

uvědomit, že plat́ı
n−1∑
i=0

2i = 2n − 1,

což je základńı vlastnost binárńıch č́ısel.

Algoritmus
1. test: č́ısla x1, . . . , xn, y0, . . . , yl−1 a požadovaný součet t. Jestliže, je

výsledek testu:

• ANO - pak hledané maximum lež́ı v intervalu [t− (2l − 1), t].

• NE - pak hledané maximum lež́ı v intervalu [0, t− (2l − 1)]

Odebereme yl−1 a iterujeme daľśı testy.

By Vrtule:

BOOL ret = test: BB ({x_1, ..., x_n, y_0, ..., y_l-1}, t)

if (ret)

// Maximum se nachazi v intervalu (t - (2^l - 1) ; t)

else {

// maximum se nachazi v intervalu (0 ; t - (2^l - 1))

t = t - y_l-1;

}

l--;

Ono totiz. Dostavas-li od BB odpovedi ANO, tak se ti cilovy interval stale
zmensuje. Kdyz dostanes odpoved NE, tak vis, ze se maximum nenachazi uz
blize k t. Takze dostanes urcity interval (zalezi na poctu dotazu ANO, nez
prisel NE), kde to maximum je. Odpoved NE pro konkretni l ti rekne, ze
neni podstatne, zda v mnozine yl − 1 je ci neni. At uz s nim, nebo bez nej,
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soucet hodnoty t proste nedosahne. Takze podle o nej muzes snizit t-ckova
jit do dalsi iterace algoritmu.

Zkus si to nakreslit. Ten interval se bude stale pulit imho. A jakmile
ziskas presnou hodnotu maxima, tak uz je to jednoduche. Provedes n dotazu
do BB, cimz zjistis, zda dane xi se v tom souctu nachazi, nebo ne:

Odeberes xi z mnoziny a zeptas se BB:
ANO — xi neni v souctu
NE — xi je v souctu.
Jen ted nevim, zda jsou tyhle kroky zbytecne, nebo ne. Kazdopadne to

znamena n + logt dotazu na BB, coz je polynomialni vzhledem ke vstupu
(n ∗ logt+ logt+ logt ∗ logt), coz bude asi vse O(n).

Př́ıklad: Necht’ t = 18 a dále

x1 = 1 y0 = 20 = 1

x2 = 3 y1 = 21 = 2

x3 = 5 y2 = 22 = 4

x4 = 8 y3 = 23 = 8

y4 = 24 = 16

1. test: x1, . . . , x4, y0, . . . , y3, l = 4
Odpověd’ BB je ANO, řešeńı je v intervalu:
[t− (2l − 1), t] = [18− 15, 18] = [3, 18]
2. test: x1, . . . , x4, y0, . . . , y2, l = 3
Odpověd’ BB je ANO, řešeńı je v intervalu:
[18− (23 − 1), 18] = [11, 18]
3. test: x1, . . . , x4, y0, y1, l = 2
Odpověd’ BB je ANO, řešeńı je v intervalu:
[18− (22 − 1), 18] = [15, 18]
4. test: x1, . . . , x4, y0, l = 1
Odpověd’ BB je ANO, řešeńı je v intervalu:
[18− (21 − 1), 18] = [17, 18]
5. test: x1, . . . , x4, l = 0
Odpověd’ BB je NE, řešeńı je v intervalu:
[17, 18− (20 − 1)] = [17, 18]
Řešeńım je tedy 17.
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Př́ıklad 2 Popǐste jak lze pro libovolné dané n zkonstruovat graf na n vrc-
holech takový, že aproximačńı algoritmus pro vrcholové pokryt́ı s poměrovou
chybou r = 2 (prezentovaný na přednášce) na tomto grafu vraćı pokryt́ı právě
dvakrát větš́ı než je velikost optimálńıho vrcholového pokryt́ı (tj. ukažte, že
dokázaný odhad poměrové chyby je těsný).

Řešeńı

• Prvńı řešeńı:

o o o

| | | ...

o o o

• Budeme-li požadovat nav́ıc souvislý graf:

o --- <- vrchol stupne k

/ \ \ ...

o o o

/ \ / \ / \ ...

o o o o o o

Nebo na úplném bipartitńım grafu. Společná vlastnost těchto dvou
př́ıklad̊u je ta, že obsahuj́ı nezávislou množinu.

8 Cvičeńı 2010-01-03 (6. cvičeńı)

Př́ıklad 1 Bottleneck TSP: vstupem je úplný ohodnocený neorientovaný
graf s nezápornými váhami na hranách (stejně jako u obyčejného TSP), o
kterých nav́ıc předpokládáme, že splňuj́ı trojúhelńıkovou nerovnost. Úkolem
je opět naj́ıt nejkratš́ı Hamiltonovskou kružnici ve vstupńım grafu, ovšem
délka kružnice neńı v tomto př́ıpadě rovna součtu délek hran na kružnici, ale
maximu z délek hran na kružnici. Nejdř́ıve dokažte, že Bottleneck TSP je NP-
těžký a poté navrhněte polynomiálńı aproximačńı algoritmus s poměrovou
chybou r=3.

Řešeńı Nejdř́ıve dokážeme, že BTSP je NP-úplný.
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9 Zdroje

• http://www.cs.cmu.edu/ avrim/451/recitations/rec0408.txt

• Př́ıklady ve studnici, př́ıklady na foru, poznámky
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