Slozitost I - cviceni

Martin Vseticka

1 Cviceni 2010-10-04

1.1 Priklad
Def S ={1,...,n} znaci n tuloh, pro které budeme hledat rozvrh.

Def Ulohy i a j jsou kompatibilng, pokud [s;, f;) N (s, f;) = 0. s; (vesp. fi)
znaci startovni (resp. koncovy) ¢as ulohy 1.

Poznamka Hledani kompatibilnich tloh je dulezité napiiklad pro planovani
uloh na jednoprocesorovém pocitaci.

Ukol Na tomto cviceni se hledaji nejvétst (v kardinalité) mnoziny kompat-
ibilnich 1kolu. Pouziva se obecny hladovy algoritmus:
Dokud S # () opakuj:

1. Podle KRITERIA vyber z € S a pridej z do fesen.
2. 7 S odeber tlohy nekompatibilni s x.
Mozna kritéria pro algoritmus

1. Nejmensi hodnota s;.

Protipriklad:
[-———- 1 - ]
-2 -1[- 3 -]



Vybereme 1tikol 1, prestoze bychom méli vybrat tikoly 2 a 3 (maximal-
izujeme kardinalitu mnoziny kompatibilnich tikolt, ne trvani tloh!).

2. Nejkratsi f; — s;.
Protipriklad:

[- 3 -]
[-- 1 —-1[-- 2 -]

Vybereme tikol 3 (¢imz zabijeme tkoly 1 a 2), prestoze bychom meéli
vybrat ukoly 1 a 2.

3. Ukol, ktery se prekryva s nejmensim poctem ikolu z S.
Protipriklad:

Nejlepsi vysledek jsou ¢tyti tlohy naznacené Sipkou. Kdyz vsak vy-
bereme 1lohu, kterd se prekryva s dvéma jinymi tlohami, tak zabijeme
dveé ulohy a jiz muzeme ziskat pouze nejlepsi rozvrh se tfemi tlohami.

4. Nejvetsi s; (resp. nejmensi f;). Toto jiz funguje! Je snadné si rozmyslet,
ze pokud mame optimalni rozvrh O, ktery nepouziva ilohu ¢ s minimalnim
casem f;, pak muzeme z O odebrat 1. ulohu a pridat do O tlohu 7 a
stale mame optimalni rozvrh.

1.2 Priklad

Ukol Najdéte rozklad vsech tikoli na co nejmensi pocet kompatibilnich
mnozin.



Poznamka Zadéani si muzeme predstavit tak, ze mame ucebny a chceme
prednaskami zaplnit co nejméné uceben.

Reseni Jak by nés napadlo, ze to jde délat:

e Iterativni pouziti kritéria 4 z minulého prikladu.

Protipriklad:

[--- 1 ==-1 [--- 2 -=-]
[-—- 3 -]

Evidentné jdou dét tikoly do dvou kompatibilnich mnozin S; = {1, 2}
a Sy = {4,3}. N&s algoritmus v8ak vezme tkol 3, pak tkol 1, ¢imz
vznikne S; = {3,1} a pak vytvoii So = {2} a néasledné S; = {4}.
Algoritmus tedy vytvoril 3 mnoziny ackoli staci 2.

e [terativni pouziti blackboxu, ktery dokaze vytesit remizy v predchozim
algoritmus, vybirajictho maximélni kompatibilni mnoziny.

Protipriklad:

e [terativni pouziti kritéria 3 s rozdilem, Ze koliduje s nejvétsim poctem
uloh

Protipriklad:



Cisla udavaji s kolika tlohami dand tloha koliduje. Je vidét, ze opét
algoritmus vrati tfi mnoziny uloh, kdezto evidetné je mozné je rozdélit
do dvou.

Usporadame tlohy podle rostoucich s; a zpracovavame je v tomto
poradi. Pii zpracovani tkolu se startovnim casem s; provedeme to,
ze jej pritadime do libovolné z jiz vytvorenych kompatibilnich skupin,
ke které ho priradit lze a pokud takova skupina neexistuje, tak kol
" zaloz{” novou skupinu.

Formalné: Priddvdme 1kol i. Pokud Vj € {1,...,k — 1} existuje tikol
[ v j-té skupiné takovy, ze s; < s; < f;. Tudiz nemuze existovat méneé
nez k skupin tkolu a musime zalozit k-tou skupinu ukolu.

Priklad:

Tento algoritmus tedy FUNGUJE.

Odbocka: Predstavme si, ze ukoly odpovidaji vrcholum grafu. Hrany
odpovidaji nekompatibilitdm dvojic tkolu. Pak nas problém muzeme
prevést na problém barveni grafu. Najit chromatické ¢islo grafu je NP-
Uuplny problém. My jsme vsak schopni nas problém s rozvrhy fesit v
polynomialnim case. To je divné, ne? Neni, protoze ne kazdy graf lze
prevést na rozvrh, napiiklad dplny graf K, nejde. Rozvrhy odpovidaji
pouze jedné skupiné grafi, kterym se tika intervalové a u nich lze najit
chromatické ¢islo rychle.



2 Matroidy

2.1 Priklad
Necht S je koneénd a neprazdnd. Necht I, = {A C S| |A| < k}. Dokazte, ze
(S, Ir) je matroid Vk.
Reseni
1. S kone¢na, neprazdna — ANO

2. Deédi¢cna vlastnost je ziejma primo z definice ;. Jestlize méam B C S,
pak A C B ma4 velikost uréite < k.

3. Ovérujeme: Jestlize A € Iy, B € I}, a |A| < |B] = 3z € B\ A tak, ze
AU {zx} € I. Takové x existuje, lze vzit libovolné z B \ A.

Vsechny tii vlastnosti matroidu jsme ovérili a tedy (S, Ix) je matroid.

2.2 Priklad

e Necht S je konecna a neprazdna.

e Necht Si,...,S, je rozklad S takovy, ze Vi # j plati S;NS; =0 a
UL, Si= 5.

e Necht I={ACS|Vi:|]ANS;| <1}
Dokazte, ze (S, 1) je matroid.

Reseni
1. S kone¢nd, neprazdna — ANO

2. Dédi¢nda vlastnost plati. Jestlize mam B € I, pak pro A C B urcité
plati Vi : [AN S;| <1} — ANO.
3. Vymeénnd vlastnost: Mame A € I a B € [ takové, ze |A| < |B|.

Chceme ukazat, ze existuje alespon jedno S; takové, ze se s nim protina
B ane A.



1B| > [Al = {e[|BNSi| =1} > {i[ [ANSi| =1}
= Ji: (|IBNS;| =1)&(AN S| =0)
= Necht x € BN S; pak AU{z} €1

2.3 Priklad (DU)

Necht M = (S,I) je matroid. Dokazte, ze M' = (S,I') je také matroid,
kde I’ = {A C S| takova, ze S\ A obsahuje néjakou maximaln{ nezdvislou
mnozinu z [}

Reseni
1. S je neprazdnd, protoze M je matroid.

2. Dédiéna vlastnost: trividlni, pro mnozinu A € I’ existuje maximalni
nezdvisld mnozina Ac v S\ A a pro podmnoziny A si mohu vzit tu
samou Ac.

[Ac vyjadiuje komplement k mnoziné A]

3. Vyménna vlastnost:
Je nutno ukazat: A, B € I', |A| < |B| = 3z € B\ A tak, ze AU{z} € I

(a) Jestlize existuje prvek z € B\ A tak ze z ¢ Ac, pak z je hledanym
prvkem.

e
Y&

Kandidati na prvek x jsou vysrafovani cerveneé.

(b) Neexistuje prvek z z piipadu a), to znamena ze plati B\ A C A¢.
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@® Pozorovani Jestlize B\ A C A¢, pak existuje prvek y € Be
takovy, ze y ¢ Ac a zdroven y ¢ A.

Dikaz.

e 7 predpokladu |A| < |B] plyne |A\ (AN B)| < |B\ (AN B)]
a z dale plyne, ze existuje prvek z z mnoziny B¢o takovy, ze
z ¢ A.

e Pokud by kazdy prvek mnoziny B, ktery nelezi v A, pattil
do Ac, pak by ‘Ac‘ 7& ’Bc‘ - SPOR.

]

-

° Nechﬁ BCC = BC \ A

[ Necht’ ACC’ = AC \ B

e Mnoziny Beoe a Acc jsou nezavislé mnoziny matroidu M dle
dédicné vlastnosti.

e Vime, ze |Bcc| > |ACC|-

e Vyuzijeme vymeénnou vlastnost matroidu M, dostaneme Agco =
AC U {t}, kde t € Beoc.

e Nyni chci doplnit Ageo na velikost A¢q, provadim tedy vymeény
mezit Acce a Ac, dokud nemé Accs stejnou kardinalitu jako
Ac.

e Hledanym prvkem z je prvek z mnoziny Ac \ Acce, o které
jsme dokazali, Zze je neprazdna.



3 Cviceni 2010-10-18

Priklad 1 Necht je orientovany graf G = (V, E), kde |V| = n, zadédn matic{
sousednosti. Navrhnéte algoritmus, ktery zjisti zda G obsahuje stok, tj. vrchol
x takovy, ze

e pro vstupni stupen x plati: indegree(x) =n —1 a
e pro vystupni stupen x plati outdegree(x) = 0,
pricemz algoritmus smi pouzit (precist) pouze O(n) prvku matice. Pfedpokladejme,
ze pred zahdjenim algoritmu je jiz celd matice nactena do paméti.
Def: Matice sousednosti A pro graf G = (V| E) je matice |V| x |V| takova,
ze plati:
(Z,]) € F= Az’,j =1
(Z,j) ¢ FE = Ai,j =0
Poznamka: Mdme data n? dat a chceme algoritmus s ¢asovou slozitosti
O(n). Takze se nemuzeme ani podivat na vsechny prvky.

Reseni Ulohu jde vytesit pomoci vybraného prichodu prvkiu matice.

-1 0

(a) ALn =0 (b) Al,n =1
Obréazek 1: Dvé mozné vychozi pozice

Zacneme v pravém hornfm rohu' matice sousednosti. Prvni (resp. druh4)
pozice na obrazku 1 vyznacuji, na ktery dalsi prvek matice se podivame,
jestlize na vychozi pozici je 0 (resp. 1). Pro¢ zrovna takto?

!Tedy na pozici [0,n — 1], indexujeme od 0 do n — 1.

8



e Pokud je na pozici A;; = 0, pak vrchol j nemuze byt stok, protoze do
néj nevede hrana (7, ) a bude tedy platit indegree(j) < n — 2.

e Pokud je na pozici A;; = 1, pak vrchol ¢ nemuze byt stok, protoze z
néj vede hrana (i, 7) a urcité bude mit outdegree(i) > 1.

V kazdém kroku prochazky tedy dokézeme vyloucit jeden vrchol, ktery
nemuze byt stokem. Stac¢i tedy projit n — 1 pozic v matici A a o poslednim
vrcholu rozhodnout, zda je nebo neni stokem, jelikoz je to jediny kandidét.

Po n—1 krocich skon¢ime na diagonéle - pro¢? Udélame z pravého horniho
rohu matice D kroku doli a L doleva?. Budeme na pozici [D, (n — 1) — L].
Protoze D = (n — 1) — L, tak po n — 1 krocich skon¢ime na prvku

[(n=1) =L, (n—1) - L],

coz je prvek diagonaly.
Prvek, na kterém skon¢i prochazka matici, vidime na nasledujicim obrazku.

Obrazek 2: Konec prochézky matici

Tento prvek je jediného kandidata na stok a proto ho ovérime (tj. zda
bily fadek tvoii samé nuly a bily sloupec samé jednicky (kromé prvku na
diagondle)).

Slozitost aloritmu:

’Plati, z2e D+ L=n—1.



Piiklad 2 Orientovany graf G se nazyva polosouvisly, pokud pro kazdé dva
vrcholy x, y existuje v GG orientovana cesta z x do y nebo orientovana cesta z
y do x (nebo obé). Navrhnéte algoritmus na testovani polosouvislosti grafi,
ktery pobézi v O(n + m), kde n je pocet vrcholu a m pocet hran v grafu G.

Reseni Uk&azeme algoritmy i pro horsi casové slozitosti:

1. V case O(n?*(n +m))

Staéi spustit® pro kazdé dva vrcholy grafu prohleddvani do hloubky
(DFES).

2. V case O(n(n+m))

Nejdiive spocitame matici dosazitelnosti tim, Ze spustime n krat DFS
(tedy O(n(n+m))). Pak zjistime prohlédanim celé matice dosazitelnosti,
jestli existuji indexy 7, j takové, ze

Dli, j] = Dl[j,i] = 0.
Toto stihneme v ¢ase O(n?). Dohromady méme O(n(n +m)).

3. V case O(n +m)

(a) Nejdiive najdeme v grafu G silné souvislé komponenty Sy, ... .S,
coz stihneme v ¢ase O(n + m). Algoritmus na hleddni silné sou-
vislych komponent:

STRONGLY-CONNECTED-COMPONENTS (graph G)

1 call DFS (G) to compute finishing times f[u]
for each vertex u

2 compute G°T (graph G with reversed edges)

3 call DFS (G°T), but in the main loop of DFS, consider
the vertices in order of decreasing f[u]
(as computed in line 1)

4 output the vertices of each tree in the depth-first
forest formed in line 3 as a separate strongly
connected component

3Casova slozitost DFS je O(n + n).
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Obrazek 3: Silné souvislé komponenty

@ Pozorovani: Zidné nalezené silné souvislé komponenty nelezf
na kruznici. Jinak by tyto silné souvislé komponenty spolu s kruznici
tvorili novou silné souvislou komponentu, kterd je ostie vétsi nez
SSK, ze kterych by se skladala.

(b) Silné souvislé komponenty bychom mohli usporadat pomoci topo-
logického tifdéni*. Algoritmus pro topologické tiidéni:

TOPOLOGICAL-SORT (graph G)

1 call DFS(G) to compute finishing times f[v]
for each vertex v

2 as each vertex is finished, insert it onto
the front of a linked list

3 return the linked list of vertices

Pokud se vsak podivame® na algoritmus pro STRONGLY-CONNECTED-
COMPONENTS, tak druhy DFS pruchod (fddek 3) vraci silné
souvislé komponenty v topologickém usporadani a proto TOPOLOGICAL-
SORT aplikovat znovu nepotiebujeme.

(¢) Abychom vyfesili ilohu, tak algoritmus STRONGLY-CONNECTED-
COMPONENTS z bodu (a) doplnime na fadce 3 o ulozeni infor-
mace, Ze pii stavén{ i-tého stromu S; v grafu GT (coz je topo-
logicky i-td4 SSK grafu G, jak bylo uvedeno v bodé (b)) vede z
néjakého vrcholu u € S; hrana do néjakého vrcholu v € S; 4.

4Misto vrcholil bychom tiidili silné souvislé komponenty. Mohli bychom algoritmus
pouzit diky pozorovani.
5Nebo si piectete kapitolu 22 a élanek o SSK v Introduction to Algorithms, 2ed
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Tim padem vede hrana v grafu G ze SSK S;_; do SSK S;. G je
polosouvisly tehdy a jen tehdy kdyz tohle plati pro kazdé i.

4 Cviceni 2010-11-08

Piiklad 1 Necht mdme k dispozici ,,¢ernou skifnku®, kterd umi fesit SAT
(rozhodovaci problém splnitelnosti CNF formul{) v polynomialnim ¢ase. Skiinka
odpovida pouze ANO-NE. Zkonstruujte algoritmus, ktery pro danou CNF
najde v polynomidlnim ¢ase (libovolné) spliujici ohodnoceni proménnych,
pokud takové ohodnoceni existuje.

Poznamky
e Formule je ve tvaru konjunktioni normdlni formy (CNF), jestlize je ve
tvaru konjunkce klauzuli (disjunkce literali), tedy napf. formule:
(AVB)AN(=BVCV-D)A(DV-E)
je ve tvaru CNF.

e 7Zvlastnim piipadem je prazdna formule, ta je z definice nesplnitelna.

Reseni (algoritmus)
1. Pust blackbox na vstupni formuli a ...

(a) pokud vrati NE, pak SKONCI, formule nelze splnit.
(b) pokud vrati ANO, pak prejdi na krok 2)

2. Vyber néjakou proménnou z z formule a jdi na krok 2a)

(a) dosad = = 0 do aktudlniho CNF a pust blackbox ...

e pokud blackbox vrati ANO, tak ptejdi na krok 2)
[Nepokazili jsme volbou 2 = 0 splnitelnost, tak muzeme pokracovat
na dalich proménnych]

e pokud vrat{ NE, tak vrat dosazeni x = 0 a piejdi na krok 2b)
[Pokazili jsme splnitelnost volbou z = 0, tak tento krok vratime
a jiz s jistotou v kroku 2b) muzeme dosadit = = 1]

(b) dosad x =1 a jdi na krok 2)
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Poznamky
e Do kroku 2 se dostanu pouze pokud formule je splnitelna.

e Misto dosazovani hodnot za proménné bych mohl do formule pfidavat
literdly (proménné nebo negace proménné) a tim vynucovat jejich hod-
notu. Krok 2a bych tedy mohl nahradit tim, Ze na konec formule ptidam
AT

Reseni (slovné) Postupné se dosazuji hodnoty za jednu proménnou, pokud
volba projde (skiinka rekne ANO), pak dosadim za dalsi proménnou a postup
opakujeme; pokud skiinka fekne ne, pak dosadime opac¢nou hodnotu (tj.
pokud jsme prve dosadili 1, tak ted dosadime 0) a opét posleme do skiitiky
(pokud mi to pro 0 (resp. 1) nevyslo, pak pro 1 (resp. 0) to uz vyjit musi
(jinak by neexistovalo zadné ohodnoceni)).

Piiklad 2 Problém vrcholového pokryti (VP).

e Definice na ivod: Necht G = (V, E) je neorientovany graf, necht S C V,
pak S je vrcholové pokryti G, jestlize Ve € E plati e je incidentni® s S.

[Tedy: S je vrcholové pokryti G, pokud pro kazdou hranu (u,v) € F
plati Zze, u € S nebo v € 5]

e Vstup: neorientovany graf G = (V, E) ak € N

Meéjme blackbox, ktery dokaze o daném grafu tici, zda existuje v G vr-
cholové pokryti, které je < k. Navrhnéte algoritmus, ktery pomoci blackboxu
v polynomialnim case zkonstruuje pro dany graf G jeho minimélni vrcholové
pokryti.

Poznamka Pokud ma graf vrcholové pokryti velikosti k, pak jisté existuji
vrcholova pokryti velikosti k& 4+ 1,k + 2, ..., |V, naopak to obecné neplati.

6Jestlize (u,v) € E, pak vrcholy u a v jsou incidentni s hranou e a zadné jiné vrcholy
nejsou.
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ResSeni

1. Pomoci nejvyse |V| = n dotazu na blackbox ziskdme spravnou hod-
notu parametru k. Ptame se blackboxu postupné zda existuje vrcholové
pokryti velikosti 0,1, ... dokud blackbox neodpovi, ze takové vrcholové
pokryti existuje.

[S =V je jisté vrcholové pokryti, tedy nejpozdéji na n se zastavime.|
2. Algoritmus:

(a) Oznacime vsechny vrcholy bilou barvou.

(b) Dokud existuje bily vrchol, tak vyberu ndhodné néjaky bily vrchol
v, oznacim ho ¢ervené a zeptam se, zda na mnoziné bilych vrcholu
existuje vrcholové pokryti o velikosti k — 1:

i. pokud existuje, pak odeberu vrchol v (¢imz odstranim i hrany
s nim incidentni, ty mam jiz ale pokryté vrcholem v) a nas-
tavim k =k — 1.

ii. pokud neexistuje, tak oznac¢im v ¢erné (tim tikam, ze v ¢ 5)
a k neménim.

Poznamka Clovék by si mohl fict, ze algoritmus upravi tak, ze odebere
vrchol v i v pripadé ii). To vSak rozbije algoritmus, protoze se s v mohou
odeberat i n¢jaké hrany, které jiz pozdéji nemusime pokryt.

Priklad 3 Problém TAUT.

e Vstup: Booleovskd formule F' sestavajici z proménnych xq, xs, ..., z, a
operaci {A,V,—,(,)}
e Otéazka: Je F tautologie?
1. TAUT € NP
2. TAUT € CO-NP
3. Jaka je slozitost TAUT, pokud je F ve tvaru CNF?
4. Jaka je slozitost TAUT, pokud je F ve tvaru DNF?
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Reseni
1. Nevi se. Pokud ANO, pak NP = Co-NP. TODO

2. Okamzité: Ano. Certifikat pro zdpornou odpovéd': Ohodnoceni pii némz
formule neni pravdiva.
Potiebujeme algoritmus, ktery to v polynomialnim case umi.

3. Na formuli "uto¢ime po klauzulich”. Stac¢i aby se v jedné klauzuli
nevyskytovala néjakd proménnd z;, - - - , x,, jako komplementarni par’ a

celd formule neni tautologie. Pokud se proménnd nevyskytuje v klauzuli
vubec, tak to samoziejmé nevadi.

Piiklad:
(AV B) A (=B V C V -D)

zde staci zvolit ohodnoceni v(A) = 0 a v(B) = 0 (a libovolné ohodno-
ceni ostatnich vyrokovych proménnych) a formule neni pravdivé.

Lze v linedrnim c¢ase otestovat. TODO JAK PRESNE?

4. Pozorovani: F' je nesplnitelnd < — I je nesplnitelna. TODO

5 UNSORTED

Piiklad 1 Definujme problém LOUP (loupeznici) nasledovneé:

Instance: Prirozena ¢isla aq, ..., a,

Otazka: Existuje podmnozina T mnoziny indexu S = {1,...,n} takova, ze:
E a; = E a;
€T 1€S\T

Dokazte, ze LOUP je NP-uplny problém.

Reseni Dokazujeme, ze LOUP j NP-tiplny problém.

1. LOUP € NP

"Tedy ve formé gace a zaroven ve formé negace.
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e Pievedeme na problém souctu podmnoZiny® s tim, Ze soucet je

b= Z;” (délime pulky)

e Certifikat: Mnozina 7.

2. Je LOUP NP-tézky?
SP [znak redukce] LOUP

ai,as,...,0,,b (1)
n
a17a2a"'7an7b*zzai_b (2)
=1
ozn. A

Je ziejmé, ze (1) ma reseni pravé tehdy kdyz (2) mé feSeni’. Nyni
zadefinujeme b’ takto:

e jestlize b > %A, pak b = b,

e jestlize b < %A, pak b/ = A —b.

Proménnou &' zavadime proto, abychom nepracovali s prili§ malym b.
Dodefinujeme jesté prvek a,.; takto:

gy =0 — (A=) =20 — A,

coz odpovida doplnéni jednoho predmétu tak, aby soucet vsech predmeétu
byl 2b (b je hledand pulka).

Véta: Zkonstruovand instance LOUP: aq, ..., ay,, a,y1, 0 mé feSeni <
vstupni instance SP: {ay,...,a,}, b mé feseni.
Diikaz.
?=" Necht LOUP({a1, ..an} U{an+1}) md feseni I C {1,2,...,n+1}.
Pak:
Su- Y
i€l FE{1,2,..n+1 NI
ZCLZ:(A+2b/—A)/2:b,: Z aj
iel GE{1,2,.n+1 NI
SExistuje pro a1, ...,a, € Z7 mnozina indexii S C {1,...,n} takovd, ze Y, g a; = b?

9Jinymi slovy: Je jedno, jestli hleddme soucet 700,- nebo doplnék 300,- v 1000,-
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Jestlize n +1 € I, pak {1,2,...,n+ 1} \ I je fesenim SP, stejny
argument plati pron+1¢€{1,2,...,n+ 1} \ [.

?<” Predpoklddame, Ze soucet podmnoziny ma feseni I C S (tj.
mnozina indext mnoziny K'), pak plati ) ,_; a; = b. Mohou nastat
dvé moznosti:

(a) ¥ =bpak I' =1
(by ¥ =A—bpak I'=5\1

Z ¢ehoz dostavame, ze pro I’ plati:

Z&i = b/.

iel’

Dale plati:

Zai—l—anH :b,+ Z a; + Apt1

i€S 1€S\I'
d aitan=A-V 42 - A=V
N——
i€S\I’ An+1

I’ je tedy Fesenim instance LOUP.
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