I: Mnoziny, relace, zobrazeni
Axiom vybéru: Ke [ zobrazeni f mziny X na mzinu Y Uzobrazeni g: Y — X tz. fg =idy.
Zornovo Lemma: (X,<) castecné usporadand mzina tz. [1 <-linedrn€ uspotadanou podmnozina v ni ma horni mez.
Pak [x U0 X [y J X maximalni tz. x <y.
* jeekvivalentni s axiomem vybé&ru i Principem Maximality.
Princip Maximality: A [0 Pot.(X) tz. O fetéz C OA UA O A tz. OC O A. Pak OO mzinu A [0 /A [B maximalni
(vzhledem k inklusi) v A tz. A [0 B.
+  Retéz je mzina C podmnozin mziny X, pokud JA,B 0 C je bud’ A 0 B nebo B [ A.
* jeekvivalentni s axiomem vybé&ru i Zornovym lemmatem.
Homomorfismy v relacich: R,S jsou M-arni relace na mzinach X, Y. Zobrazeni f : X - Y nazyvame
homomorfismem vzhledem k R, S (a casto piseme f: (X,R) - (Y, S)) pokud: OEOR, f-&LIS.
* Izomorfismus: f: X - Y je izomorfismus je-li vzajemné jednoznacné(bijekce) a U&:M - X: £&00S < ELIR
1. Identicke zobrazeni id X : (X,R) - (X,R) je isomorfismus.DK: z def
2. Jsou-li f: (X,R)-(Y,R)ag:(Y,R")-(Z,R") homomorfismy je slozene zobrazeni gf : (X,R) - (Z,R")

homomorfismus.DK: Je-li §[IR je f€ (I R' a tedy (gf)¢ = g(f§) O R".

* (to samé pro relacni systémy) Ttidu vSech objektu a homomorfismu mezi nimi znacime Rel(A).
Finitarni typ: Typem rozumime soubor A = (A)).r . Je konecny, jsou-li T a vSechny A, konecné mnoziny, a je
finitdrni, jsou-li A, kone¢né (o T neptedpokladame nic).

Souciny relac¢nich systemii(obj., struktur): Bud’ (X;,R;), i [I J, soubor objektli z Rel((A,).r). Na kartézském soucinu
X =1IIimy X (s projekcemi p; : IT; X; — X) def. relacni systém R typu (A()r pfedpisem (& : A, - X)OR, « i O J, pi§
U R;.. Ziskany objekt (X,R) nazyvame soucinem(produktem) souboru (X;,R;), 1 U J a oznacujeme IT;5; (X;,R;). (str.
23)

* Jeuzavieny na podalgebry a homomorfismy.

* (1) Vsechny projekce jsou homomorfismy. (2) R je nejvetsi relacni system tz. v§echny projekce jsou (jeste)

homomorfismy.

* ,,0 kostéti homomorfismu*: Bud’ (X;,R;), iLJJ, soubor relacnich objektu typu A=(A)r . Bud fi:(Y,

S) - (X;,R)), i1J, soubor homomorfismu. Potom [ homomorfismus f: (Y, S) - IT;(X;,R)) tz. UillJ je pif = f..

DK: Podle 3.6.1 [ takové zobrazeni f. Jde tedy jen o to dokazat, ze f je homomorfismus. Bud ¢[IS,. Potom,

jelikoz vsechna f; jsou homomorfismy, musi OilJJ byt f;{[IR;, t.j. pi(f§)TIR; Tedy je f§ IR

© (3.6.1) Usoustavu zobrazeni fi: Y - X, illJ, [ jedno zobrazeni f: Y - II; oy X takové, Ze Ui p; - = f;

Il: Usporadani

(Caste¢né) uspoFadani: (reflexivita)Jx: xRx, (transitivita) xRy & yRz [ xRz, (antisim) xRy & yRx 0 x=y
Linearni usporadani (fetéz): (lin) U x,y je bud’ xRy nebo yRx

Antitonni zobrazeni: kdyz plati x <y [J f(x) = f(y) Isotonni zobrazeni: kdyz plati x <y [ {(x) < f(y)
Galoisova adjunkce (konexe): Isotonni zobrazeni f: X - Y, g:Y - X jsou adjungovéna, (fje levy adjunkt
zobrazeni g, g je pravy adjunkt zobrazeni f) jestlize plati: x e X,y e Y: f(x) <y < x < g(y).

f Y

f(x)
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* Levy(pravy) adjunkt (pokud existuje) je uréen jednoznacné. DK: Je-li fi(x) <y « x<g(y), i=1,2je fi(x) <y,
Hx)<y

* Isotonni zobrazeni f: X - Y ag: Y — X jsou adjungovana (f nalevo, g napravo) prave kdyz plati f(g(y))<y a
x=g(f(x)) (symbolicky fg < id a gf = id)

* Dusledek Jsou-li isotonni zobrazeni f,g adjungovana, plati fgf =fa gfg=g

* Levé Galoisovy adjunkty zachovavaji suprema, a pravé zachovavaji infima. DK: provedeme pro suprema.




Necht’ s = supM existuje. Potom je ( podle (2.5) fisot.[]sup f{M] < f(supM) ) ptedevsim f(s) horni mezi
mnoziny f{M]. Je-li x horni mez mnoziny f{M] mame, [m [ M, f(m) < x a tedy m < g(x). Je tedy g(x) horni
mez mnoziny M, odtud s < g(x) a kone¢né f(s) < x.

Jsou-li X, Y uplné svazy, je isotonni zobrazeni f: X — Y levy (resp. pravy) adjunkt pravé kdyz zachovava_

vSechna suprema (resp. infima). DK: Necht f zachovava suprema. Deﬁnujme zobrazenig:Y - X
pfedpisem g(y) = sup{x |[f(x) < y}. Trividlné f(x) <y implikuje x < g(y). Ale téZ naopak, je-li x < g(y) = sup{z
| f(z) <y}, dostdvame f(x) < sup{f(z) | f(z) <y} <.

Pevny bod: f: X - X, fméd pevny body = [y 1 X: f(y) =y.

Bourbakiho véta: Necht v (X,<) [Inejmensi prvek a necht’ tam ma kazdy fetézec x1 < ...< xn <... supremum.
Necht' f: X — X zach. tato suprema. Pak f ma pevny bod a mezi pevnymi body [Inejmensi.
Tarského-Knasterova véta (o pevném bodé): Kazdé isotonni zobrazeni tiplného svazu do sebe ma pevny
bod. DK: L uplny svaz, f: L - L isotonni, M = {x [x < f(x)} a s =supM. Pro x[IM je x <s [J x <f(x) < f(s) U
f(s) je horni mez mnoziny M a méme s < f{(s), a z isotonie f(s) < f(f(s)) U f(s)IIM U f(s) <s 0 f(s) =s.
Cantor-Bernsteinova véta (aplikace): f: X - Y, g: Y - X prosta zobrazeni, pak [Jvzdj.jednoznacné
zobrazeni(bijekce) h: X - Y a lze ho najit tz. [Ibod je h(x) def. bud’ ve shod¢ s f nebo inversné s g. DK: F:
Pot(X) - Pot (X) def. F(M) = X\g[Y\f[M]] a vezmeme A nektery jeho pevny bod (mnozinu). Podle TK véty
existuje (Pot(X) je uplny svaz). Tedy A= F[A] mame tedy A=X\g[Y \ fTA]], to jest X \ A = g[Y \ {[A]].(*)

aly\elnll Y

Polozme h(x) = ( f(x) pro x[A a g'(x) pro x[JA) (podle (*) ma takove g"'(x) pro x 0 A smysl, samozrejme
jednoznacny). Jelikoz g je prosté, mame podle (*), g'[X\A] = g'g[Y \f[A]] = Y \f[A] takze pro x[JA a y[I X \
A je h(x) Zh(y); prox #Zyax,y A nebo x,y A je h(x) # h(y) trivialne. Tedy je h proste. Proy J Y je

bud y [ f{A] a pak je h-obrazem prvku z A, nebo je y J Y \ fTA] a potom je y = h(g(y)). Zobrazeni h je tedy
na.

Relace hluboko pod: x je hluboko pod y v (X,<) a piSeme x<<y jestlize usmérnénou(Lx,y obs.jejich horni mez)
DUX plati: y < supD = [HD, x < d

lll: Svazy jako algebry

Svaz: Je-li uspofadana mnozina zaroven dolni a horni polosvaz, fekneme, Ze je to svaz. Rekneme, Ze uspoiadana
mnozina (X,<) je dolni(resp.horni) polosvaz jestlize pro libovolné x,y[1X existuje inf{x,y}(resp.sup{x,y})

Uplny svaz je uspofadana mnozina v niz kazdd podmnozina ma supremum a infimum

Svaz pomoci operace [I(svaz jako algebra) : Je-li X svaz, mame krom¢ operace []dalsi operaci U spliiujici rovnice
((Feq): aliblIc) = (aldb)Uc,a Ub=Db Ua, a [la=a (to same plati prol]). A operace [ [1jsou svazany rovnicemi a
[O(ab)=a, al(a b)=a.

Necht je na mnoz. X déna bin.operace [Isplnujici rovnice ([*eq). Potom existuje prave jedno usporadani v
nemz je a [1b = inf{a,b}. Takto usporadana mnozina X je polosvaz s 1 = v nem existuje prvek 1 splnujici
rovnici 1 [Ja = a. DK: Takove usporadani je nejvys jedno, protoze musi byt x<y < x = inf{x, y}. Definujme
tedy x<y = xUy=x. Tato relace je usporadani: x<x protoze x L1x =x; je-li x<y<zmame x Uy=xaylz=ya
tedy x Uz=(xOy) Uz=x U(y Uz) =x Uy =x a tedy x<z; konecne je-li x<y<x jex=xHy=y Ux=y. V
tomto usporadani je x [y = inf{x,y}: predevsim je to dolni mez mnoziny {X,y}, protoze (xUy) k=(x[X)y =
xLly a jeste bezprostredneji (x Uy) Uy = x Uy; je z dolnich mezi nejvetsi, protoze je-li zLIx =z= z[ly mame z
UxUOy)=(zUx)Oy=zUOy=zatedy z x Uy. Je-li 1la=a je v nasi definici a<1.

Modularni svaz je, plati-li vnem: a< ¢ I all(blc)=(allb)Uc

Svaz L je modularni prave kdyz neobsahuje podsvaz isomorfni se svazem C5. DK: ¢ Necht’ L obsahuje Cs.
Potom (pismenka z obrazku) je x U(a Uy)=x Ob=x<y=c Uy =(x Ua) Oy trebaze x <y. Tedy L neni
modularni.
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¢ Necht’ L neni modularni. Tedy existuji u,v,w tak, ze u < w a ull(viw) < (ull v)Uw. Potom v nemuze byt
srovnatelne s u] (v Jw) ani s (uldv) Ow (kdyby bylo v < (u v) Ow bylo by v<wauld(vlw) = (ulv) O
w = ullv; kdyby bylo v = ull(vldw), bylo by v=uatedy u U(v Uw) = (ullv) Uw =v Uw).

Mame v U (u U(v Ow)) = vu a jelikoz jeste (uv) Uw < v [u, je tez vllu = vl ((ud v)[w). Podobne
vl (v Ow)=v O@ulv)lw = vlw. V L tedy dostaneme kopii Cs polozime-li a=v, b=v[w, c=vlw, x=ull
(vUOw)ay=(ulv)Uw.

Poruseni
modularity

u

* Distributivni svaz je, plati-li v nem: a [J(blc) = (a Ob)U(a Oc) nebo také all(blk) = (allb)[Jallc)
DK: (aVvb)A(ave)=(an(aVe))V(bA(aVe))=aV(bAa)V(bAc)=aV (bAc)
* Svaz distributivni < neobsahuje podsvaz isomorfni s Cs ani Ds.
e
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* Svaz L je distributivni = kazda soustava rovnic tvaru a [Jx =b a [Jx = ¢ ma nejvys jedno feSeni. DK: ¢
Necht je L distributivni anechta Ux=b,allx=c,ally=baally=c. Potomx=x U(a x)=x U(a Uy)
=xUa)UxUy) =(yUa)UOxUOy)=yU(alx)=y U(ally) =y. ¢ Necht L neni distributivni. Potom v
kterekoli z konfiguraci C5 nebo D3 jsou x iy reseni nasi soustavy rovnic.

Idealy a filtry (v distributivnich svazech):

* Ideal v distributivnim svazu L s nulou a jednotkou je podmnozina J [J L takova, ze

o 00, albO]J alll
o a,b0J0 a0b0l, @ I =

o b<a&alJO bOJ. alll bDOJ bOJ



Filtr v L je definovan jako podmnozina F [ L takova, ze

(f1) 1 OF,

(f2) a,bOF 0O aObOF,

(f3) bza&alUFUO bOF.

Vlastni ideal J resp. filtr F - jestlize to neni cely svaz L, tedy 101J resp. OUF

Prvoideal resp. prvofiltr je vlastni ideal J resp. filtr F takovy, ze

© kdykolia[Ob UJ, mdme a Ll Jnebo b [JJ

© resp. kdykoliavb [JF, mdme a [J F nebob UF.

Maximalni ideal J resp. filtr F — neni obsazen v zddném vét$im vlastnim

Doplnek prvoidealu je prvofiltr a naopak. Ale dopliiek ide4dlu nemusi byt filtr a naopak. (podle SeSitu)

Kazdy vlastni idedl je mozno rozsifit na maximalni ideal. DK: Dostaneme standardnim pouzitim Zornova

lemmatu (sjednoceni system vlastnich idealu linearné uspotadanych inklusi je vlastni ideal jednotka nebyla v

z4dném scitanci).

Kazdy maximalni ideal je prvoideal (opacné to obecné neplati, jen u okruhti). DK: Bud J max. a ab[J.

Predpokladejme, ze alll. Def. K={x | xbLlJ}. K je zrejme ideal a J U K, takze musi byt 1LIK a tedy b = 1bL1J.

Birkhoffovo lemma; J je ideal, FfiltrvLa JNF=8 . Pak Ofiltr F2F maximalni vzhledem k

podmince FNJ=0 a F jeprvofiltr. DK: Mé&me soustavu filtrd F O F a FnJ=0, tz. OF,, F,OF je bud’

F, O F, nebo F, O F,. Pak [ Fje filtr, stale jeste disjunktni s J. Podle Principu maximality tedy [Jmaximalni

filtr F . DokaZeme, Ze je prvofiltr: ¢ Pfedp.: Ja,bl0 F aaldbl F .Def. G={x|xObO F }.Je-lix,

yOG mame (x Oy) Ob =giw, (x Ob) O(yOb) Oy F atedy x Oy O proc) G, je-li z2x pak z Ob = x Ob [
F atedy z 0 G. Tedy je G filtr a jelikoz ztejm&¢ G2F aGOal F |, je to filtr ostfe vét§inez F a

tedy jiz nemtize byt disjunktni s J. Zvolme c10 GNJ (tedy specialne c1 0 b0 F ) a definujme H = {x |

xOcl O F }.Hjefiltr, ostie vétsinez F [ obsahuje b. Musi tedy jiz obsahovat nejaky c20J. To je ale

SPOR, meli bychom c10c2 O JNF (str.53)

Birkhoffova véta; Necht J je ideal a F filtr v L anecht plati JNF =4 . Potom Oprvofiltr F2F a

prvoideal J2J tz. JNF=0 DK:Zlemmatu: JNF=0 [0 Oprvofiltr max. F2F vzhledem k
FNJ=8 duilni podoba lemmatu(oto¢ime svaz): JNF =8 [0 Oprvoidedl max. J2J vzhledem k
JNF=0 atedy JNF=L

Pseudokomplementy a komplementy: Bud’ L svaz s nulou, a € L. Nejvétsi element x takovy, Ze x [la=0,

pokud existuje (naptf.v D3 neni), nazyvame pseudokomplementem prvku a a oznacujeme a*. Def: x < a* < x [Ja=0
Pseudok.svaz obsahuje 0 a 1 a Llprvek ma pseudokomplement. Zobrazeni f(a)=a* pseudok.svazu do sebe je
antitonni. Prvek b nazveme komplementem prvku a ve svazu L, plati-li a Ub=0 a a Jb=1. Komplement nemusi
existovat. A ani nemusi byt jednoznacné urcen (napt. ve svazu D3). Plati:

1.

c R WD

a<a** Dk:zdef:ala*=00 a< (a0

a*=a*** Dk:z 1 a* < (a)lI] z 1 a antitonie a* > (al) [T

allb=0 < a**[b=0 Dk:z2:al0b=0 « b<a* = b<(a**)* = a**[Jb=0.

(alda*)* =0 Dk: x (alla*)=0 « x Ja=0ax Ua*=0, tj. x <a* ax <a**, tedy x<a*[]a**=0.
V psedok.svazu plati: (a Ub)** =a** [1b** Dk: Plati (a Ub)** < a** [1b** (2x pouZzijeme antitonni
zobrazeni na (a [Jb)<b a na (a [Jb)<a ). Na druhe strane mame podle 1, a b < (a Ub)**, tedy a Ub J(a Ub)
=0apodle 3 a** b L(a Ub) =0 a znovu podle 3 a** [Ib** [I(a LIb) = 0, a konecne a**[1b** < (a L1b)**.
V psedok.svazu plati: (alla*)** =1 Dk: plyne z 4

Pseudokomplementy nemusi byt komplementy, v distr.svazu je [l komplement pseudokomplement Dk: Je-li
b komplement a a x[a=0 mame x=x[alb)=(xa)l] (x[b)=x[Db a tedy x<b

+ Booleanizace

Heytingova operace (relativni pseudokomplement): ve svazu je binarni operace a - b spliujici allb<c <« a<b-c.
Heytingova algebra: Svazu s nulou a jednotkou a Heytingovou operaci (to, Ze ma jednotku je ale automatické:
jelikoz x [Ja < a je vzdy x < a - a) fikdme Heytingova algebra.

Strukturu svazu muzeme rozsirit na Heytingovskou nejvyse jednim zpusobem. DK: z def. HA: (c1 <c2) U
(bocl<b-c2)a(cl -b=<c2-b)Upevne b dava formule adjunkci x[ b <y = x < b -y mezi zobrazenimi
(x|- xb)a(x |- b-y)svazu L do sebe. Jelikoz prvni z techto zobrazeni je dano svazovou strukturou, je
jim urceno i druhé, a tim mame urcenu i operaci — .

Pripousti-li svaz Heytingovu operaci, plati v nem: (supM) Ux = sup{mUx [/mUM }kdykoli supM existuje.
HA je vzdy distributivni.



,.Vyznam Galoisovy konexe v HA*: Uplny svaz L pripousti Heytingovu operaci prave kdyz v nem plati
zesilena rovnice distributivity: (Vo; a)) Ub = Vgy(a; Ob) U system {a; | j 0 J} O L a kazde b O L.

* HA je vzdy pseudokomplementarni (mame totiz a* =(a - 0))

Booleanizace: Bud’ L Heytingova algebra. Polozme BL = {a € L |]a = a**} a definujme zobrazeni b: L — BL
predpisem b(a) = a** a nazveme ho Booleanizace Heyt.algebry L.

* BL je Booleova algebra. Konecna infima v BL se shoduji s konecnymi infimy v L, a pro suprema plati
formule: supg; M = (sup. M)** kdykoli ma prava strana smysl. Je-1i tedy L uplny svaz, je i svaz BL uplny.
Zobrazeni b zachovava konecna infima a vsechna existujici suprema. Navic o nem plati implikace b(a)=0 [
a=0.

Booleova algebra je distributivni svaz takovy, ze kazdy prvek v ném ma komplement. Komplement prvku a se
oznacuje a‘.

* Kazda Booleova algebra L je Heytingova algebra. Formule b — c=b°l] ¢ totiz dava Heytingovu operaci v L.
Ultrafiltry: prvofiltry v Booleovych algebrach (jsou vzdy maximalni).

* Bud F vlastni filtr v Booleove algebre L. Potom: (1) F je maximalni fltr < (2) F je prvofiltr « (3) UallL je

bud alJF nebo a°lJF.
IV: Univerzalni algebry
Homomorfismy algeber: Zobrazeni f: X — Y nazyvame homomorfismem vzhledem k operacim a : XM - X, B:
YM - Y, plati-li pro kazdé { : M — X fla(Q)) = B(f - {), coz mozna neni GpIné priizratna formule. Podivejme se ale
co tika ve finitdrnim ptipadé: fla(x1, .. ., xn)) = B(f(x1), . .., f(xn)), coz je jiste jasnéjsi.
System vsech algeber typu A a vsech jejich homomorfismu budeme oznacovat Alg(A)

* Budte A=(X, a), B=(Y, B) (kde a=(a;)ilJJ ) algebry stejneho typu A = (A)or . Zobrazeni f: X - Y je
homomorfismus A — B je-li Ji[1J homomorfismem vzhledem k a;, 3;

*  Budte a,B,y po fadé M-arni operace na mnozinach X,Y,Z. Bud’ f: X - Y prosté zobrazeni, g: Z - Y libovolné
zobrazeni a h: Z - X zobrazeni takové, Ze f- h = g. Jsou-li f a g homomorfismy, je i h homomorfismus.

* Budte a,B,y po fadé M-arni operace na mnozinach X,Y,Z. Bud’ f: X - Y zobrazeni na, g: X - Z libovolné
zobrazeni a h: Y — Z zobrazeni takové, ze h - f = g. Jsou-li fa g homomorfismy, je i h homomorfismus.

* Kazdy homomorfismus ktery je prosty a na je isomorfismus.

Podalgebry: Bud’ A = (X, a), a = (a)or , algebra typu A = (A¢)er . Bud' Y podmnozina mnoziny X aj: Y X
zobrazeni vlozeni. Je-li Y uzaviena na v§echny operace a,, t.j., plati-liOt D Ta & : A, - Y Ze ai(j &) je v Y, opatiime
jioperacemi (oY )(§) = a,(j& ) a o takto ziskané algebfe mluvime jako o podalgebie algebry A.

1. Je-li B=(Y, aY ) podalgebra algebry A = (X, a) je zobrazeni vlozeni j: B -~ A homomorfismus.

2. Je-li f: B » A libovolny homomorfismus je f{B] podalgebra algebry A.

3. Je-lif: B - A prosty homomorfismus je jeho restrikce f': B — f[B] isomorfismus.

*  Prunik libovolneho systemu podalgeber je podalgebra.

* Podle ptedchoziho existuje [IM U X algebry A =(X, o) nejmensi podalgebra algebry A ktera mnozinu M
obsahuje, totiz prunik vsech podalgeber Y takovych, ze M [J Y . Budeme o ni mluvit jako o podalgebre
generované mnoZinou M a oznacovat Gen(M). Rikame, ze M je soustava generatoru algebry A je-li
Gen(M) = A.

Podalgebry (z Algebry I): Je-1i A(o; |1 U I) algebra, potom B [l A nazveme podalgebrou (algebry A(o; |1 LI 1)), pokud
B je uzaviend na operace o; Ui [ .
Souciny (product) algeber (str. 74): Bud'te A; = (X;,a'), i [ J algebry téhoZ typu A = (A)er. Vezméme X =115 X a
projekce p; = ((xi)ios |- ;) : X - X . Na X definujme operace a,, t 0 T piedpisy 0(&) = (a'(p: )) iny (kde &: A - X).
Pak algebra A = (Iliyy X, (o) o7 ) je sou€inem nebo produktem soustavy algeber A;, i Ul J a oznacujeme Iy A
Kongruence: Bud’ A = (X, o = (a)or ) algebra typu A = (A))r. Relace ekvivalence E na mnozin€ X se nazyva
kongruenci na A jestlize

(OtOT,jsou-li &, n: A - Xtakové, ze [Id [0 A, je &(d)En(d), plati téZ o.(§)Ea, (n).
Mozna trochu prithlednéji pro finitarni operace: plati-1i x;Ey; pro vSechna j, je au(x1, . . ., xnj )Ea. (y1, . .., ynj ).

* Faktoralgebra (faktorova algebra nebo kvocient): E kongruence na algebre A = (X, o). Ozname
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q= (x|~ xE): X - X/E a na mnozine X/E definujme operace &,(§)=¢(&,(n)) kde ¢gn=& (n:A - Xa
&: A — X/E), ziskanou algebru ozna¢ime A/E=(X/E, (&),cr )
* Tvrzeni
= 1. qje homomorfismus A na A/E.
= 2. Kongruence na algebre A jsou prave relace tvaru E, = {(x, y) |h(x) =h(y)}, kdeh: A - Bje
homomorfismus do libovolne algebry B.
= 3. h homomorfismus A na B [ Uisomorsmus f: B - A/E, takovy, ze th =q.

* Budte E;, i J J kongruence na algebre A. Ozn. E = Ny E;. Pak je A/E isomortni s podalg. soucinu [0y A/E..
* Budh:(X,a) - (Y, B) homomorfismus na, bud j : COB vlozeni podalgebry. Potom A'=h"'[C] je
podalgebra algebry A a restrikce h': A' - C homomorfismu h je homomorfismus na. Nasledkem toho je
podalgebra faktorove algebry vzdy isomorfni s faktorovou algebrou podalgebry.
Volna algebra nad mZinou M vzhledem k tiid¢ algeber A je algebra F(M) A spolu se zobrazenim ¢y : M —

F(M) tz. O algebru ALJA a [J zobrazeni f: M —» A [ homomorfismus h: F(M) - AtZz.h- py=1.

FM) 20y 0A 4

bu M - Of

*  Bud A = (n)or finitarni typ a bud’ A O Alg(A) netrivialni tfida algeber uzaviena na tvofeni soucind,
podalgebry a isomorfismy. Pak [ mzinu M [volna algebra nad M vzhledem k A.
DK: Zvolme systém R [0 A takovy, ze v ném [izomorfni algebra JAT A generovanou < |M| prvkami.
Oznac¢me U={u |u: M - B, U R lib.zobrazeni} a soucin p,: [| .ou B, — B, , potom [ prosté zobrazeni (:
M - [] wou By dané podminkou p,y=v v: M - B, . Kone¢né definujme ¢ : M - F(M) = Gen(Y[M])
predpisem du(x) = Y(x). Oznacime-li | homomorfismus vlozeni F(M) =Gen(Y[M]) do [ wou By, mame | ¢y =
Y. Bud' lib. AOA af:M - A lib.zobrazeni. Rozlozme f na zobrazeni M —g — Gen(ff]M]) —j = 0 - A. Podle
volby mnoziny R Oisomorfismus €: Gen(f{M]) - B, [1 R. PoloZzme v=eg a h = je 'p.(u .

FO) = GenwM) Py a0

A = 4

(Cervené jsou homomorfismy)

b, I -
. g
! > Gen(f[M])
I P 4
B .
v o
Potom: h = j& 'pudu = je 'pp = je v = je 'eg Sjg=f e

Uh podle (3.5) M je soustava generatorii algebry A a schoduji-li se homom. f,g:A — B na M, plati f=g
Variety algeber: Tiidy algeber tvaru Mw(E) nazyvame varietami algeber nebo primitivnimi téidami algeber (typu
A). Bud M mnozZina a E libovolna podmnozina produktu F(M)xF(M).

Definujme Mm(E) = {A |0 homom. h: F(M) — A, O(u, v) OE, h(u) = h(v)}.
operator Ey(A) = {(u,v) 0 FMM)xF(M) | homom. h: F(M) —» AOA , h(u) = h(v)}.
* Birkhoffova véta o varietach Ttida algeber AAJAIg(A) je varieta prave kdyz je uzavrena na isomorfismy,



podalgebry, produkty a faktorove algebry. DK: na 1
V: Topologie
Topologie:
* Topologicky prostor je mnozina na které je definovana topologie jednim z téchto zptisobti:
+ Rekneme, 7e na mnoziné X je definovéana topologie pomoci okoli je-li Dx U X ur¢ena neprézdné mnoZzina

U(x) U expX (poten¢ni mnozina) takova, ze *wWelfx

o (okl) OU O U(x), x O U, /T“f/

o (0k2)U, VO UX) =>U n V 0 U(x), \/L “ _
o (0k3)UDU(x) & U OV =>VOU®), Ue Ulx) &

O

(ok4) U U U(x) LW 0O U(x), W I U, takove, ze Iy I W je U I U(y)

+ Rekneme, 7e na mnoziné X je definovana topologie pomoci otevirenych mnoZin je-li ddna mnozina t [J
expX takova, ze
o (otl)U XU,
o (o2)U,VUr=UnVlrt,
o (0t3) U; T, 1aJ =y U l0r.
Prvkiim U [ t fikdme oteviené mnoZiny.

* Base topologie 1 (zadané jako soustava otevienych mnozin) je libovolna § U t takova, ze JU U 1, U = U {B
Up (B OU}.

* Subbase topologie 1 je libovolna S [J t takova, Ze mnozina vSech kone¢nych priniki prvka S je basit .
Uzavirené mnoZiny: Mé&me topologii na X danu jako soustavu otevienych mnozin. Rekneme, 7e podmnozina A 0 X
je uzaviend, je-li X\A oteviena. Z DeMorganovych pravidel okamzité dostavame, Ze sjednoceni konecného poctu a
prinik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

Uzavér (= M ): Je-li M O (X,1) definujeme uzavér mnoziny M jako M = n{A |A uzaviena, M [J A}.
Spojitost (5 ekvivalentnich definic):
* Spojité zobrazeni: Zobrazeni f: X — Y je spojité zobrazeni (X,t) - (Y, 0) jestlize ke [Ix [J X a [J okoli V
bodu f(x) v topologii 6 [bkoli U bodu x v topologii t tz. ffU] U V.
* Bud fzobrazeni X = (X,t) do Y = (Y, 0). Potom nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(1) fje spojité.
(2) OU otevienou v Y je f'[U] oteviena v X.
(3) UA uzavienou v Y je f'[A] uzaviena v X.
@ OMOXje f[M]c/f[M]
(5)OMOYje f '[M]cf ' [M]
DK: (1) (2): Je-li xOf'[U] je f(x)JU a U je jeho okoli, takze pro nejake okoli V bodu x je f{V]CU a mame
xOV O £1[V] O f£'[U] a £'[U] je okoli x. (2) = (3): protoze vzorova funkce (M |- f'[M]) zachovava
doplitky. 3)d (4): Mc< ' f[M]|cf '[f[M]] ajelikoz posledni mZina je uzaviena, M< f'[f[M]]
akoneénd f|M]|<S f[M] . (40O (5) Plyne okamzite z toho, ze f[f ' [M ]l [M]cM . (5O (1)
Jelifx)d Y\V jexO f'[Y\V] atedyxO £ '[Y\V] = X\f'[V] .Polozme U=f'[V].
Souciny topologickych prostorii: Méme dan systém (X,t;), 1 [ J, topologickych prostorti. Na kartézském soucinu
ITio; X definujme topologii T subbasi {p;'[U] |j O J, U O 13}, kde p; : ITioy Xi > X jsou projekce (Xi)ios |- x;. O
karézském soucinu Iy X; opatieném touto topologii mluvime jako o sou¢inu nebo produktu systému (X;,1i), a
chceme-li zdliraznit, Ze se jednd o tento prostor a ne jen o jeho nosnou mnozinu, piSeme Iligy (Xi,t;). (str. 102)

e}

e}

(e]

e}

O

Oddélovaci (separaé¢ni) axiomy Rekneme, Ze (X,1) splituje axiom (Ti) kdyz: U U
e (To)Dx#yeXUerttak, Zex U Uyneboy I U [x . i.yineboioi Y
X ! | X 1
U L )
e (MHx#ZyeXWerttak,zex ULy . ‘;, U,V
| j | j

* (T2) Hausdorffiv prostor: Ux #y € X LU, V e 1 tak, zeer eraU nv=014 .
* V Hausdorffové prostoru X je kazd4d kompaktni podmnozina uzaviend DK: A [J X kompaktm proxOA
aa[J A zvolme U,, V, oteviené disjunktni tz. xeU, a aeV,. Potom {V, |a € A} je pokryti mnoziny A a

muzeme z n€¢ho vybrat kone¢né Vai, ..., Var. Polozme U = n(i=1..n) U, . U je okoli bodu x a neprotina A
(pze UinV,=0 [Oi),takzex 0 4 .Tedy 4 OA.
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» Kazdy Hausdorffiiv kompaktni prostor je normélni DK: 4 je regularni: x [J A, A uzaviena a tedy
kompaktni (kazda uz.podmnozina kompaktniho prostoru je kompaktni). Pro a [J A zvolme U,, V,
oteviené disjunktni tz. x[JU, a all1V,. Potom {V, |a I A} je pokryti kompaktni mnoZiny A a miZeme z

n¢ho vybrat konecné V,i, . . ., V,, tak, ze ALV = [(i=1..n) V,; . Polozme U = n (i=1..n) U, a mame x[JU
aUnV =[]. ¢je normélni: postup zopakujeme: Pro b [J B zvolime disjunktni V, [Jb a U, U A, vybereme
Vi, -.. » Vo pokryti B, a polozime U = n(i=1..n) U, a V= [(i=1..n) V. U _ -V,

* (T3) Regularita: [1x € X a [JA uzavienou, x J AU, Vrtak,zZex U, AOVaUn V=[ \;‘
L

* (T3,5) Uplna regularita:x € X a OA uzavienou, x O A Ospoj. ¢ : X — Ize p(x)=0 a (p[A]D{l} (I—E(]) ID

®

* (T4) Normalita: [JA,B disjunktni uzaviené [disj.otevi. UV O1 tzZz AOUaBOV ‘ @ ‘ ;

« TOO T10O T20O T3&T10O T35&T10 T4&T1
Ireducibilni prostor W LI 7 jestlize W#X a W=U nV U,VUt I W=U nebo W=V.
Stizlivy prostor - jestlize [ ireducibilni W [ bod x tz. X =X\ {x]
Kompaktnost: Prostor X je kompaktni, da-li se z kazdého jeho pokryti vybrat kone¢né podpokryti. Mluvime o
kompaktni podmnoziné Y (obecného) prostoru (X,t) je-li podprostor (Y,t|Y) kompaktni (v§Simnéte si, Ze to znamena
piesné to, ze z kazdého pokryti U podmnoziny Y lze vybrat konecné).

* Pokryti topologického prostoru (X,t) je podmnozina U [ 1 tz. JU = X. Je-li U pokryti X a V [J U podsystém
tz. stale jesté JV = X, mluvime o podpokryti, nebo o pokryti vybraném z U.

* Definice '|": Bud’ (X,t) topologicky prostor a Y [J X. Snadno ovéfime, ze T |[Y = {U n Y |U e 1} tvofi
topologiina Y.

* Kazda uzaviena podmnoZzina kompaktniho prostoru je kompaktni.

* Obraz kompaktni podmnoziny pri spojitem zobrazeni je kompaktni podmnozina.

* Alexanderovo lemma Necht pro n&jakou subbasi S prostoru X = (X, 1) plati, ze z kazdeho pokryti U [J S
lze vybrat konecne podpokryti. Potom X je kompaktni. DK:(sporem) ¢ def: pokryti je velké, nelze-li z n¢j
vybrat kone¢né podpokryti ¢ fakt: [velké pokrytil] Cimaximani velké pokryti tj. takové velké pokryti A | Ze
kdykoli UL A, da se jiz z A O{U} kon.podpokryti vybrat ¢ B =1\ A pak U e€B < pronéjaké Ul,..,Une A
je UOU10..0Un=X (O z maximality,[] z toho Ze A je stale jesté velké) Nasledkem toho: VOUeB [ VeB
(*)U,veB O UNVeB (*¥*) ¢ vezméme xeX libovolny, A je pokrytil] [Ue A tz.xeU 4 S je subasel]
[S1,..,SneS Ze xeS1n..nSnU ¢ [ISi O B (pze pak by podle (**) nSi byla v B a podle (*) také U €B, ktera
se ale vybirala z A) tedy [Sie A4, coz je SPOR, pze vzhledem k tomu, ze bod x byl libovolny znamena, ze jiz
A nS je pokryti a z n&j by se muselo dat vybrat koneéné.

* Tichonovova véta o soucinu Soucin libovolného systému kompaktnich prostort je kompaktni.

Souvislost: Neprazdny prostor je souvisly, neobsahuje-li kromé trivialnich zadné jiné obojetné mnoziny; jinak
fikame, Ze je nesouvisly.

+  Rekneme, 7e podmnozina A topologického prostoru X je obojetna, je-li zaroveii oteviena i uzaviena. V
kazdém prostoru X mame trividlni obojetné mnoziny X a [J.

VI: Metrické prostory

Heine-Borelova véta: Bud X topologicky prostor. Potom: (1) X je kompaktni. = (2) Kazda nekonecna mnozina v X
ma bod kondensace (def: Uokoli U bodu md mnozina M \ U stejnou mohutnost jako M).

Je-li X metricky, jsou tato tvrzeni dale ekvivalentni s tvrzenimi: (3) Kazda nekonecna mnozina v X ma hromadny
bod. (4) Z kazde posloupnosti v X lze vybrat posloupnost konvergentni.
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