Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (B)
ZS 2009-2010

Priklad 1: Najdéte Laurenttv rozvoj funkce

sin z
Z) =
fo) =2
v maximalnich moznych mezikruzich o stiedu . (10 bodi)

Priiklad 2: Spoctéte integral:
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d 20 bodi
/0 (2 +4x + 5)(22 — 4z + 5) v (20 bodd)

Priiklad 3: Spoctéte integral:
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Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (B)
ZS 2009-2010
Vysledky a navod k reseni

Priklad 1: Vysledek: Funkce f je holomorfni na C\{0}, v bodé 0 je odstranitelna
singularita, po dodefinovani je holomorfni na C, tedy na celém C je souctem

m=1 m—n
mocninné fady o stfedu 7. Tato fada je Y . _; (EL;O ] %) (z —m)*.

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:
1) Dodefinujeme-li f v nule hodnotou 1, bude holomorfni na C, a tedy je sou¢tem
mocninné fady o stfedu 7 na celém C. (2 body)

. 00 (_1)n+1(z_ﬂ_)2n+1 =, . . )
2)sinz=3,", @ntD)! na C (lze vyuzit toho, Ze sinz = —sin(z — m)).
(1 bod)

3) 2 =220 % na U(w, 7). (2 body)

4) Vynasobenim pfislusnych fad dostaneme vysledek na U(w, 7). (2 body).
5) Z jednoznacnosti rozvoje v mocninnou fadu plyne, Ze vysledek je platny na
celém C. (3 body)

(Pozndmka: Pokud neudinime postieh v bodé 1), po¢itame na mezikruzich P(7,7) =
P(m,0,7) a P(m,m,+00). Na P(m, ) spo¢teme pomoci bodu 2), 3) a 4) (celkem 5

bodit). Na P(r, 7, +00) spocteme, ze L = 3 % (2 body) a pak vynésobime
n=0

s fadou z 2) (3 body). Vyjde >_°° (ZOO mEL} (_l)nﬂimﬂznim) (z -

m=—o00 n=max{0,[ (2n+1)!
-1 n+17m7r2n7m

7)™. Ze jde o stejnou fadu jako vyse plyne napiiklad z toho, Ze Yo ( CZES))

0 pro kazdé m (a to plati, protoZze sinm = 0.))



Priklad 2: Vysledek: 1%7r

Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:

1) Integrél konverguje (funkce je spojita na (0, +00), pouzije se srovnavaci kritérium).
(1 bod)

2) Ozna¢me integrovanou funkci f. f je sudd, a tedy integrél pres (0,+o0) je
polovina integralu pres R. (1 bod).

3) Pro R > 0 necht ¢r(t) = Re, t € [0,7], a or = [-R, R] + 1g. Spocteme
integral z f podél pr dle reziduové véty a provedeme limitni pfechod pro R — oo.
(3 body)

3) f je racionalni funkce s pdly v bodech 2+, 2 —i, —2+ ¢, —2 —i. VSechny pdly
jsou nésobnosti 1. Ptitom body 2 —¢ a —2 — ¢ lezi ,vné ktivky“, je v nich index
nula, ve zbyljch dvou je (pro R > /5) index 1. (4 body)

4) Reziduum v bodé 2 + i je 153, reziduum v bodé —2 + i je =552 (4 body)

5) Pro R > /5 je dle reziduové véty Jor = 3. (4 body)

6) limp_oo [ wr J =0, limita integrélu pres [— R, R] je rovna dvojnasobku integrilu
ze zadani. Tim dostavame vysledek. (3 body)

Piiklad 3: Vysledek: 7 - V25754 cos %ﬂ'.

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Integral konverguje dle srovnavaciho kritéria. (1 bod)

2) Substituci z = e¥ prevedeme na I = [~ 63%& dy. (2 body)

3) Necht ¢r je kladné orientovany obvod obdélnika s vrcholy —R, R, R+2mi, — R+
27i. Spo¢teme integral funkce z bodu 2) podél pr podle reziduové véty (2 body):
(i) Funkce je holomorfni na C\ (Log(5i) U Log(—57)). Ve vylou¢enych bodech
jsou pély nasobnosti 1. Pro R > Inb jsou z nich ,uvnitt kfivky“ pravé body
z1 =Ind5+1i5 a2z = ln5+2’377r. (Tj. v téchto dvou je index 1, v ostatnich je index
0.) (3 body)

(ii) Reziduum v bodé z; je —
(4 body)

(iii) Zminény kiivkovy integral je tedy roven —im - 5=5/4(ei™ + ¢57). (3 body)
4) Provedeme limitni pfechod pro R — oo. Integraly pfes obé svislé usecky maji
limitu 0, integral pfes [—R, R| m4 limitu I, integral pres [R + 27i, —R + 27i] ma
limitu 2™ ] = —il. (2 body)

5) Dostévame tedy (1+ i) = —im -5~ 5/4(e3™ + e3™), odkud spocteme vysledek.
(3 body)
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