(b) Dirichletova funkce definovana na R jako f(x) = 0 pro iracionalni x a f(x) = 1 pro racionalni x, ma Rl na [0,1]? Vydélme
interval na P ={x0, x1, ..., xn }, mezi xj a xj+1 je vzdy irac.¢islo => inf na [xj,xj+1]=0 => dolni s(f,D)=0, mezi xj a xj+1 je vzdy
rac.cislo => sup na [xj,xj+1]=1 => horni S(f,D)=1, horni RI=inf S(f,D)=1 # dolni RI=sup s(f,D)=0 => nema Rl na [0,1]

(b) Pro které hodnoty parametru w ma funkce f : [0;1] -> R, kde f(x) = xAw pro x > 0 a f(0)=1, Riemannuv integral? w>0
omez,1bod nesp.=1.8(Lebesgue)=RI, w=0 spojitdi=1.7=RIl, w<0 neomez.=1.1=neni Rl

(b) Rozhodnéte, zda funkce f : [0;1] -> R definovana jako f(x) = x pro racionalni x a f(x) = sin(x) pro iracionalni x ma
Riemanntv integral a spocitejte odhad pro horni a dolni integral. Vydélme interval na P = {x0, x1, ..., xn }, kfivka x je nad
sin(x), mezi xj a xj+1 je vzdy rac.¢islo = sup na [xj,xj+1]=xj+1=(j+1)/n = horni S(f,D)= 1/n 2(j=0..n-1) (j+1)/n = 1/n"2
((n*2+n)/2+n)=%+1/2n, horni RI=lim %+1/2n=1/2 ; dolni RI:I_O"l sinx=-cos1+1 => % < -cos1+1 = % > cos1 = cos(Pi/3) >
cosl = nema Rl na [0,1]

(b) najdéte fci f : [0;1] -> R co ma horni i dolni Rl =+00 e 1/x dodefinovana v 0 vypocet: vydélme interval na P = { x0, x1, ...,
xn }, inf na [xj,xj+1]=1 /(jn) => dolni s(f,D)= 1/n X(j=0..n-1) 1 /(jn) =+o0, sup na [xj,xj+1]=xj+1=1/(n(j+1)) => horni S(f,D)=
1/n Y(j=0..n-1) 1/(n(j+1)) = +0, horni RI=+co= dolni RI= +w

(b) dokazte f : [0;1] -> R ma na [0,1] RI => g(x)=max(1,f(x)) ma na [0,1] Rl Podle Lebesgue: ef(x) je omezen4, tzn. 3 Cislo
M, Ze ¥ xeA plati |f(x)|< M to se fci max nijak nezméni, nebo maximalné se M=1 =>g(x) je omezena ef(x) ma mnoZinu
bod( nespojitosti M s mirou nula, a g(x) ma mnoZzinu bod( nespojitosti NCM dk: epro f(x)>1 se g(x)=f(x) =>mnoZzina bodu
nesp.je stejna epro f(x)<1 se g(x)=1 =>nepridava zadné body nespojitosti => N ma miru 0

(b) Pro mnozinu X (je podmnozina realnych cisel) a realné cislo c oznacime cX = {cx : x je prvkem X}. Rozhodnéte,

zda je pravdiva ekvivalence: Mnozina X ma miru nula, pravé kdyz pro kazdé realné cislo c ma mnozina cX miru nula.
Musi. (=)pokud uz ma miru nula, nasobenim c ji této vl.nezbavime (zvysime pouze intervaly) (<)kazda cX ma miru 0 tak
1X=Xma miru 0

(b) f ma na (0,1) Newtonlv integral , plati f+g ma N. integral <=> g ma N. integral ??? na (0,1) Musi z aritmetiky limit:
lim(x->a) (f+g)=lim(x->a)f+lim(x->a)g (=) (N) ,f_a"b (f+g)=lim(x->1-)F(x)+lim(x->1-)G(x)-(lim(x->0+)F(x)+lim(x-
>0+)G(x))=lim(x->1-)(F(x)+G(x))-lim(x->0+)(F(x)+G(x)) takze ex. lim(x->1-)G(x),lim(x->0+)G(x) (<) lim(x->1-)G(x),lim(x-
>0+)G(x) ex. takze (N) |_a’b (f+g)=lim(x->1-)F(x)+lim(x->1-)G(x)-(lim(x->0+)F(x)+lim(x->0+)G(x))=lim(x->1-) (F(x)+G(x))-lim(x-
>0+)(F(x)+G(x))

(b) Necht je funkce definovana na (0, 1), kde je i spojitd a omezena. Musi mit na (0, 1) Newtontv integral? Musi. Funkci
fvnule ajednicce libovolné dodefinujeme. Potom je podle Lebesgua riemannovsky integrovatelna a proto pro ni podle
prvni zakladni véty analyzy existuje na [0, 1] spojitéa a na (0, 1) primitivni funkce F, pro kterou diky jeji spojitosti v krajnich
bodech existuji vlastni jednostranné limity potifebné pro Newtondv integral.

(b) Je dan bod a v R*m. Rozhodnéte, zda kazda matice A s rozmérem n krat m a realnymi polozkami je Jacobiho matici
v bodé a néjakého zobrazeni F z R*m do R™n. Své tvrzeni zdlivodnéte. Ano, staci vzit zobrazeni fi(x1,..,xn)=a_ilx1+..+
a_n1lxn pak ofi/oxj=a_ij

(b) Necht I je n-rozmerny box a D je jeho deleni. Dokazte, ze soucet objemu |J| podboxu J v D je rovny objemu |I]
boxu I. opravdu plati: [I]|=2(i=1..n) (bi-ai)=X(i=1..n) (ci*1-ci*0)+(cir2-ci*1)+..+(ci ki - cir( ki-1))=2(JeD) |J| kde ci jsou

z def.déleni int [ai,bi]: ai=ci*0<ci*1<..<ci*ki=bi

(b) Aproximujte funkci f(x) = ye”(-sin(x-z)) v okoli bodu (0,0,0) polynomem druhého stupné T2([x0,y0,z0]) = f([x0,y0]) +
fx ([x0,y0,z0])(x-x0) + f‘y ([x0,y0,z0])(y-y0) + f'z ([x0,y0,z0])(z-z0) + f*‘xy([x0,y0,z0])(x-x0)(y-y0) + f*‘xz([x0,y0,z0])(x-x0)(z-z0)
+1/21( f“xx([x0,y0,20])(x-x0)"2 + f*yy([x0,y0,z0])(y-y0)"2 + f*zz([x0,y0,20])(z-20)*2 ) parc.derivace: f'x=-ye(-sin(x-
z))cos(x-z) f'‘xx=ye”(-sin(x-z))(cos*2(x-z)+sin(x-z)) f'‘xy=-e”(-sin(x-z)) cos(x-z) f”’xz=-ye”(-sin(x-z))(cos"2(x-z)+sin(x-z))
f'y=e?(-sin(x-z)) f’yy=0 f'‘yz=e?(-sin(x-z)) cos(x-z) f'z=ye”(-sin(x-z)) cos(x-z) f”’zz=ye?(-sin(x-z))(cos?2(x-z)+sin(x-z))

(b) f(x,y,z,u) = a|x|+b|y|+c|z|+d|u] najdéte vSechny parametry a,b,c,d aby v bodu (0,0,0,0) nemela lok. extrem a=a,
b=(opacné znaminko k a)b, c->0, d->0 pripadné obmény dk: f(0,0,0,0)=0 zvolme podokoli které je prinikem lib. okoli

s plochou x=x,y=y,z=0,u=0 pak zfejmé plati f(x,y,0,0)=a|x|-a|y| pokud je x>y pak f(x,y,0,0)>0 a pokud je x<y pak
f(x,y,0,0)<0 = v bodé (0,0,0,0) neni lok. extrém

(b) Necht X je mnozina redlnych &isel (pracujeme v euklidovském prostoru R s obvyklou metrikou), ktera neni ani
prazdna ani rovna celému R. Dokazte, Ze takova X nemuze byt soucasné oteviena i uzaviena mnozina. Navod: pouzijte
supremum. X ani R\X zfejmé nemUZou byt J ani R, X je oteviend pokud YaeX 3r>0: B(a,r)cX tzn Ze ex.supremum z R\X,
R\X je tedy uzaviena tzn supremum R\X je z R\X, pokud ma byt ale X také uzavienda pak R\X musi byt oteviena a jeji
supremum musi byt v X coZ je spor



