Matematicka analyza I1

Ladislav Laska
16. ¢ervna 2009

Ucebni text k pfedmétu Matematickd analyza II pro informatiky. Vytvoren podle pozadavku
ke zkousce pro paralelku Y (Sdmal). Text je povétsinou vytahem z pfedndsek usporddanym do
srozumitelnych kratkych celkt zaméreny na definice, véty a probrané dukazy.

Podékovani za korekce a pripominky: Martin Pelikan, Marek Fenko.
Na obsahu se podileli: Martin Pelikdn (rozklad na parcidlni zlomky)

Pokud najdete chybu nebo nepiesnost, nevahejte mé kontaktovat (tfeba na email ladislav.laska@gmail.com)

Upozornéni: Tyto poznamky jsou bez jakékoliv zaruky. Nemusi byt kompletni a mohou ob-
sahovat chyby.



Obsah

1 Primitivni funkce

1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6

Definice primitivni funkce . . . . . . . ... oo
Véta o jednoznacnosti primitivni funkce . . . . . .. ... 0oL
Existencni véta . . . . . . .. L
Véta o linearité primitivni funkce . . . . . . . . ..o oo
Véta o substituci . . . . . . ..
Per-partes . . . . . . L

2 Typové integrace

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

Rozklad na parcidlnf zlomky . . . . . . .. .. oo
Integrace raciondlni funkce . . . . . . ... Lo L
Jednoduché substituce . . . . ... oL oL
Trigonomické funkce . . . . . . . . .. e
Integrdly s odmocninama . . . . . . . . ...
Eulerovy substituce . . . . . . . .. L

3 Ur¢ity (Riemannuv) integral

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15
3.16
3.17

4.1
4.2
4.3
44
4.5
4.6

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8

Déleni intervalu . . . . . . . . oL L
Horni a dolni soucet . . . . . . . . . . . . ..
Horni a dolni Riemanntv integral . . . . . . . ... . ... ... ... ...
Véta o zjemnéni déleni . . . . . . .. Lo
Vétaodvoudélenich . . . . . . . .. Lo
Norma déleni . . . . . . . . . L e
Véta o aproximaci Riemannova integralu pomoci sou¢ta . . . . . . .. ... .. ..
Kritérium existence Riemannova integralu . . . . . . ... . ... ... ... .. ..
Véta o monoténnii a Riemannovské integrovatelnosti . . . . . . . ... .. ... ..
Stejnomérna spojitost . . . ...
Véta o spojitosti a stejnomérné spojistosti (bez dikazu) . . . ... ... ... ...
Véta o spojitosti a riemannovské integrovatelnosti . . . . .. . ... 0L
Vlastnosti riemannovského integralu (bez dukazu) . . ... .. ... .. ... ...
Véta o derivace integralu podle horni meze . . . . . . . ... ... ... . .....
Newtonuv integral . . . . . . . . . . .
Per-partes pro urcity integral . . . . . . . . . ...
Substituce pro urcity integral (bez dukazu) . . . .. ... ... L.

Aplikace urcitého integralu

Obsah plochy pod kiivkou . . . . . . . . .. oL L
Délka kiivky . . . . .o
Délka kiivky v R™ (bez diikazu) . . . . . . . . ...
Objem a povrch rotacniho télesa . . . . . . . . . .. ...
Odhad kone¢nych souctu fad . . . . . . . . ...
Integra¢ni kritérium konvergence fad . . . . . . . . . . ...

Funkce vice proménnych

Funkce vice proménnych, okoli . . . . . . .. ... ... ... ... .. . ...
Oteviend a uzaviend mnozina . . . . . . . . . .« . vt v vt v
Limita funkce vice proménnych . . . . . . . . . .. .. ...
Parcidlni derivace . . . . . . . . ..
Hessova matice . . . . . . . . . .
Postacujici podminka pro extrém (bez dukazu) . . . .. ... ... ... ... ..
Spojitost funkce vice proménnych . . . . . . ..o oo
Nutnd podminka na extrém . . . . . . . . . ... e

U R R e

[ IENIEN EEN PN JCNN-

16
16
16
17
17
17
17



5.9 Totalni diferencidl . . . . . . . . .. 19

5.10 Tvar totalntho diferencidlu. . . . . . . . . . .. . oL 19
5.11 Véta o aritmetice totalniho diferencidlu (bez dikazu) . . . . . . .. ... ... ... 20
5.12 Diferencidl slozeného zobrazeni (bez dukazu) . . . ... ... ... ... ... ... 20
5.13 Véta o existenci extrému funkce vice proménnych . . . . . . ... ..o 20
5.14 Mnozina funkci se spojitymi prvnimi derivacemi na mnoziné . . . . . . . .. .. .. 21
5.15 Lagrangeho véta o vdzanych extrémech (bez dukazu) . . . . . ... ... ... ... 21
Metrické prostory 22
6.1 Definice metrického prostoru . . . . . .. ..o oL 22
6.2 Oteviend a uzaviena koule . . . . . . . . .. L L oL oL 22
6.3 Oteviend a uzaviend mnozina . . . . . . . . . . . .o 22
6.4 Vlastnosti otevienych mnozin . . . . . . . ... L Lo oo 22
6.5 Vlastnosti uzavienych mnozin . . . . . . . . . ... oL oL o 23
6.6 Ekvivalence metrik . . . . .. ..o 23
6.7 Konvergentni posloupnost . . . . . . . ..o 23
6.8 Vlastnosti konvergence . . . . . . ... oL 23
6.9 Charakterizace uzavienych mnozin . . . . . . . . .. ... L. 24
6.10 Kompaktni mnozina . . . . . . . . . Lo 25
6.11 Vlastnosti kompaktnich mnozin (dukaz 2. netiplny!) . . . ... .. ... ... ... 25
6.12 Charakterizace kompaktnich mnozin vR™ . . . . . . . ... ... ... ... ... 25
6.13 Spojitost vzhledem k mnoziné . . . . . . . ... Lo L Lo 26
6.14 Limita vzhledem k mnoziné . . . . . . . . . .. . oL Lo 26
6.15 Charakterizace spojitych zobrazeni (bez dukazu) . . ... ... .. ... ... ... 27



1 Primitivni funkce

1.1 Definice primitivni funkce

Definice Nechf f : I — R, I € R*, kde I je otevfeny interval. Rekneme, ze F' je primitivn{
funkce k f, pokud plati:

Veel F'(z)=f(x)
Pozorovani F(z) je p. f. k fci f(x) = F(x)+cjep. f k f(x)
1.2 Véta o jednoznacnosti primitivni funkce
Véta Necht F(z), G(x) jsou p.f. f(z) na intervalu I, pak
JceR Voeel G)=F(z)+c
Diikaz
Fl@)=f(z) G'(x)=fz) Vael M)
Méjme funkci H(z) = G(z) — F(z). Po zderivovéni:
H'(z) = G'(z) = F'(z) = f(x) — f(x) =0 (2)
Potom ale funkce H je konstantni, proto také existuje konstanta c.

1.3 Existenc¢ni véta

Véta Necht I je otevieny interval a f je spojitd na I. Pak f méa p. f.

Dukaz Odlozen.

1.4 Veéta o linearité primitivni funkce

Véta Nechf f ma p. f. F a g m4 p. f. G na intervalu I. Pak:
/aerﬁg:ozFJrﬁG

Dukaz Trividlné z linearity derivace:

(aF 4 8G)" = af + Bg (1)

1.5 Veéta o substituci
Véta
i. Necht F je p.f. k f na (a,b). A funkce ¢ je:
¢ (o, B) = (a,b)
Vo € (o, 8) ()

Pak na intervalu («, 3) plati:



ii. Necht funkce ¢ je na (tj. kazdy bod z (a,b) m4 vzor) a plati:
f : (a b) = R
a,f) = (a,b) :+ Ve (af) ¢(x)#0

/f — G)

Pak na intervalu (a, b) plati:

Dikaz
1. Ovérime zderivovédnim (jako slozenou funkei):
[F(e(t) + " = F'(0(1)) @' (1) = [ (1) (t)
2. Oveéfime zderivovanim (jako slozenou funkei):

[Gle™ (@) +d =G (¢ (@)™ (@)

(1)

(2)

Z predpokladu (¢’ # 0) je p neklesajici/nerostouci na celém intervalu. Podle véty o derivaci

inverzni funkce potom plati:

G @) @) = Gl @) - ——

@' (e~ (x))

(3)

Do predpokladu ([ f(p(t))¢'(t) dt = G(t)) dosadime za t = ¢~ !(z) a predpoklad zderivu-

jeme:

Flee ™ (@)¢ (¢ (@) = G'(¢7 (@)

Coz muzeme dosadit do (3):

Fole @) (o7 (2)) - ——

¢ (p=(x))

Coz po zkrdceni a upraveni je f(z).

1.6 Per-partes

(4)

Véta Necht I je otevieny interval, f a g spojité funkce na I. F je p. f. k fna I, G je p. f.

k g na I. Pak plati:

/FwwmaszGm—/ﬂmmmw

Dikaz Méjme pomocnou funkci H(z) p. f. k f(z)G(x), tedy:

[ 16 dx = H()

Ovérime zderivovanim a upravenim:

F(x)g(x) = (F(2)G(x) — H(x))'



2 Typové integrace

2.1 Rozklad na parcialni zlomky
Véta Nechf jsou P a @ polynomy s redlnymi koeficienty takovymi, Ze

1. deg P < deg@

2. Q je ve tvaru a,(r — z1)Pt ... (x — 2x)P* (2% + a1 + )9 ... (2% + ay + £;) % a plati, Ze zadné

dva nemaji spole¢ny koten.

Potom existuji jednozna¢né urcena cisla A}, Bji., C; tak, ze

P oAl L&  Bix+Ci
R B B R B e
Q) = j=1 (@—2) o j=1 (&% + oz + B;)!
Dikaz (pro realné kofeny) Matematickou indukef podle stupné Q:
1. stupeni @ =1 = stupen P =0 = Q(z) = ai1(x —x1) a P(z) =C = ggg =
L P(z) o e BV
2. Zkusime sikovné zvolit «, aby na — el uzit indukéni predpoklad:
Qz) (z—x)7
zavedeme funkci
H(z) =an(x —x2)P? ... (v — xf)P* (x?(;))pl H(x1) #0
a pouzijeme ji k vyjadieni pozadovaného
0Q@) 00
P(z) « _Plx)  (z—a)pr (x —x1)pr  P(x) —aH(x)
Q@) (z—z) Q) Q(z) Q(z) Q(z)

Takze Jo : P(z1) — aH (1) = 0 (21 je kofen, takze ho mizeme vytknout)

P(x) — aH(z) = (x — z1) P ()

Tedy pro a = (1) vypada upraveny vyraz takto:
H(x1)
(z —z)Pi(x) Py (x)
Q(x) an(x —x1)Pr=1 . (x — xp)PE

(4)

Snizili jsme o 1 stupen citatele i jmenovatele, takze lze vysledek rozlozit na parcidlni zlomky,

je linearni kombinace vyrazi

1 1
e i< s<pI\{——
) « P(x)
= po priddéni ———— mame rozklad
PO PR G =y Q)

(5)



2.2 Integrace racionalni funkce

Definice Raciondlni funkce R(x) je funkce tvaru:

P(z)
R(z) =
= Q)
Postup
1. Céstecné vydélime, pokud deg P > deg @
Py(x)
R(x) = S(z) +
(@) = S()+
2. Q(x) rozlozime na soucin tvaru (z —z1)P* - ... (z + anx + 1) 2.

3. Rozlozime na parcidlni zlomky.

4. Derivaci vypocitame jako:

/

2.3 Jednoduché substituce

ggi — /S(x) +/ parcialnich zlomku

[y an= | ST L= [ gy )
/ R(logz)~ dx = ‘ydj g _ / R(y) dy (2)

2.4 Trigonomické funkce

/ R(sinz,cosz) dx

1. t=sinx
2. t=cosx
3. t=tgx

4. t = tg 3 - funguje vzdy

2.5 Integraly s odmocninama

/R(m,(““b)q) dx
cr+d




2.6 Eulerovy substituce

/R(m, Vax? +bx + ¢) dx

Pokud a # 0 (a = 0 = pfedchozi piipad):
1. kv. polynom ma4 jeden kofen v R:
ax® + bz + c = a(z — a)?
Var? + bz +c=+/alx — a
Spocitdme [ R(z,+/alz — al)
2. kv. polynom m4é 2 koreny v R:

az? + bz +c=alz — z1)(x — x2)

a(z — z1)(x — x9)?

r — X2

3. kv. polynom mé 0 kofenu v R:

Var? +br+c=+ax +t
az?® + bx + ¢ = az® + 2t\/ax + 2
t2—c

" b-2tva

Po zbaveni se kvadratického ¢lenu snadno dopocitame.

T



3 Urcity (Riemanniv) integral

3.1 Déleni intervalu

Definice Déleni intervalu [a, ] je posloupnost D = (z;)_¢, kde a = zg < 71 < ... <3, = b.

Definice Nechf D, D’ jsou déleni intervalu [a,b]. O D’ fekneme, Ze zjemiiuje D pokud D C D’
(tj. Vee D z€D’)

3.2 Horni a dolni soucet

Definice Necht f je omezend funkce na [a,b], D = (z;) délen{ [a, b]. Potom:
Horni soucet je:

S(f.D) = Z [2j —xja| - sup{f(z) =z € [xj_1,2;]}

j=1

Dolni soucet je:

s(f,D) = Z |zj — x| -inf{f(z) z€[z;_1,2;]}

j=1
Poznamka Pokud plocha pod kiivkou je P: s(f, D) < P < S(f, D)

3.3 Horni a dolni Riemannuv integral

Definice

b

(R)/ f(z) dx = inf{S(f,D) D déleni [a,b]}
b

(R)/ f(z) dx =sup{s(f,D) D déleni [a,b]}

Definice Pokud

Potom

b
(R)/ f@) dx = A

a fikame, ze je f Riemannovsky integrovatelna.

Definice
R([a,b]) = { Riemannovsky integrovatelnych funkei na [a, b]}
Poznamka
f spojitd nala,b] = f € R([a,b]) (1)
f € R([a,b]) = f je omezend (2)



3.4 Véta o zjemnéni déleni

Véta Necht f je omezend funkce na [a,b], D a D’ jsou déleni [a,b] a D’ zjemtiuje D, potom:

s(f,D) <M s(f, D) <® S(f,D") < S(f, D)

Dukaz

L s(f, D) < s(f,D')
Matematickou indukef podle poétu pridanych bodu:

i. |D'|=|D|+1
ii.

s(f,D) = |rj —xja|-inf{f(z) x€ [z 1,2,]}
j=1

Pokud pribyde jeden bod do zjemnéni, i-ty ¢len se rozdéli na dva, ty jsou vSak alespon
stejné tak velké jako puvodni (protoze pokud by existoval mensi, muselo by i infinum
puvodniho ¢lenu byt mensi).

2. trivialni: inf M < sup M

3. analogicky k 1.

3.5 Véta o dvou délenich

Véta Necht f je omezend funkce na [a,b], D1 a Dy jsou déleni na [a, b]. Pak
s(f,D1) < S(f,D2)

Dikaz Vytvofime spolecné zjemnéni D := D U Dy. Pak je podle piedchozi véty trividlni.

3.6 Norma déleni

Definice Nechf D je déleni [a,b], D = (z;)}—o- Potom normou déleni nazveme

v(D) :=max{|z; — z;_1|,j = 1.n}

3.7 Véta o aproximaci Riemannova integralu pomoci soucta

Véta Necht f je omezend funkce [a,b] — R. (D,)5%; je posloupnost déleni takova, Ze

lim »(D,) =0

n—oo

Potom:

b
/ f(x) dx = inf S(f, Dy,)

b
/ f(z) dx = sup s(f, Dy)

10



Poznamka

1. Rovnomérné délenf: v(D,,) = %
2. Pokud lim S(f, D,,) = lims(f, D,,) = a, potom [ f(z) dx = A

3. Pokud vime, ze je funkce Riemannovsky integrovatelna, staci jedna z limit.

Bez dukazu.

3.8 Kritérium existence Riemannova integralu

Véta Necht f je omezend funkce na [a, b]. Potom:

feR(jab) & Ve >0 3D déleni [a,b]:  S(f,D)— s(f,D) < e

Dtikaz
1. =
(R)/f(x) dx = A =sup{s(f,D)} (1)
= inf{S(f, D)} (2)
Tedy podle (1) vime, ze A — § neni horni zdvora a podle (2) ze A + 5 neni dolni zévora.
Tedy:
D1 s(f,D1) > A2 (3)
3D; S(f.Ds) < A+ (4)

Vytvoime tedy spoleéné zjemnéni D déleni Dy a Dsy. Podle véty o zjemnéni déleni tedy:
€ €
A—§<S(f,D1)gs(f,D)§S(f,D)§S(f,D2)<A+§ (5)

€

Po tpravé (odecteni A, pficteni §) ziskdme:

S(va)_S(va)<€ (6)

D, déleni  S(f,D.) —s(f,D.) <e (7)

Po rozepséani z definic ziskdme (ne)rovnosti:

S(f, De) < Sups(f7 Ds) = (8)
b b
— [ @ ax< [ @) ax= )
B —inf S(f,D.) < S(f, D.) (10)
7 cehoz je videét, ze:
b b
0§/f(a:) dx—/ flzx)dx<e (11)

11



Pokud to vsak plati pro € libovolné malé, pak:
b b
/ f(x) dx—/ f(xz)dx=0 (12)

b b
[ @ ax= [ @) ax (13)
Funkce f je tedy Riemannovsky integrovatelna.

3.9 Veéta o monoténnii a Riemannovské integrovatelnosti

Véta Je-li f omezend a monoténni na [a, b], pak f € R([a,b]).

Dikaz BUNO predpoklddejme, ze f je rostouci a M je suprémum (z omezenosti existuje):
M: Voelat] |f@)]<M 1)

Méjme D,, rovnomérné déleni s krokem “T_b Potom:

S<f’D")_S(f’Dn):Z[f(xj)—f(xj—1)}.b;a -

Ovéiime podminky pro kritérium riemannovské integrovatelnosti:
Pro kazdé e zvolime n:

b—a
n

(f(b) = f(a)) <e (4)

Podle archimedovy vlastnosti takové existuje. Pouzijeme tedy déleni D,, s pravé takovym n. Potom
plati:

S(f, Dn) — s(f,Dn) <€ (5)

A podle kritéria o riemannovské integrovatelnosti je funkce f integrovatelnd na [a, b]

3.10 Stejnomérna spojitost

Definice Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojité na intervalu I pokud:

Ye>0 36>0 Ve,yel |jx—y|l<d = |f(x)—fly)|<e

3.11 Vaéta o spojitosti a stejnomérné spojistosti (bez dukazu)

Véta Necht f je spojitd na [a,b], potom je f stejnomérné spojitd na [a,b]. (bez dikazu)

3.12 Veéta o spojitosti a riemannovské integrovatelnosti

Véta Necht f je spojitd na [a,b], pak f € R([a,b]).

12



Dikaz Pro kritérium riemannovské integrovatelnosti chceme:
Ve>0 3D S(f,D)—s(f,D)<e (1)

Mgjme tedy € > 0, ze stejnomérné spojistosti existuje 6 > 0. Vezméme déleni D: v(D) < ¢ (tfeba
rovnomerné):

S(f, D) —s(f, D Z\l‘g—l‘a 1 - (sup f(t) —inf f(2)) (2)

Jj=1

t€lzj—1,a]

Shora odhadneme:

n

Z |zj —xja| < (b—a) (3)
sup f(t) —inf f(t) <e (4)

Vidime, ze (3) je maximélné konstanta a dokazeme, ze (4) se dé shora odhadnout jako e:
Ze spojitosti a omezenosti plyne, ze f nabyvé na [z;_1,2;] maxima v M a minima v m. Pak tedy
plati:

[m — M| <z; —azja| <v(D) <94 (5)

Coz podle stejnomérné spojitosti dokazuje (4) a postacuje pro kritérium existence riemannovského
integralu.

3.13 Vlastnosti riemannovského integralu (bez dikazu)
Véta

1. Linearita na [a, b] sou¢tu a ndsobku « € R: (f, g € R([a,b]))

R)/abf+g=(R)/abf + <R>/:g
<R>Lba~g—a-<R>Lb9

2. Usporadani: (f,g € R([a,b]))
b b
f<g = (R)/fé(R)/g

3. Aditivita vzhledem k intervalu: (a < b < ¢)

(7) f € R([a,c]) & f € R([a,b]) A f € R([b,c])

(id) ) [ 1= /f+ w [

(bez dukazu)

13



3.14 Véta o derivace integralu podle horni meze

Véta Necht J je neprazdny interval, ¢ € J konstantni bod a f je funkce pro niz plati:
Va,eJ fe R(a,f])
F(x) prifadime:
Fz) = (R)/ £ dt (> 0)
Pla) = —(R)/ £(1) dt (@ < 0)
Potom:
1. F je spojitda na J
2. f je spojitd v zg € J = F'(xg) = f(x0)
Dukaz
1. Ukazeme, ze Vxo € J je F spojitd: chceme lim,_.,,, F(x) — F(xq)

=0
Meéjme tedy ¢ < xg < y € J. Potom f € R([c,y]) = f jeomezendna [c,y] = IM |f([c,y])] <
M.

F(:c)fF(xo):/If(t) dtg/wM dt = M(x — x9) (1)
> [C Mt = —aa( - w0) @

Podle definice limity potfebujeme:
Ve>0 36>0 Va,ap€d |z—x9l<d = |F(x)—F(z)|<e (3)
Podle (1) a definice limity (3) vsak vime:
|F(z) — F(xo)| < M|z — 29| < Mé=c¢ (4)
Zvolime tedy ¢ := 57
2. Vime, ze f je spojitd v xg € J. Rozpisem podle derivace ziskame:

F'(:Co)z lim M

T—xo+ T — Xo

Podle véty o vlastnostech integralu upravime citatele:

T—To T — XL

1 xT
~ Jim / () dt (6)
o
Kde muzeme integral odhadnout jako:

[ G -aacs [ gwas [ +a) a (7)

0 0

Nyni je jiz videt, ze podle definice je limita rovna f(zo)

(e

Disledek f je spojitd na (o, 8) = jf f@t) dt = [F(1))?

14



3.15 Newtonuv integral

Definice Newtonuv integral funkce f na intervalu (a,b) je:

/f ) dx = hm F(z)— lim F(z)

r—b— r—a+

kde F je primitivn{ funkce k f na (a,b) a limity jsou vlastni. Piseme:

) [ 0 at= P

3.16 Per-partes pro urcity integral
Véta Necht f, f/, g, ¢’ jsou spojité na [a, b], potom:

/fg 915 /fg

Diikaz Necht H je primitivn{ funkce k f’g na (a,b), K je primitivn{ funkce k fg’ na (a,b).

Vime, ze:

Analogicky ur¢ity integrél:

(K (2));, = [fal — [H],
3.17 Substituce pro urcity integral (bez diukazu)
Véta

i. Necht f je spojitd funkce na [a,b]. A funkce ¢ je:

v :|a, 8] — [a,b]
© spojitd na [a, 5]

Potom:

ii. Necht f je spojitd funkce na [a,b]. A funkce ¢ je:

v |a, 8] — [a,b]
© spojitd na [a, 5]
¢ #0

Potom:

(bez dikazu)
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4 Aplikace urcitého integralu

4.1 Obsah plochy pod krivkou

Definice Nechf f je nezdpornd funkce spojitd na [a,b]. Pak obsahem polochy pod kiivkou S
nazveme:

S/abf(:n)dx

4.2 Délka kiivky

Definice Necht f je spojita funkce na [a,b] a D = (x;)}_, délenf intervalu [a, b]. Délkou lomené
¢ary podle déleni nazveme:

L(f,D) =Y /(xx — ax-1)? + (f(ax) — f(@r-1))?

k=1
Definice Délkou kiivky nazveme:

L(f([a,b])) = sup{L(f, D), D délenf [a, b]}

Véta Necht mé funkce f na intervalu [a, b] spojitou prvni derivaci. Potom:
B
L) = [ VIFF@P dx

Dukaz Podle definice délky lomené ¢ary rozepiSeme:

L(f,D) =Y V(wr — wr-1)® + (f(wr) — flax—1))? (1)
k=1
L Flaw) = flan))*
—kz::l( k k—l)\/l+< P ) (2)

Zde je vidét, ze lze na vyraz v zavorce uplatnit Lagrangeho vétu o stfedni hodnoté a odhadnout
pomoci derivace:

% = f’(gk) fk S (xkflaxk) (3)

inf{f"(x), 2 € (xr—1,2)} < J'(§) < sup{f'(x), 2 € (w1, 24)} (4)

Tedy muzeme L(f, D) povazovat za integralni soucty. Tedy:

s(V1+(f'(2))?, D) < L(f, D) < S(V1+ (f'(x))?, D) (5)

Staci si tedy uvédomit, ze L(f) je definovand jako supremum L(f, D), tedy nutné musi platit:

/ (VIT (@) dx < L(f) (6)

(opacénd nerovnost bez dikazu)
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4.3 Délka kiivky v R" (bez dikazu)

Véta Necht ¢ : [a,b)] — R"™ je spojitd a m4d spojitou prvni derivaci. Potom délku kiivky
vypocteme:

b
Lellat) = [ k@) + o+ (o)
(bez dukazu)

4.4 Objem a povrch rotac¢niho télesa

Necht f je nezdpornd funkce spojité na [a, b]. Pak definujeme objem V a povrch P rota¢niho télesa
vzniklého rotaci kiivky f okolo osy x jako:

b
V=/ 7 f?(x) dx
b
P= [ i@ VIT TP dx

kruh o r=f(z) délka kiivky

4.5 Odhad koneénych soucta rad

Véta Necht f je nerostouci funkce na intervalu [a — 1,b] (resp. [a,b+ 1]) a ¢t = f(k). Potom
(pro nerostouci):

(pro neklesajici plati obrdcené nerovnsti)

Dukaz Necht D rovnomérné déleni s krokem 1 ( D = (a — 1,a,...,b) ), potom S(f,D) je jeden z
integrélnich souctu. Nutné tedy (z definice Riemannova integralu) plati, ze:

b b
/ fz) dx < / f(z) dx = sup{S(f, D),VD déleni [a, b]} (1)
(pro dolni soucty analogicky)

4.6 Integracni kritérium konvergence rad

Véta Necht f je nezdpornd, nerostouci a spojitd funkce na intervalu [ng — 1,00] pro né&jaké
ng € N. Necht pro posloupnost a,, plati:

Vn>ny a,=f(n)

Potom:

(N)/ flz)dx< oo < Z an, konverguje
ng

n=1

Duikaz Trividlni dusledek véty o odhadu souctu fad.
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5 Funkce vice proménnych

5.1 Funkce vice proménnych, okoli

Definice Funkce vice proménnych je zobrazeni f : M — R, M € R"

Definice Nechf a € R", a = (aq, ..., ay). Okol{ a prstencové okoli definujeme jako:
U(a,d) = (a1 —d,a1 +6) X ... X (ap, — 0, an, + 0)
P(a,0) =U(a,d) \ {a}

5.2 Oteviena a uzaviena mnozina

Definice Mmnozina G je oteviend mnozina pravé kdyz plati:

VeeG 36>0 U(z,d) CG
Definice Mnozina F' je uzaviend pravé kdyz R™ \ F' je uzavafend mnozina
5.3 Limita funkce vice proménnych

Definice Nechf a € R*, A € R* a f : M — R. Potom definujeme limitu:

lim f(z) = A & Ve>0 36>0 Vze Pla,d) f(z)eU(Ae)

r—a
5.4 Parcialni derivace
Necht funkce f je funkce n proménnych. Definujeme parcidlni derivaci funkce f podle x; jako:

87.]0 — lim f(’rla ey Ti A+ h7 71"”) — f('rh 7l'n)
3xi h—0 h

5.5 Hessova matice

Definice Necht existujf vechny druhé parcialni derivace funkce f. Potom definujeme Hessovu
matici predpisem:
( 9*f(a) )"
63%‘ 8.%‘]‘ Q=1

5.6 Postacujici podminka pro extrém (bez dikazu)

Véta Necht je funkce f: G — R, G C R" oteviend mnozina a bod a € G. Necht jsou vSechny
prvni parcialni derivace rovny nule nebo neexistuji a vSechny druhé derivace existuji. Potom exis-
tenci extrému ovérime nasledovné:

Matice Hy(x) je:

i. pozitivné definitni - v a je lokdlni minimum
ii. negativné definitni - v a je lokdlni maximum
iii. indefinitni - v a neni lokaln{ extrém
iv. pozitivné/negativné semidefinitni - neddva informaci

(bez dikazu)
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5.7 Spojitost funkce vice proménnych
Definice Funkce f: M — R je spojitd v bodé a € R™ pokud lim,_,, f(z) = f(a).

5.8 Nutna podminka na extrém

Véta Necht je funkce f : G — R, G C R™ oteviend mnozina a bod a € G. Necht f nabyva v
bodé a lokédlniho extrému. Potom:

0f(a)
83%

= 0 nebo neexistuje

Dukaz Definujeme funkei jedné promeénné g;(h) = f(a1,...,a;+h,...,a,). Pokud ma f v a lokélni

extrém, potom g; nutné musi mit v 0 také lokdlni extrém nebo neexistuje Vi. Taktéz je vidét, ze
’ _ 9f(a)

g (0) = ;-

l

5.9 Totalni diferencial
Definice Necht je funkce f : G — R, a € G a funkce L definovan4:
L :R"™ — R linedrn{ funkece L(h) = ch = ¢1hy + cahs...

L je totalni diferencial pokud plati:

o Sl = f@) — L)
h—(0,..) h
Znacime:

L=Df(a)
L(h) = Df(a)(h)

5.10 Tvar totalniho diferencialu

Véta
i. Pokud existuje totalni diferencidl, existuji vSechny parcialni derivace.
ii.

n

1) G~ )

D@ =Y L

i=1
Dukaz
i. Trividlné podle ii. (protoze obsahuje vSechny parcidlni derivace, které timto musi existovat)
ii. Vime, ze:

fla+h) = fla) = Df(a)(h)

li = 1
h—»l(%l,..) h 0 ( )
Necht h =t - ¢;, tedy:
t—0 t
of
= ¢ oz, (3)

Coz plati pro kazdé i.
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5.11 Véta o aritmetice totalniho diferencidlu (bez dikazu)

Véta Necht jsoua € G C R") f,g : G — R, G oteviend mnoZina a necht existuji Df(a) a
Dg(a). Potom:

Dle- (@) = ¢+ Df(@)
D(f - g)(a) = f(a) - Dg(a) +g(a) - Df (@)
£y DI@ - g(@) = £(a) - Dy(a)

D(2)(a) e

(bez dikazu)

5.12 Diferencidl slozeného zobrazeni (bez diikazu)

Véta Necht a € R®, b € R", f je funkce n proménnych a g;, j = 1...n jsou funkce s proménnych.
Necht:

g;j(a) =b; pro j € {l,..,n}
ADf(b), Dgi(a), ..., Dgy(a).
Definujeme funkci H : R® — R pfedpisem:
H(z) = f(g91(2), ..., gn(2))
Pak H ma v bodé a totalni diferencial a plati:

S

3
DH{a) Z Z 8y] 8?1 i

Pro v8echny h € R®, neboli v maticovém zapisu:

DH(a)(h) = Df(g(a))Dg(a)h
(bez dukazu)

5.13 Veéta o existenci extrému funkce vice proménnych

Poznamka Pro dikaz této véty je tfeba teorie metrickych prostort uvedend ke konci pozndmek.
Dukaz je doporucen studovat az po metrickych prostorech.

Véta Necht (P,p) je metricky prostor, K C P je kompaktni a funkce f : K — R je spojita na
K. Potom:

1. f nabyvd na K maxima a minima
2. f je na K omezend
Dukaz

1. pro maximum:
Méjme s := sup{ f(z),x € K}. Z definice suprema vime:

Voo 3Jz, lim f(z,) =s = kllrgof(yk):s (1)

n—oo
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K je kompaktni, proto zaroven:
Fyr V. P Z Ty, ﬂyeK:klim Yk =Y (2)
— 00

7 definice spojitosti v y potom vime, ze:
Ve>0 36>0 VreB,(y,0) f(z)e€B,(f(y)e) (3)

Chceme aby f(y) = s. Sporem f(y) # s, tedy f(y) < s.
Zvolme ¢ := 1|s — f(y)|. Z konvergence ale vime:

ko VEk>ko yr € Bo(y,0) = |f(w)—fly)l<e (4)

Coz je spor, protoze lim f(yx) = s.

5.14 Mnozina funkci se spojitymi prvnimi derivacemi na mnoziné
Definice O funkci f : G — R fekneme, Ze patif do C'(G) pokud Vi 6% je spojitd funkce na
G.

5.15 Lagrangeho véta o vazanych extrémech (bez dikazu)

Véta Necht G C R" je oteviend mnozina, s < n, f,g1,...,gs € C1(G) a mnozina M = {x € R" :
g1(z) = ... = gs(x) = 0}.

Pokud:
1. @ € M je bodem lokalntho extrému f na M
2. vektory Vgi(a), ..., Vgs(a) jsou linedrné nezdvislé

Potom:

AN, A ER:VSf(a) =M Vagi(a) + ... + A\ Vgs(a)
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6 Metrické prostory

6.1 Definice metrického prostoru

Definice Metrickyprostor je (P, p), kde P je mnozina bodt a p je funkce P x P — R{ spliujici

axiomy:
1. Ve P p(z,z)=0
2. Vo,ye P p(x,y) = p(y, x)
3. Vx,y,2€ P p(z,y) < p(x,2) + p(z,9)

6.2 Oteviena a uzaviena koule

Definice Necht (P, p) je metricky prostor a z € P, r € R, r > 0. Potom definujeme:

otevienou kouli: B(z,r)={y e P plz,y) <r}

uzavienou kouli: B(z,r) ={ye P p(z,y) <r}

6.3 Oteviena a uzavirenia mnozina

Definice Nechf (P, p) je metricky prostor. Potom definujeme:
otevienou mnozinu G pokud Vx € G Ir >0 B(z,r) CG.

uzavienou mnozinu F pokud P\ F je oteviena.

6.4 Vlastnosti otevienych mnozin
Véta Necht (P,p) je metricky prostor. Potom plati:
1. § a P jsou oteviené mnoziny
2. Gy,...,G, C P jsou oteviené mnoziny, potom G1 N ... NG, je oteviena

3. G4(a € A) jsou oteviené mnoziny, potom | G, je oteviend

acA
Dukaz

1. 0 Vx € 0 plati cokoliv
P trividlni

2. Mgjme G = Gy N...N G, potom z predpokladil vime:
VeeG Vi 3Jr; >0 B(z,r;) CG;
Méjme tedy r = min{ry, ..., 7, } > 0:

B(x,r) CG~¥i = B(z,r)CG

3. Méjme (J,c 4 Ga, podle piedpokladii vime:

VeeG Ja€eA:ze€G, = FIr>0 Bz,r)eG,CG
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6.5 Vlastnosti uzavienych mnozin

Véta Necht (P, p) je metricky prostor. Potom:
1. (0, P jsou uzaviené mnoziny
2. Fy,..., F, jsou uzaviené mnoziny, potom F} U ... U F}, je uzaviena

3. F, (a € A) jsou uzaviené mnoziny, potom [ F,, je uzavien4

acA
Dukaz
1. trividlné: P\ P, P\ (} jsou oteviené mnoziny

2. Fi,..., F,, uzaviené mnozina, potom Vi G; = P\ F; oteviend mnozina. Tedy G1 N ... N G,
je otevfend mnozina, P\ (G1 N ...N G,) je uzaviend mnozina. Sta¢i tedy nahlédnout, ze
Gin.NnG,=FRU..UF,

6.6 Ekvivalence metrik

Definice Metriky p, o na P jsou ekvivalentni pravé kdyz:

Jei,ea >0 Yo,y € Pocio(z,y) < p(z,y) < cao(z,y)

Fakt Metriky p1, p2, poo na R™ jsou ekvivalentni.

6.7 Konvergentni posloupnost

Definice Nechf (P, p) je metricky prostor, (z,)S%, posloupnost prvki P. Rekneme, 7e (,)32,
konverguje k = (lim,,—, o 2, = z)) pokud:

lim p(z,,2)=0

n—oo

Ve>0 3dnpeN Vn>ng |p(zn,z)—0]<e
| —

p(xn,z) <€
T, € B(x,¢)

6.8 Vlastnosti konvergence
Véta

1. Necht (z,)5°, spliuje, ze Ing Vn >ng z, ==

potom lim, .o x, =2
2. Nechf lim, oo ¥, = x a lim,_ £, = ¥y, potom = =y

3. Necht lim, oo 2, =  a (2,,)22, je vybrand posloupnost z (z,,)22, potom limg_,o0 T, =
lim,, oo Tn,

Dukaz

1. trividlni z definice
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2. Méjme € = p(z,y). Z piedpokladii také vime, ze:

dng VYn>ng pla,,z)<e
Ing Vn>ng plzn,y) <e

Vezméme n = max{ng, n;}, potom:

7 trojuhelnikové nerovnosti:

p(z,y) < p(x,25) + p(Tn, y)
<2 = p(x,y)

Coz je spor.
3. Vime podle véty o vybrané posloupnosti pro R:

lim p(xn,2)=0 = lim p(z,,,z)=0 = limz, ==z
k—o0 k—o0

n—oo

6.9 Charakterizace uzavienych mnozin

Véta Necht (P, p) je metricky prostor, ' C P. Potom:
F uzaviend < V(x,)p2; op—z: z,€F=zxeF
Dtikaz

= F je uzaviena
Sporem: xz, —»x A x¢ I

¢ F=zxeP\F
Tj. x je v oteviené mnoziné. Potom z definice oteviené mnoziny:
Ir>0 B(z,r)CP\F
Podle definice limity vsak plati (pro € = r):
dng Yn>ny plan,z)<r << z,€ B(z,r)

Tedy x,, € B(x,r), coz je spor s (2) a pfedpoklady, ze Vn z, € F.

< Necht pro spor F nenf uzaviend mnozina. Tedy P\ F neni oteviend mnoZina. Proto plati:

Jxre P\F VYr>0 B(z,r)NE#0

Vezmeme tedy takové z a sestavime posloupnost (x,) z tohoto pruniku:

1
z; € B(z,-)NF
i

(4)

(5)

Je vidét, ze tato posloupnost je konvergentni k x a taktéz, ze Vn x, € F. Zaroven vsSak

x € P\ F, coz je spor s predpokladem.
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6.10 Kompaktni mnozina

Definice Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, ze mnozina K C P je kompaktni pokud:

V(zn)ply n €K Fvp. (2p)2 AT €Ktz oy, —

Tj. pro kazdou posloupnost existuje konvergentni vybrana podposloupnost.

6.11 Vlastnosti kompaktnich mnozin (diukaz 2. netiplny!)
Véta Necht (P, p) je metricky prostor, K C P kompaktni mnoZzina. Potom:

1. K je uzaviend mnozina
2. K je omezena mnozina
3. F C K, F uzaviend mnozina = F' je kompaktni mnozina
Dikaz
1. Aby K byla uzaviend mnozina musi platit:
V(zn)or, 2n€K z,—2x =zekK
K je kompaktni, vime tedy:
' e K 3wy, xn, —
Zvolme tedy z := z’, coz splituje podminku podle definice.
2. Sporem - necht K neni omezend: Mé&jme tedy a € P libovolné, tedy:
Vn K ¢ B(a,n) < 3z, €K :x,¢ B(a,n)

(tedy p(zn,a) > n)
Protoze K je kompaktni, plati:

ap, )52y JxeK x,, —x
Tedy podle definice limity
Ve >0 p(zp,,z)<e
Zvolme ¢ := ny,. Specidlné tedy musi platit:
P(Tnyy > ) < Mg

Coz je spor pro ny = ny,

(6)

3. Pro kazdou posloupnost x,, € F' C K plati, ze konverguje v K. Potom podle véty o charak-
terizaci uzavienych mnozin pokud (z,,) — z, tak = € F, tudiz splituje podminky z definice

kompaktni mnoziny.

6.12 Charakterizace kompaktnich mnozin v R"

Véta K CR” je kompaktni mnoziny pravé kdyz je uzaviena a omezena.
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Dukaz
= trividlné podle véty o vlastnostech kompaktnich mnozin

& PIO poo = max; [z; — yi
Necht z(1),z(2), ... je posloupnost v R", K je omezend a uzaviend. Potom:

JdeeR K Cl—c " (1)

Ukézeme, ze [—c,c|™ je kompaktni, potom je K kompakt trividlné podle ¢asti 3 véty o
vlastnostech kompaktnich mnozin. Chceme tedy:

Y(zn) n € [—¢,c]* 3 kg. podposloupnost (2)
Oznaéme r,, = (z,...,2d) ... VYnV¥i x! € [—¢,c]". Matematickou indukef podle soutadnice:
1. (z)2°, - posloupnost v R, méa vybranou konvergentni posloupnost podle Bolzano-
Weistrassovy véty pro R
Jim () = y' (o) = (2n,) (3)
—00
Méjme tedy (x}zk) = (y1)-
2. analogicky k 1. El(x%k)
d. analogicky k 1. 3(z2 )
Vime tedy, ze
Vi=1.d limyl =y’ (4)
— 00
Chceme lim; o poo(yi,y) = 0. Tedy:
Ve >0 7?dng: (5)
Ing. Vi>ng |yl -yt <e (6)
(7)
Ing..Vi>ng |yl -yl <e (8)
Méjme tedy ng = max{n;...ng}. Potom:
Ve >0 YVi>ng poo(¥iy) <e (9)

Coz splnuje pozadovanou limitu.

6.13 Spojitost vzhledem k mnoziné

Definice Necht (P,p), (Q, o) jsou metrické prostory. M C P a funkce f : M — Q, zo € M.
Reknem, ze f je spojita v zy vzhledem k M praveé kdyz:

Ve >0 36>0 VeB,(z9,0)NM: f(x)€ By(xo,¢)
Definice Funkce f je spojitd na M praveé kdyz je spojitd v kazdém jejim bodé vzhledem k M.

6.14 Limita vzhledem k mnoziné

Definice Necht V§ >0 B,(z0,0 \ {zo} N M # 0, y € Q. Potom definujeme limitu vzhledem k
M jako:

lim f(z)=y & Ve>0 30>0 VaeB,(z0,0)NM\{zo}: f(z)€ Bs(y,e)
- vz. k M 0
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6.15 Charakterizace spojitych zobrazeni (bez dikazu)
Véta Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory a zobrazeni f : P — Q. Pak ndsledujici tvrzen{

jsou ekvivalentni:
1. f je spojité zobrazeni na P
2. VG oteviend mnozina v (Q, o) je f~1(G) oteviend mnozina v (P, p)

3. VF uzaviena mnozina v (Q,0) je f~1(F) uzavfena mnozina v (P, p)

(bez dikazu)
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