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Na obsahu se pod́ıleli: Martin Pelikán (rozklad na parciálńı zlomky)
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3.6 Norma děleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.7 Věta o aproximaci Riemannova integrálu pomoćı součt̊u . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.8 Kritérium existence Riemannova integrálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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4.2 Délka křivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4.3 Délka křivky v Rn (bez d̊ukazu) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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6.5 Vlastnosti uzavřených množin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
6.6 Ekvivalence metrik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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6.10 Kompaktńı množina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
6.11 Vlastnosti kompaktńıch množin (d̊ukaz 2. neúplný!) . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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1 Primitivńı funkce

1.1 Definice primitivńı funkce

Definice Necht’ f : I → R, I ∈ R∗, kde I je otevřený interval. Řekneme, že F je primitivńı
funkce k f , pokud plat́ı:

∀x ∈ I F ′(x) = f(x)

Pozorováńı F (x) je p. f. k fci f(x)⇒ F (x) + c je p. f. k f(x)

1.2 Věta o jednoznačnosti primitivńı funkce

Věta Necht’ F (x), G(x) jsou p.f. f(x) na intervalu I, pak

∃c ∈ R ∀x ∈ I G(x) = F (x) + c

Důkaz

F ′(x) = f(x) G′(x) = f(x) ∀x ∈ I (1)

Mějme funkci H(x) = G(x)− F (x). Po zderivováńı:

H ′(x) = G′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0 (2)

Potom ale funkce H je konstantńı, proto také existuje konstanta c.

1.3 Existenčńı věta

Věta Necht’ I je otevřený interval a f je spojitá na I. Pak f má p. f.

Důkaz Odložen.

1.4 Věta o linearitě primitivńı funkce

Věta Necht’ f má p. f. F a g má p. f. G na intervalu I. Pak:∫
αf + βg = αF + βG

Důkaz Triviálně z linearity derivace:

(αF + βG)′ = αf + βg (1)

1.5 Věta o substituci

Věta

i. Necht’ F je p.f. k f na (a, b). A funkce ϕ je:

ϕ : (α, β)→ (a, b)
∀x ∈ (α, β) ϕ′(x)

Pak na intervalu (α, β) plat́ı: ∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) + c
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ii. Necht’ funkce ϕ je na (tj. každý bod z (a, b) má vzor) a plat́ı:

f : (a, b)→ R
ϕ : (α, β)→ (a, b) : ∀x ∈ (α, β) ϕ′(x) 6= 0∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = G(t)

Pak na intervalu (a, b) plat́ı: ∫
f(x) dx = G(ϕ−1(x)) + c

Důkaz

1. Ověř́ıme zderivováńım (jako složenou funkci):

[F (ϕ(t)) + c]′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) (1)

2. Ověř́ıme zderivováńım (jako složenou funkci):

[G(ϕ−1(x)) + c]′ = G′(ϕ−1(x))[ϕ−1(x)]′ (2)

Z předpokladu (ϕ′ 6= 0) je ϕ neklesaj́ıćı/nerostoućı na celém intervalu. Podle věty o derivaci
inverzńı funkce potom plat́ı:

G′(ϕ−1(x))[ϕ−1(x)]′ = G′(ϕ−1(x)) · 1
ϕ′(ϕ−1(x))

(3)

Do předpokladu (
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = G(t)) dosad́ıme za t = ϕ−1(x) a předpoklad zderivu-

jeme:

f(ϕ(ϕ−1(x)))ϕ′(ϕ−1(x)) = G′(ϕ−1(x)) (4)

Což můžeme dosadit do (3):

f(ϕ(ϕ−1(x)))ϕ′(ϕ−1(x)) · 1
ϕ′(ϕ−1(x))

(5)

Což po zkráceńı a upraveńı je f(x).

1.6 Per-partes

Věta Necht’ I je otevřený interval, f a g spojité funkce na I. F je p. f. k f na I, G je p. f.
k g na I. Pak plat́ı: ∫

F (x)g(x) dx = F (x)G(x)−
∫
f(x)G(x) dx

Důkaz Mějme pomocnou funkci H(x) p. f. k f(x)G(x), tedy:∫
f(x)G(x) dx = H(x) (1)

Ověř́ıme zderivováńım a upraveńım:

F (x)g(x) = (F (x)G(x)−H(x))′

= F ′(x)G(x) + F (x)G′(x)−H(x)
= f(x)G(x) + F (x)g(x)− f(x)G(x)
= F (x)g(x) (2)
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2 Typové integrace

2.1 Rozklad na parciálńı zlomky

Věta Necht’ jsou P a Q polynomy s reálnými koeficienty takovými, že

1. degP < degQ

2. Q je ve tvaru an(x− x1)p1 . . . (x− xk)pk(x2 +α1 + β1)q1 . . . (x2 +αl + βl)ql a plat́ı, že žádné
dva nemaj́ı společný kořen.

Potom existuj́ı jednoznačně určena č́ısla Aij , B
i
j , C

i
j tak, že

P (x)
Q(x)

=
k∑
i=1

pk∑
j=1

Aij
(x− xi)j

+
l∑
i=1

ql∑
j=1

Bijx+ Cij
(x2 + αix+ βi)j

Důkaz (pro reálné kořeny) Matematickou indukćı podle stupně Q:

1. stupeň Q = 1⇒ stupeň P = 0⇒ Q(x) = a1(x− x1) a P (x) = C ⇒ P (x)
Q(x) = α

x−x1

2. Zkuśıme šikovně zvolit α, aby na
P (x)
Q(x)

− α

(x− x1)p1
šel už́ıt indukčńı předpoklad:

zavedeme funkci

H(x) = an(x− x2)p2 . . . (x− xk)pk =
Q(x)

(x− x1)p1
H(x1) 6= 0 (1)

a použijeme ji k vyjádřeńı požadovaného

P (x)
Q(x)

− α

(x− x1)p1
=
P (x)
Q(x)

−

αQ(x)
(x− x1)p1
Q(x)

=
P (x)− αQ(x)

(x− x1)p1
Q(x)

=
P (x)− αH(x)

Q(x)
(2)

Takže ∃α : P (x1)− αH(x1) = 0 (x1 je kořen, takže ho můžeme vytknout)

P (x)− αH(x) = (x− x1)P1(x) (3)

Tedy pro α =
P (x1)
H(x1)

vypadá upravený výraz takto:

(x− x1)P1(x)
Q(x)

=
P1(x)

an(x− x1)p1−1 . . . (x− xk)pk
(4)

Sńıžili jsme o 1 stupeň čitatele i jmenovatele, takže lze výsledek rozložit na parciálńı zlomky,

P (x)
Q(x)

− α

(x− x1)p1
(5)

je lineárńı kombinace výraz̊u

{ 1
(x− xi)s

; 1 ≤ s ≤ pi} \ {
1

(x− x1)p1
} (6)

⇒ po přidáńı
α

(x− x1)p1
máme rozklad

P (x)
Q(x)
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2.2 Integrace racionálńı funkce

Definice Racionálńı funkce R(x) je funkce tvaru:

R(x) =
P (x)
Q(x)

Postup

1. Částečně vyděĺıme, pokud degP ≥ degQ

R(x) = S(x) +
P1(x)
Q(x)

2. Q(x) rozlož́ıme na součin tvaru (x− x1)p1 · ... · (x+ α1x+ β1)q1 .

3. Rozlož́ıme na parciálńı zlomky.

4. Derivaci vypoč́ıtáme jako:∫
P (x)
Q(x)

=
∫
S(x) +

∫
parciálńıch zlomk̊u

2.3 Jednoduché substituce∫
R(eax) dx =

∣∣∣∣ y = eax

dy = aeax dx

∣∣∣∣ =
∫
R(y)
ay

dy (1)∫
R(log x)

1
x

dx =
∣∣∣∣y = log x

dy = 1
x

∣∣∣∣ =
∫
R(y) dy (2)

2.4 Trigonomické funkce

∫
R(sinx, cosx) dx

1. t = sinx

2. t = cosx

3. t = tg x

4. t = tg x
2 - funguje vždy

2.5 Integrály s odmocninama

∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

) 1
q

)
dx
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2.6 Eulerovy substituce

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx

Pokud a 6= 0 (a = 0⇒ předchoźı př́ıpad):

1. kv. polynom má jeden kořen v R:

ax2 + bx+ c = a(x− α)2√
ax2 + bx+ c =

√
a|x− α|

Spoč́ıtáme
∫
R(x,

√
a|x− α|)

2. kv. polynom má 2 kořeny v R:

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2)

=
a(x− x1)(x− x2)2

x− x2

3. kv. polynom má 0 kořen̊u v R: √
ax2 + bx+ c =

√
ax+ t

ax2 + bx+ c = ax2 + 2t
√
ax+ t2

x =
t2 − c

b− 2t
√
a

Po zbaveńı se kvadratického členu snadno dopoč́ıtáme.
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3 Určitý (Riemann̊uv) integrál

3.1 Děleńı intervalu

Definice Děleńı intervalu [a, b] je posloupnost D = (xj)nj=0, kde a = x0 < x1 < ... < xn = b.

Definice Necht’ D, D′ jsou děleńı intervalu [a, b]. O D′ řekneme, že zjemňuje D pokud D ⊆ D′
(tj. ∀x ∈ D x ∈ D′)

3.2 Horńı a dolńı součet

Definice Necht’ f je omezená funkce na [a, b], D = (xj) děleńı [a, b]. Potom:
Horńı součet je:

S(f,D) =
n∑
j=1

|xj − xj−1| · sup{f(x) x ∈ [xj−1, xj ]}

Dolńı součet je:

s(f,D) =
n∑
j=1

|xj − xj−1| · inf{f(x) x ∈ [xj−1, xj ]}

Poznámka Pokud plocha pod křivkou je P: s(f,D) ≤ P ≤ S(f,D)

3.3 Horńı a dolńı Riemann̊uv integrál

Definice

(R)
∫ b

a

f(x) dx = inf{S(f,D) D děleńı [a, b]}

(R)
∫ b

a

f(x) dx = sup{s(f,D) D děleńı [a, b]}

Definice Pokud

(R)
∫ b

a

f(x) dx = (R)
∫ b

a

f(x) dx = A

Potom

(R)
∫ b

a

f(x) dx := A

a ř́ıkáme, že je f Riemannovsky integrovatelná.

Definice

R([a, b]) = { Riemannovsky integrovatelných funkćı na [a, b]}

Poznámka

f spojitá na[a, b]⇒ f ∈ R([a, b]) (1)
f ∈ R([a, b])⇒ f je omezená (2)
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3.4 Věta o zjemněńı děleńı

Věta Necht’ f je omezená funkce na [a, b], D a D′ jsou děleńı [a, b] a D′ zjemňuje D, potom:

s(f,D) ≤(1) s(f,D′) ≤(2) S(f,D′) ≤(3) S(f,D)

Důkaz

1. s(f,D) ≤ s(f,D′)
Matematickou indukćı podle počtu přidaných bod̊u:

i. |D′| = |D|+ 1

ii.

s(f,D) =
n∑
j=1

|xj − xj−1| · inf{f(x) x ∈ [xj−1, xj ]}

Pokud přibyde jeden bod do zjemněńı, i-tý člen se rozděĺı na dva, ty jsou však alespoň
stejně tak velké jako p̊uvodńı (protože pokud by existoval menš́ı, muselo by i infinum
p̊uvodńıho členu být menš́ı).

2. triviálńı: inf M ≤ supM

3. analogicky k 1.

3.5 Věta o dvou děleńıch

Věta Necht’ f je omezená funkce na [a, b], D1 a D2 jsou děleńı na [a, b]. Pak

s(f,D1) ≤ S(f,D2)

Důkaz Vytvoř́ıme společné zjemněńı D := D1 ∪D2. Pak je podle předchoźı věty triviálńı.

3.6 Norma děleńı

Definice Necht’ D je děleńı [a, b], D = (xj)nj=0. Potom normou děleńı nazveme

ν(D) := max{|xj − xj−1|, j = 1..n}

3.7 Věta o aproximaci Riemannova integrálu pomoćı součt̊u

Věta Necht’ f je omezená funkce [a, b]→ R. (Dn)∞n=1 je posloupnost děleńı taková, že

lim
n→∞

ν(Dn) = 0

Potom: ∫ b

a

f(x) dx = inf S(f,Dn)∫ b

a

f(x) dx = sup s(f,Dn)
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Poznámka

1. Rovnoměrné děleńı: ν(Dn) = 1
2

2. Pokud limS(f,Dn) = lim s(f,Dn) = a, potom
∫
f(x) dx = A

3. Pokud v́ıme, že je funkce Riemannovsky integrovatelná, stač́ı jedna z limit.

Bez d̊ukazu.

3.8 Kritérium existence Riemannova integrálu

Věta Necht’ f je omezená funkce na [a, b]. Potom:

f ∈ R([a, b])⇔ ∀ε > 0 ∃D děleńı [a, b] : S(f,D)− s(f,D) < ε

Důkaz

1. ⇒

(R)
∫
f(x) dx = A = sup{s(f,D)} (1)

= inf{S(f,D)} (2)

Tedy podle (1) v́ıme, že A − ε
2 neńı horńı závora a podle (2) že A + ε

2 neńı dolńı závora.
Tedy:

∃D1 s(f,D1) > A− ε

2
(3)

∃D2 S(f,D2) < A+
ε

2
(4)

Vytvořme tedy společné zjemněńı D děleńı D1 a D2. Podle věty o zjemněńı děleńı tedy:

A− ε

2
< s(f,D1) ≤ s(f,D) ≤ S(f,D) ≤ S(f,D2) < A+

ε

2
(5)

Po úpravě (odečteńı A, přičteńı ε
2 ) źıskáme:

S(f,D)− s(f,D) < ε (6)

2. ⇐

∃Dε děleńı S(f,Dε)− s(f,Dε) < ε (7)

Po rozepsáńı z definic źıskáme (ne)rovnosti:

s(f,Dε) ≤ sup s(f,Dε) = (8)

=
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx = (9)

= inf S(f,Dε) ≤ S(f,Dε) (10)

Z čehož je vidět, že:

0 ≤
∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx < ε (11)
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Pokud to však plat́ı pro ε libovolně malé, pak:∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx = 0 (12)

∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

f(x) dx (13)

Funkce f je tedy Riemannovsky integrovatelná.

3.9 Věta o monotónnii a Riemannovské integrovatelnosti

Věta Je-li f omezená a monotónńı na [a, b], pak f ∈ R([a, b]).

Důkaz BÚNO předpokládejme, že f je rostoućı a M je suprémum (z omezenosti existuje):

M : ∀x ∈ [a, b] |f(x)| ≤M (1)

Mějme Dn rovnoměrné děleńı s krokem a−b
n . Potom:

S(f,Dn)− s(f,Dn) =
n∑
j=1

[f(xj)− f(xj − 1)] · b− a
n

(2)

=
b− a
n

(f(b)− f(a)) (3)

Ověř́ıme podmı́nky pro kritérium riemannovské integrovatelnosti:
Pro každé ε zvoĺıme n:

b− a
n

(f(b)− f(a)) < ε (4)

Podle archimedovy vlastnosti takové existuje. Použijeme tedy děleńı Dn s právě takovým n. Potom
plat́ı:

S(f,Dn)− s(f,Dn) < ε (5)

A podle kritéria o riemannovské integrovatelnosti je funkce f integrovatelná na [a, b]

3.10 Stejnoměrná spojitost

Definice Řekneme, že funkce f je stejnoměrně spojitá na intervalu I pokud:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, y ∈ I |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

3.11 Věta o spojitosti a stejnoměrné spojistosti (bez d̊ukazu)

Věta Necht’ f je spojitá na [a, b], potom je f stejnoměrně spojitá na [a, b]. (bez d̊ukazu)

3.12 Věta o spojitosti a riemannovské integrovatelnosti

Věta Necht’ f je spojitá na [a, b], pak f ∈ R([a, b]).

12



Důkaz Pro kritérium riemannovské integrovatelnosti chceme:

∀ε > 0 ∃D S(f,D)− s(f,D) < ε (1)

Mějme tedy ε > 0, ze stejnoměrné spojistosti existuje δ > 0. Vezměme děleńı D: ν(D) < δ (třeba
rovnoměrné):

S(f,D)− s(f,D) =
n∑
j=1

|xj − xj−1| · (sup f(t)− inf f(t))︸ ︷︷ ︸
t∈[xj−1,xj ]

(2)

Shora odhadneme:
n∑
j=1

|xj − xj−1| ≤ (b− a) (3)

sup f(t)− inf f(t) < ε (4)

Vid́ıme, že (3) je maximálně konstanta a dokážeme, že (4) se dá shora odhadnout jako ε:
Ze spojitosti a omezenosti plyne, že f nabývá na [xj−1, xj ] maxima v M a minima v m. Pak tedy
plat́ı:

|m−M | ≤ |xj − xj−1| ≤ ν(D) < δ (5)

Což podle stejnoměrné spojitosti dokazuje (4) a postačuje pro kritérium existence riemannovského
integrálu.

3.13 Vlastnosti riemannovského integrálu (bez d̊ukazu)

Věta

1. Linearita na [a, b] součtu a násobku α ∈ R: (f, g ∈ R([a, b]))

(R)
∫ b

a

f + g = (R)
∫ b

a

f + (R)
∫ b

a

g

(R)
∫ b

a

α · g = α · (R)
∫ b

a

g

2. Uspořádáńı: (f, g ∈ R([a, b]))

f ≤ g ⇒ (R)
∫ b

a

f ≤ (R)
∫ b

a

g

3. Aditivita vzhledem k intervalu: (a < b < c)

(i) f ∈ R([a, c])⇔ f ∈ R([a, b]) ∧ f ∈ R([b, c])

(ii) (R)
∫ c

a

f = (R)
∫ b

a

f + (R)
∫ c

b

f

(bez d̊ukazu)
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3.14 Věta o derivace integrálu podle horńı meze

Věta Necht’ J je neprázdný interval, c ∈ J konstantńı bod a f je funkce pro niž plat́ı:

∀α, β ∈ J f ∈ R([α, β])

F(x) přǐrad́ıme:

F (x) := (R)
∫ x

c

f(t) dt (x > c)

F (x) := −(R)
∫ c

x

f(t) dt (x < c)

Potom:

1. F je spojitá na J

2. f je spojitá v x0 ∈ J ⇒ F ′(x0) = f(x0)

Důkaz

1. Ukážeme, že ∀x0 ∈ J je F spojitá: chceme limx→x0+ F (x)− F (x0) = 0
Mějme tedy c < x0 < y ∈ J . Potom f ∈ R([c, y])⇒ f je omezená na [c, y]⇒ ∃M |f([c, y])| ≤
M .

F (x)− F (x0) =
∫ x

x0

f(t) dt ≤
∫ x

x0

M dt = M(x− x0) (1)

≥
∫ x

x0

−M dt = −M(x− x0) (2)

Podle definice limity potřebujeme:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, x0 ∈ J |x− x0| < δ ⇒ |F (x)− F (x0)| < ε (3)

Podle (1) a definice limity (3) však v́ıme:

|F (x)− F (x0)| ≤M |x− x0| ≤Mδ = ε (4)

Zvoĺıme tedy δ := ε
M

2. Vı́me, že f je spojitá v x0 ∈ J . Rozpisem podle derivace źıskáme:

F ′(x0) = lim
x→x0+

F (x)− F (x0)
x− x0

(5)

Podle věty o vlastnostech integrálu uprav́ıme čitatele:

= lim
x→x0

1
x− x0

∫ x

x0

f(t) dt (6)

Kde můžeme integrál odhadnout jako:∫ x

x0

(f(x0)− ε) dt ≤
∫ x

x0

f(t) dt ≤
∫ x

x0

(f(x0) + ε) dt (7)

Nyńı je již vidět, že podle definice je limita rovna f(x0)

Důsledek f je spojitá na (α, β) ⇒
∫ β
α
f(t) dt = [F (t)]βα
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3.15 Newton̊uv integrál

Definice Newton̊uv integrál funkce f na intervalu (a,b) je:

(N)
∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)

kde F je primitivńı funkce k f na (a,b) a limity jsou vlastńı. Ṕı̌seme:

(N)
∫ b

a

f(t) dt = [F (t)]ba

3.16 Per-partes pro určitý integrál

Věta Necht’ f , f ′, g, g′ jsou spojité na [a, b], potom:∫ b

a

fg′ = [fg]ba −
∫ b

a

f ′g

Důkaz Necht’ H je primitivńı funkce k f ′g na (a, b), K je primitivńı funkce k fg′ na (a, b).
Vı́me, že:

K(x) = f(x)g(x)−H(x) (1)

Analogicky určitý integrál:

[K(x)]ba = [fg]ba − [H]ba (2)

3.17 Substituce pro určitý integrál (bez d̊ukazu)

Věta

i. Necht’ f je spojitá funkce na [a, b]. A funkce ϕ je:

ϕ : [α, β]→ [a, b]
ϕ spojitá na [α, β]

Potom: ∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =
∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(x) dx

ii. Necht’ f je spojitá funkce na [a, b]. A funkce ϕ je:

ϕ : [α, β]→ [a, b]
ϕ spojitá na [α, β]
ϕ′ 6= 0

Potom: ∫ b

a

f(x) dx =
∫ ϕ−1(b)

ϕ−1(a)

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

(bez d̊ukazu)

15



4 Aplikace určitého integrálu

4.1 Obsah plochy pod křivkou

Definice Necht’ f je nezáporná funkce spojitá na [a, b]. Pak obsahem polochy pod křivkou S
nazveme:

S =
∫ b

a

f(x) dx

4.2 Délka křivky

Definice Necht’ f je spojitá funkce na [a, b] a D = (xj)nj=0 děleńı intervalu [a, b]. Délkou lomené
čáry podle děleńı nazveme:

L(f,D) =
n∑
k=1

√
(xk − xk−1)2 + (f(xk)− f(xk−1))2

Definice Délkou křivky nazveme:

L(f([a, b])) = sup{L(f,D), D děleńı [a, b]}

Věta Necht’ má funkce f na intervalu [a, b] spojitou prvńı derivaci. Potom:

L(f) =
∫ β

α

√
1 + (f ′(x))2 dx

Důkaz Podle definice délky lomené čáry rozeṕı̌seme:

L(f,D) =
n∑
k=1

√
(xk − xk−1)2 + (f(xk)− f(xk−1))2 (1)

=
n∑
k=1

(xk − xk−1)

√
1 +

(
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

)2

(2)

Zde je vidět, že lze na výraz v závorce uplatnit Lagrangeho větu o středńı hodnotě a odhadnout
pomoćı derivace:

f(xk)− f(xk−1)
xk − xk−1

= f ′(ξk) ξk ∈ (xk−1, xk) (3)

inf{f ′(x), x ∈ (xk−1, xk)} ≤ f ′(ξ) ≤ sup{f ′(x), x ∈ (xk−1, xk)} (4)

Tedy můžeme L(f,D) považovat za integrálńı součty. Tedy:

s(
√

1 + (f ′(x))2, D) ≤ L(f,D) ≤ S(
√

1 + (f ′(x))2, D) (5)

Stač́ı si tedy uvědomit, že L(f) je definovaná jako supremum L(f,D), tedy nutně muśı platit:∫ b

a

(
√

1 + (f ′(x))2) dx ≤ L(f) (6)

(opačná nerovnost bez d̊ukazu)
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4.3 Délka křivky v Rn (bez d̊ukazu)

Věta Necht’ ϕ : [a, b] → Rn je spojitá a má spojitou prvńı derivaci. Potom délku křivky
vypočteme:

L(ϕ([a, b])) =
∫ b

a

√
(ϕ′1(x))2 + ...+ (ϕ′n(x))2 dx

(bez d̊ukazu)

4.4 Objem a povrch rotačńıho tělesa

Necht’ f je nezáporná funkce spojitá na [a, b]. Pak definujeme objem V a povrch P rotačńıho tělesa
vzniklého rotaćı křivky f okolo osy x jako:

V =
∫ b

a

πf2(x) dx

P =
∫ b

a

2πf(x)︸ ︷︷ ︸
kruh o r=f(x)

√
1 + (f ′(x))2︸ ︷︷ ︸
délka křivky

dx

4.5 Odhad konečných součt̊u řad

Věta Necht’ f je nerostoućı funkce na intervalu [a − 1, b] (resp. [a, b + 1]) a ck = f(k). Potom
(pro nerostoućı):

b∑
k=a

ck ≤
∫ b

a−1

f(x) dx

≥
∫ b+1

a

f(x) dx

(pro neklesaj́ıćı plat́ı obrácené nerovnsti)

Důkaz Necht’ D rovnoměrné děleńı s krokem 1 ( D = (a− 1, a, ..., b) ), potom S(f,D) je jeden z
integrálńıch součt̊u. Nutně tedy (z definice Riemannova integrálu) plat́ı, že:∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx = sup{S(f,D),∀D děleńı [a, b]} (1)

(pro dolńı součty analogicky)

4.6 Integračńı kritérium konvergence řad

Věta Necht’ f je nezáporná, nerostoućı a spojitá funkce na intervalu [n0 − 1,∞] pro nějaké
n0 ∈ N. Necht’ pro posloupnost an plat́ı:

∀n ≥ n0 an = f(n)

Potom:

(N)
∫ ∞
n0

f(x) dx <∞ ⇔
∞∑
n=1

an konverguje

Důkaz Triviálńı d̊usledek věty o odhadu součt̊u řad.
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5 Funkce v́ıce proměnných

5.1 Funkce v́ıce proměnných, okoĺı

Definice Funkce v́ıce proměnných je zobrazeńı f : M → R,M ∈ Rn

Definice Necht’ a ∈ Rn, a = (a1, ..., an). Okoĺı a prstencové okoĺı definujeme jako:

U(a, δ) = (a1 − δ, a1 + δ)× ...× (an − δ, an + δ)
P (a, δ) = U(a, δ) \ {a}

5.2 Otevřená a uzavřená množina

Definice Množina G je otevřená množina právě když plat́ı:

∀x ∈ G ∃δ > 0 U(x, δ) ⊆ G

Definice Množina F je uzavřená právě když Rn \ F je uzavařená množina

5.3 Limita funkce v́ıce proměnných

Definice Necht’ a ∈ Rn, A ∈ R∗ a f : M → R. Potom definujeme limitu:

lim
x→a

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) f(x) ∈ U(A, ε)

5.4 Parciálńı derivace

Necht’ funkce f je funkce n proměnných. Definujeme parciálńı derivaci funkce f podle xi jako:

∂f

∂xi
= lim
h→0

f(x1, ..., xi + h, ..., xn)− f(x1, ..., xn)
h

5.5 Hessova matice

Definice Necht’ existuj́ı všechny druhé parciálńı derivace funkce f . Potom definujeme Hessovu
matici předpisem: (

∂2f(a)
∂xi ∂xj

)n
i,j=1

5.6 Postačuj́ıćı podmı́nka pro extrém (bez d̊ukazu)

Věta Necht’ je funkce f : G → R, G ⊆ Rn otevřená množina a bod a ∈ G. Necht’ jsou všechny
prvńı parciálńı derivace rovny nule nebo neexistuj́ı a všechny druhé derivace existuj́ı. Potom exis-
tenci extrému ověř́ıme následovně:
Matice Hf (x) je:

i. pozitivně definitńı - v a je lokálńı minimum

ii. negativně definitńı - v a je lokálńı maximum

iii. indefinitńı - v a neńı lokálńı extrém

iv. pozitivně/negativně semidefinitńı - nedává informaci

(bez d̊ukazu)
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5.7 Spojitost funkce v́ıce proměnných

Definice Funkce f : M → R je spojitá v bodě a ∈ Rn pokud limx→a f(x) = f(a).

5.8 Nutná podmı́nka na extrém

Věta Necht’ je funkce f : G → R, G ⊆ Rn otevřená množina a bod a ∈ G. Necht’ f nabývá v
bodě a lokálńıho extrému. Potom:

∀i ∂f(a)
∂xi

= 0 nebo neexistuje

Důkaz Definujeme funkci jedné proměnné gi(h) = f(a1, ..., ai+h, ..., an). Pokud má f v a lokálńı
extrém, potom gi nutně muśı mı́t v 0 také lokálńı extrém nebo neexistuje ∀i. Taktéž je vidět, že
g′i(0) = ∂f(a)

∂xi
.

5.9 Totálńı diferenciál

Definice Necht’ je funkce f : G→ R, a ∈ G a funkce L definovaná:

L : Rn → R lineárńı funkce L(h) = ch = c1h1 + c2h2...

L je totálńı diferenciál pokud plat́ı:

lim
h→(0,..)

f(a+ h)− f(a)− L(h)
h

= 0

Znač́ıme:

L = Df(a)
L(h) = Df(a)(h)

5.10 Tvar totálńıho diferenciálu

Věta

i. Pokud existuje totálńı diferenciál, existuj́ı všechny parciálńı derivace.

ii.

Df(a)(h) =
n∑
i=1

∂f(a)
∂xi

· hi = ∇f(a) · h

Důkaz

i. Triviálně podle ii. (protože obsahuje všechny parciálńı derivace, které t́ımto muśı existovat)

ii. Vı́me, že:

lim
h→(0,..)

f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)
h

= 0 (1)

Necht’ h = t · ei, tedy:

lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)
t

− cit

t
= 0 (2)

⇒ ci =
∂f

∂xi
(3)

Což plat́ı pro každé i.
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5.11 Věta o aritmetice totálńıho diferenciálu (bez d̊ukazu)

Věta Necht’ jsou a ∈ G ⊆ Rn, f, g : G → R, G otevřená množina a necht’ existuj́ı Df(a) a
Dg(a). Potom:

D(f + g)(a) = Df(a) +Dg(a)
D(c · f)(a) = c ·Df(a)
D(f · g)(a) = f(a) ·Dg(a) + g(a) ·Df(a)

D(
f

g
)(a) =

Df(a) · g(a)− f(a) ·Dg(a)
g2(a)

(bez d̊ukazu)

5.12 Diferenciál složeného zobrazeńı (bez d̊ukazu)

Věta Necht’ a ∈ Rs, b ∈ Rn, f je funkce n proměnných a gj , j = 1...n jsou funkce s proměnných.
Necht’:

gj(a) = bj pro j ∈ {1, ..., n}
∃Df(b), Dg1(a), ..., Dgn(a).

Definujeme funkci H : Rs → R předpisem:

H(x) = f(g1(x), ..., gn(x))

Pak H má v bodě a totálńı diferenciál a plat́ı:

DH(a)(h) =
s∑
i=1

 n∑
j=1

∂f

∂yj
(b)

∂gj
∂xi

(a)

hi

Pro všechny h ∈ Rs, neboli v maticovém zápisu:

DH(a)(h) = Df(g(a))Dg(a)h

(bez d̊ukazu)

5.13 Věta o existenci extrémů funkce v́ıce proměnných

Poznámka Pro d̊ukaz této věty je třeba teorie metrických prostor̊u uvedená ke konci poznámek.
Důkaz je doporučen studovat až po metrických prostorech.

Věta Necht’ (P, ρ) je metrický prostor, K ⊆ P je kompaktńı a funkce f : K → R je spojitá na
K. Potom:

1. f nabývá na K maxima a minima

2. f je na K omezená

Důkaz

1. pro maximum:
Mějme s := sup{f(x), x ∈ K}. Z definice suprema v́ıme:

∀n ∃xn lim
n→∞

f(xn) = s ⇒ lim
k→∞

f(yk) = s (1)
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K je kompaktńı, proto zároveň:

∃yk v. p. z xn ∃y ∈ K : lim
k→∞

yk = y (2)

Z definice spojitosti v y potom v́ıme, že:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Bρ(y, δ) f(x) ∈ Bρ(f(y), ε) (3)

Chceme aby f(y) = s. Sporem f(y) 6= s, tedy f(y) < s.
Zvolme ε := 1

2 |s− f(y)|. Z konvergence ale v́ıme:

∃k0 ∀k > k0 yk ∈ Bρ(y, δ) ⇒ |f(yk)− f(y)| < ε (4)

Což je spor, protože lim f(yk) = s.

5.14 Množina funkćı se spojitými prvńımi derivacemi na množině

Definice O funkci f : G → R řekneme, že patř́ı do C1(G) pokud ∀i ∂f
∂xi

je spojitá funkce na
G.

5.15 Lagrangeho věta o vázaných extrémech (bez d̊ukazu)

Věta Necht’ G ⊆ Rn je otevřená množina, s < n, f, g1, ..., gs ∈ C1(G) a množina M = {x ∈ Rn :
g1(x) = .... = gs(x) = 0}.
Pokud:

1. a ∈M je bodem lokálńıho extrému f na M

2. vektory ∇g1(a), ...,∇gs(a) jsou lineárně nezávislé

Potom:

∃λ1, ..., λs ∈ R : ∇f(a) = λ1∇g1(a) + ...+ λs∇gs(a)
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6 Metrické prostory

6.1 Definice metrického prostoru

Definice Metrickýprostor je (P, ρ), kde P je množina bod̊u a ρ je funkce P ×P → R+
0 splňuj́ıćı

axiomy:

1. ∀x ∈ P ρ(x, x) = 0

2. ∀x, y ∈ P ρ(x, y) = ρ(y, x)

3. ∀x, y, z ∈ P ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y)

6.2 Otevřená a uzavřená koule

Definice Necht’ (P, ρ) je metrický prostor a x ∈ P , r ∈ R, r > 0. Potom definujeme:

otevřenou kouli: B(x, r) = {y ∈ P ρ(x, y) < r}

uzavřenou kouli: B(x, r) = {y ∈ P ρ(x, y) ≤ r}

6.3 Otevřená a uzavřená množina

Definice Necht’ (P, ρ) je metrický prostor. Potom definujeme:

otevřenou množinu G pokud ∀x ∈ G ∃r > 0 B(x, r) ⊆ G.

uzavřenou množinu F pokud P \ F je otevřená.

6.4 Vlastnosti otevřených množin

Věta Necht’ (P, ρ) je metrický prostor. Potom plat́ı:

1. ∅ a P jsou otevřené množiny

2. G1, ..., Gn ⊆ P jsou otevřené množiny, potom G1 ∩ ... ∩Gn je otevřená

3. Gα(α ∈ A) jsou otevřené množiny, potom
⋃
α∈AGα je otevřená

Důkaz

1. ∅ ∀x ∈ ∅ plat́ı cokoliv
P triviálńı

2. Mějme G = G1 ∩ ... ∩Gn, potom z předpoklad̊u v́ıme:

∀x ∈ G ∀i ∃ri > 0 B(x, ri) ⊆ Gi (1)

Mějme tedy r = min{r1, ..., rn} > 0:

B(x, r) ⊆ Gi∀i ⇒ B(x, r) ⊆ G (2)

3. Mějme
⋃
α∈AGα, podle předpoklad̊u v́ıme:

∀x ∈ G ∃α ∈ A : x ∈ Gα ⇒ ∃r > 0 B(x, r) ∈ Gα ⊆ G (3)
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6.5 Vlastnosti uzavřených množin

Věta Necht’ (P, ρ) je metrický prostor. Potom:

1. ∅, P jsou uzavřené množiny

2. F1, ..., Fn jsou uzavřené množiny, potom F1 ∪ ... ∪ Fn je uzavřená

3. Fα (α ∈ A) jsou uzavřené množiny, potom
⋂
α∈A Fα je uzavřená

Důkaz

1. triviálně: P \ P , P \ ∅ jsou otevřené množiny

2. F1, ..., Fn uzavřené množina, potom ∀i Gi = P \ Fi otevřená množina. Tedy G1 ∩ ... ∩Gn
je otevřená množina, P \ (G1 ∩ ... ∩ Gn) je uzavřená množina. Stač́ı tedy nahlédnout, že
G1 ∩ ... ∩Gn = F1 ∪ ... ∪ Fn

6.6 Ekvivalence metrik

Definice Metriky ρ, σ na P jsou ekvivalentńı právě když:

∃c1, c2 > 0 ∀x, y ∈ P c1σ(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ c2σ(x, y)

Fakt Metriky ρ1, ρ2, ρ∞ na Rn jsou ekvivalentńı.

6.7 Konvergentńı posloupnost

Definice Necht’ (P, ρ) je metrický prostor, (xn)∞n=1 posloupnost prvk̊u P . Řekneme, že (xn)∞n=1

konverguje k x (limn→∞ xn = x)) pokud:

lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 |ρ(xn, x)− 0|︸ ︷︷ ︸ < ε

ρ(xn, x) < ε

xn ∈ B(x, ε)

6.8 Vlastnosti konvergence

Věta

1. Necht’ (xn)∞n=1 splňuje, že ∃n0 ∀n > n0 xn = x
potom limn→∞ xn = x

2. Necht’ limn→∞ xn = x a limn→∞ xn = y, potom x = y

3. Necht’ limn→∞ xn = x a (xns
)∞s=1 je vybraná posloupnost z (xn)∞n=1, potom lims→∞ xns

=
limn→∞ xn

Důkaz

1. triviálńı z definice
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2. Mějme ε = 1
2ρ(x, y). Z předpoklad̊u také v́ıme, že:

∃n0 ∀n ≥ n0 ρ(xn, x) < ε (1)
∃n1 ∀n ≥ n0 ρ(xn, y) < ε (2)

Vezměme n = max{n0, n1}, potom:

ρ(xn, x) < ε (3)
ρ(xn, y) < ε (4)

Z trojúhelńıkové nerovnosti:

ρ(x, y) ≤ ρ(x, xn) + ρ(xn, y) (5)
< 2ε = ρ(x, y) (6)

Což je spor.

3. Vı́me podle věty o vybrané posloupnosti pro R:

lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0 ⇒ lim
k→∞

ρ(xnk
, x) = 0 ⇒ lim

k→∞
xnk

= x (7)

6.9 Charakterizace uzavřených množin

Věta Necht’ (P, ρ) je metrický prostor, F ⊂ P . Potom:

F uzavřená ⇔ ∀(xn)∞n=1 xn → x : xn ∈ F ⇒ x ∈ F

Důkaz

⇒ F je uzavřená
Sporem: xn → x ∧ x /∈ F :

x /∈ F ⇒ x ∈ P \ F (1)

Tj. x je v otevřené množině. Potom z definice otevřené množiny:

∃r > 0 B(x, r) ⊆ P \ F (2)

Podle definice limity však plat́ı (pro ε = r):

∃n0 ∀n ≥ n0 ρ(xn, x) < r ⇔ xn ∈ B(x, r) (3)

Tedy xn0 ∈ B(x, r), což je spor s (2) a předpoklady, že ∀n xn ∈ F .

⇐ Necht’ pro spor F neńı uzavřená množina. Tedy P \ F neńı otevřená množina. Proto plat́ı:

∃x ∈ P \ F ∀r > 0 B(x, r) ∩ F 6= ∅ (4)

Vezmeme tedy takové x a sestav́ıme posloupnost (xn) z tohoto pr̊uniku:

xi ∈ B(x,
1
i
) ∩ F (5)

Je vidět, že tato posloupnost je konvergentńı k x a taktéž, že ∀n xn ∈ F . Zároveň však
x ∈ P \ F , což je spor s předpokladem.
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6.10 Kompaktńı množina

Definice Necht’ (P, ρ) je metrický prostor. Řekneme, že množina K ⊂ P je kompaktńı pokud:

∀(xn)∞n=1 xn ∈ K ∃ v.p. (xns)∞s=1 ∧ ∃x ∈ K t.ž. xnk
→ x

Tj. pro každou posloupnost existuje konvergentńı vybraná podposloupnost.

6.11 Vlastnosti kompaktńıch množin (d̊ukaz 2. neúplný!)

Věta Necht’ (P, ρ) je metrický prostor, K ⊆ P kompaktńı množina. Potom:

1. K je uzavřená množina

2. K je omezená množina

3. F ⊆ K, F uzavřená množina ⇒ F je kompaktńı množina

Důkaz

1. Aby K byla uzavřená množina muśı platit:

∀(xn)∞n=1 xn ∈ K xn → x ⇒ x ∈ K (1)

K je kompaktńı, v́ıme tedy:

∃x′ ∈ K ∃xnk
xnk
→ x′ (2)

Zvolme tedy x := x′, což splňuje podmı́nku podle definice.

2. Sporem - necht’ K neńı omezená: Mějme tedy a ∈ P libovolné, tedy:

∀n K * B(a, n) ⇔ ∃xn ∈ K : xn /∈ B(a, n) (3)

(tedy ρ(xn, a) > n)
Protože K je kompaktńı, plat́ı:

∃(xnk
)∞k=1 ∃x ∈ K xnk

→ x (4)

Tedy podle definice limity

∀ε > 0 ρ(xnk
, x) < ε (5)

Zvolme ε := nk0 . Speciálně tedy muśı platit:

ρ(xnk0
, x) < nk0 (6)

Což je spor pro nk = nk0

3. Pro každou posloupnost xn ∈ F ⊆ K plat́ı, že konverguje v K. Potom podle věty o charak-
terizaci uzavřených množin pokud (xnk

)→ x, tak x ∈ F , tud́ıž splňuje podmı́nky z definice
kompaktńı množiny.

6.12 Charakterizace kompaktńıch množin v Rn

Věta K ⊆ Rn je kompaktńı množiny právě když je uzavřená a omezená.
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Důkaz

⇒ triviálně podle věty o vlastnostech kompaktńıch množin

⇐ pro ρ∞ = maxi |xi − yi|
Necht’ x(1), x(2), ... je posloupnost v Rn, K je omezená a uzavřená. Potom:

∃c ∈ R K ⊆ [−c, c]n (1)

Ukážeme, že [−c, c]n je kompaktńı, potom je K kompakt triviálně podle části 3 věty o
vlastnostech kompaktńıch množin. Chceme tedy:

∀(xn) xn ∈ [−c, c]d ∃ kg. podposloupnost (2)

Označme xn = (x1
n, ..., x

d
n) ... ∀n∀i xin ∈ [−c, c]n. Matematickou indukćı podle souřadnice:

1. (x1
n)∞n=1 - posloupnost v R, má vybranou konvergentńı posloupnost podle Bolzano-

Weistrassovy věty pro R

lim
k→∞

(y1
k) = y1(y1

k) = (x1
nk

) (3)

Mějme tedy (x1
nk

) := (y1
k).

2. analogicky k 1. ∃(x2
nk

)

d. analogicky k 1. ∃(xdnk
)

Vı́me tedy, že

∀j = 1...d lim
i→∞

yji = yj (4)

Chceme limi→∞ ρ∞(yi, y) = 0. Tedy:

∀ε > 0 ?∃n0 : (5)

∃n1...∀i ≥ n1 |y1
i − y1| < ε (6)

... (7)

∃nd...∀i ≥ nd |ydi − yd| < ε (8)

Mějme tedy n0 = max{n1...nd}. Potom:

∀ε > 0 ∀i ≥ n0 ρ∞(yi, y) < ε (9)

Což splňuje požadovanou limitu.

6.13 Spojitost vzhledem k množině

Definice Necht’ (P, ρ), (Q, σ) jsou metrické prostory. M ⊆ P a funkce f : M → Q, x0 ∈ M .
Řeknem, že f je spojitá v x0 vzhledem k M právě když:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀εBρ(x0, δ) ∩M : f(x) ∈ Bσ(x0, ε)

Definice Funkce f je spojitá na M právě když je spojitá v každém jej́ım bodě vzhledem k M .

6.14 Limita vzhledem k množině

Definice Necht’ ∀δ > 0 Bρ(x0, δ \ {x0} ∩M 6= 0, y ∈ Q. Potom definujeme limitu vzhledem k
M jako:

lim
x

vz. k M−−−−−→x0

f(x) = y ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Bρ(x0, δ) ∩M \ {x0} : f(x) ∈ Bσ(y, ε)
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6.15 Charakterizace spojitých zobrazeńı (bez d̊ukazu)

Věta Necht’ (P, ρ), (Q, σ) jsou metrické prostory a zobrazeńı f : P → Q. Pak následuj́ıćı tvrzeńı
jsou ekvivalentńı:

1. f je spojité zobrazeńı na P

2. ∀G otevřená množina v (Q, σ) je f−1(G) otevřená množina v (P, ρ)

3. ∀F uzavřená množina v (Q, σ) je f−1(F ) uzavřená množina v (P, ρ)

(bez d̊ukazu)
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