Piiklad 1 Necht Q = (0,1)? a uvazujme triangulaci 7, oblasti Q) sestdvajici z obdélnikti T takovych,
ze libovolné dva trojihelniky z 7, maji bud disjunktni vnitiky nebo jejich prinikem je spole¢ny vrchol
¢ spolecna hrana. UvaZujme prostor

Vi = {v € L*(Q), v|r € span{l,z,y,2*> —y?} ,V T € T, v je spojitd ve stfedech vnitinich hran 7y, }

Definujme operétor IT;, : C(Q) — Vj, takovy, ze V v € C(Q) II,v = v ve stiedech hran Tj. Ukaite, 7e tato
podminka operétor II;, jednoznaéné definuje V v € C(2). Dokazte, Ze plati odhad chyby interpolace

llv — HhUHo,Q <Chr |”|2,Q Ve H*Q),

pokud triangulace T, spliwji ur¢ity piredpoklad.
Je nutno odhady skuteéné dokazat. Nestaci jen ovérit predpoklady obecnych vét 7 prednasky!

P¥iklad 2 Necht Q = (0,1)? a uvazujme tilohu

—Au=fvQ u=0naod

kde f € L?(€). Tuto tlohu diskretizujeme konformni metodou kone¢nych prvki s linedrnimi trojihelni-
kovymi kone¢nymi prvky. Dokazte, ze diskrétni feSeni u; spliuje odhad

lu = wlly g < CB2 ul, -

Pritom bez diikazu vyuzijte, ze pro prvky zminénych koneénych prvki na regularnim systému triangulaci
lagrangeovsky interpola¢ni operator r;, spliuje

v — Thv”o,Q <Ch? |U|2,Qv
lv=rpvly o < Chlvl,q Y v e H(Q)

Je nutno odhady skutecéné dokdzat. Nestadi jen ovérit predpoklady obecnych vét z prednéasky!

Piiklad 3 Necht Q C R? je omezeny mnohotihelnik a 7 je reguldrni triangulace Q slozena 7 troja-
helniki. Uvazujme prostor

Vi = {v € Hy(Q), vlr € P(T),YT € Ta}, k€N
Vime, 7Ze

ac > 0: inﬁ/ llv —wvnll, g < ChE V)10 YV E H1 Q)N HL(Q).
VhEVh ’ ’

Uvazujme tlohu
Ugy + 2Uyy —3u = f v Q awu=0nao,
kde f € L*(Q) je d4ano. Zformulujte diskretizaci MKP pomoci V;, a dokaite, 7e
llu — unll; o = 0 pro h — 0.

Piiklad 4 Necht Q = (0,1)? a necht 7}, je triangulace Q) sestavajici se ze stejné velkych ¢tvercovych
elementit T'. Pro kazdy element definujeme operator Iy : C(T) — Q2(T") nésledujicimi podminkami:

(IlI7v)(z) = v(x) pro kazdy vrchol z € T,

/ IIyv do = / v do pro kazdou hranu Q C 9T,
E J2

/HTUdIE:/UdIE,
T T

kde v € C(T') je libovolna funkce. Je operator IIr definovan jednoznacné?
Pro v € C(Q) definujme ITyv € L?(Q) takové, Ze



(Hh’U) |T =IIyv, VT € Th.

Je funkce II,v spojit4 na Q7?
VySetiete interpolacni vlastnosti operatoru IIj, tj. pro dostatecéné reguldrni funkce v odvodte odhad in-
terpola¢ni chyby v L?-normé a H!-normé.

Priklad 5 Necht Q = {(z,y) € (0,1)%;2 > % nebo y > 1}. Pak slabé feseni tlohy

—Au=fvQ u=0na o,

kde f € L%(), obecné nelezi v H2(Q). Na Q definujeme triangulaci sestavajici se ze stejné velkych
¢tvercd a aproximujeme u metodou konec¢nych prvki s prostorem

Vh = {U € C(Q)n € H&(Q) U|K € QI(K)av K e 7717}

Ukazte, ze 11112}) llu — unll, o = 0.

Piiklad 6 Necht Q C R? je omezena oblast s polygonalni hranici a 7; jeji triangulace sestavajici z
trojuhelnikti. Uvazujme rovnici

—vAu+cu= fvQ, u=0na o,
kde ¢, f € C(Q), ¢ > 0 v . Slab4 formulace:

u € HE(Q) / vVuVudz +/
Q Q

cuvdx:/fvdm.
Q

Uvazujme prostor
Vi = {v € H}(Q), vlr € P(T),V T € Ta},

Pro T}, spliujici podminky regularity a kompatibility pak lagrangeovska interpolace spliuje

lv = Tpollgq + hlv =Myl o < Chpmtl I
Yo € H™"H Q) N HL(Q), m = 1,...,k. ¥V T € T, definujeme r : C(T) — P (T) tak, ze rrv = v ve
vrcholech T'V v € C(T'). Definujeme diskrétni problém
up € Vi, 1// VupVouydz + Z /(rTc)uhvhdx = Z /(rTf)vhda: Y, € V4.
Q TeT T TeT, ' T

Vysetiete fad konvergence chyby |u — uh|1’Q.

Piiklad 7 Necht Q C R? je omezend oblast s polygondlni hranici a 7j jeji triangulace sestavajici 7
trojuhelnikt. Bud T' > 0 a oznac¢me Qp = Q x (0,T]. UvaZujme tlohu

ur —Au=fv Qp, u=0nadQ x[0,T], u(-,0) = ug v .
Uvazujme prostor

Vi = {'U € H&(Q) vlp € P(T),VT € 771}

Semidiskretizaci prostoru v prostoru V}, ziskdme diskrétni feseni uyp, : [0,T] — Vj,.
Pokud f zavisi spojité na case, je up € C! ([0,T],V4). Odvodte odhad pro chybu

llu(t) = un(t)]

0,Q

Priklad 8 Necht je dan na referenénim kone¢ném prvku (T, P, $) kvadraturn{ vzorec



L
(%) Z@@(l;l) pro aproximaci integralu / @d@, kde b € T ady >0, 1 =1,...,L. Uvazujme triangulaci
=1 T

I
Th, jeifz prvky jsou afinné ekvivalentni T, a V T € 7T;, definujme kvadraturni vzorec ZWI,T%’(I’LT)-, kde
=1
wy, T a by jsou definovadny pomoci @; a b na zakladé afinni ekvivalence mezi T a T. Necht P C P, (T) a
kvadraturni vzorec (x) je pfesny pro polynomy stupné 2m—2. Na kazdém T' € T, uvazujme konecny prvek
(T, Pr,¥7) afinné ekvivalentni (T, P,Y) a definujeme odpovidajici prostor koneénych prvka V},. Necht
Q je vnitfek mnoZiny U T (pfedpokladdme Q C R") a uvazujme funkce a;; € C(Q), i,j = 1,...,n
TETh
spliujici
n

360>0: ) ai(2)& 29252 Vz e 0, ¢ e R

ij=1 i=1
Necht
n n
a(u,v) = E /aijuzivzjdx: E E /aijuzi’uzjd:r
ij=1"9 ij=17eT ' T

a definujme bilinedrni formy aj tak, Ze integraly pires mnoziny T vypocitdme pomoci vySe uvedeného
kvadraturniho vzorce. Ukazte, Ze bilinedrni formy aj jsou stejnomérné vy,- eliptické, tj. Ze

Ja > 0: ap(vy,vy) > oz|vh|iQ Yo, €V, h>0.

(Ptedp., ze ||, o je norma na Vj).

Priklad 9 Necht Q C R” je omezend oblast s lipschitzovsky spojitou hranici a
Qr = Q% (0,T], kde T > 0 je pevné zvoleny ¢as. Uvazujme tlohu pro u = u(x,t) (x € Q,t € [0,T7])
ur— Au=fvQr,u=0nadQ x[0,T], u(-,0) =ug v Q.
Necht Tj, je regularni simplicidlni triangulace Q a necht
Vi ={v € H}(Q),v|r € P(T)V T € Ty}

, kde k je zvolené prirozené ¢islo. Semidiskretizaci v prostoru pomoci Vj ziskame diskrétni feSeni uy, :
[0,T] — V4. Za predpokladu, Ze u je dostateéné regularni, odvodte odhad pro chybu |u(t) — un(t)].

Piiklad 10 Necht Q C R® je omezeny mnohostén a necht 75, je triangulace € slozend 7 ¢tyisténti.
Uvazujme prostor

Vi = {U € LQ(Q),’UlT eEP(T)VTEe 771}, k € Np.

Necht P, : L2(Q) 28 V}, je ortogonalni L? projekce. Odvodte odhad pro ||v — Pyollg -

P¥iklad 11 Necht Q = (0,1)? a uvazujme tilohu
—Au=0vQ,u=0nadQ, kde f € L?(Q).

Tuto tlohu diskretizujeme konformni metodou koneénych prvki s linedrnimi trojahelnikovymi kone¢nymi
prvky. Dokazte, ze diskrétni feSeni up spliuje odhad

llu— UhHo,Q <Ch? |U|2,Q-

Pritom bez dikazu vyuzijte, ze pro prostory zminénych kone¢nych prvki na regularnim systému trian-
gulaci lagrangeovsky interpola¢ni operator rj spliuje



llv — ThU“o,Q < Ch? |'U|2,Qa lv— 7’hv|179 <Ch |U|2,Q

Je nutno odhady skuteéné dokazat. Nestaci jen ovérit predpoklady obecnych vét 7 prednasky!

Piiklad 12 Necht QO C R? je omezena oblast s polygonalni hranici a 7j, jeji triangulace sestavajici
7 trojihelnik. Uvazujme slabou formulaci: najit w € H} () :

Z /aijuwiijdx = / fodz Vv € H} (),
ij=1"9 Q
kde aij, f € C=(Q),

36>0: Y a(@)&& > 016° Vo e Q.

,j=1

Necht Vi, C H(9) je prostor po ¢astech linedrnich kone¢nych prvki a definujme diskrétni problém: najit
up € Vi,

>y /Taij(CT)(uh)xi(vh)xjdwz > /Tf(C’T)vhda:‘v’vh € Vi,

i,j=1T€Th TETh

kde Cr je té7isté trojihelniku T'. Ukazte, 7e za ur¢itych predpokladd plati |u — uh|1’Q < Ch, kde C
nezavisi na h a specifikujte predpoklady, které jsou pro to postacujici.
Je nutno odhady skutecéné dokdzat. Nestadi jen ovérit predpoklady obecnych vét z prednéasky!



